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KAPITEL 1.1: 1

Modul 1

Elektrische Grundgrofien

1.1 Motivation

Die Elektrotechnik durchdringt nahezu jeden Bereich unseres modernen Lebens. Die Spanne reicht
von der Energieversorgung iiber die Steuerungstechnik bis hin zur I'T-Technik. Egal ob Smartphone,
Auto oder moderne Haushaltsgerite, tagtéiglich werden zahlreiche Gegenstéinde genutzt, die oben
diese Disziplin nicht denkbar wéren. Die Elektrotechnik hat in den letzten Jahrzehnten bahnbre-
chende Innovationen ermdoglicht und ist der Treiber fiir zahlreiche Entwicklungen. Im Bereich der
erneuerbaren Energien basieren Photovoltaikanlagen, Windkraftwerke und intelligente Stromnetze
auf fortschrittlichen elektrotechnischen Konzepten. Fiir das Internet der Dinge (IoT) erfordert die
Vernetzung von Alltagsgegenstéinden miniaturisierte Sensoren, Mikrocontroller und Kommunikati-
onsmodule und die Entwicklung leistungsfahiger KI-Systeme wére ohne spezialisierte Hardwarekom-
ponenten wie GPUs oder CPUs nicht moglich. Fachwissen aus diesem Bereich ist jedoch nicht nur
fiir Studierende der Elektrotechnik relevant. Auch steigt die Relevanz der grundlegenden Inhalte fiir
Studierende sdmtlicher weiterer ingenieurstechnischer sowie verwandter Studiengéinge stetig an. Die
moderne Produktentwicklung wird mit interdiszipliniren Projektteams umgesetzt.

e Maschinenbau: Auch wenn die Maschinenbauingenieur*innen nicht unmittelbar an der Ent-
wicklung elektrisch/elektronischer Komponenten beteiligt sind, brauchen sie ein grundlegendes
Versténdnis fiir die am Entwicklungsprojekt beteiligten Kolleg*innen. Beispielsweise bei der
Entwicklung von Robotersystemen oder automatisierten Fertigungsanlagen ist eine enge Zu-
sammenarbeit zwischen Maschinenbau und Elektrotechnik unerlésslich.

e Informatik: Die Schnittstelle zwischen Hardware und Software wird immer wichtiger. Infor-
matiker*innen miissen verstehen, wie ihre Programme mit der zugrundeliegenden Elektronik
interagieren.

o Medizintechnik: Moderne medizinische Gerite wie MRT-Scanner oder Herzschrittmacher sind
ohne fundierte elektrotechnische Kenntnisse nicht denkbar.

Dieses Skript unterstiitzt bei dem Erlernen der benttigten Grundlagen. Es vermittelt nicht nur theo-
retisches Wissen, sondern zeigt auch praktische Anwendungen und interdisziplinéire Verkniipfungen
auf. Ziel ist es, ein solides Fundament zu schaffen, auf dem Studierende verschiedener Ingenieurdiszi-
plinen aufbauen kénnen. Die hier erlernten Konzepte bilden die Basis fiir das Verstéindnis komplexerer
Systeme und bereiten auf die Herausforderungen einer zunehmend digitalisierten und vernetzten Welt
vor. Von den Grundlagen der Elektrizitit bis hin zu fortgeschrittenen Themen wie Signalverarbeitung
oder Regelungstechnik - dieses Skript legt den Grundstein fiir eine erfolgreiche Karriere in einer Welt,
die mafigeblich von der Elektrotechnik geprégt ist.



2 GET it digital Modul 1: Elektrische Grundgréfien

1.2 Physikalische Groflen - Definitionen und Mafleinheiten

Lernziele: Beschreibung physikalischer Groéflen

Die Studierenden kénnen
e physikalische Gréflen mit Maflzahl und Mafleinheit angeben

e die sieben SI-Basiseinheiten sowie die davon abgeleiteten Einheiten nutzen sowie ihren
jeweiligen Groflen zuordnen

e Zahlenwerte mit Hilfe von Zehnerpotenzen sowie deren Bezeichnung angeben und inein-
ander umrechnen

1.2.1 Das SI-Einheitensystem

Jede physikalische GréBe wird immer als Kombination von Zahlenwert (MaBzahl) und ihrer Maflein-
heit (auch Dimension genannt) beschrieben. Wenige einheitenlose Gréfien bilden hier eine Ausnahme,
die Mafleinheit von diesen ist ”1”. Vor der Einheit kann - falls erforderlich - das Kiirzel einer Zehner-
potenz stehen, die den Zahlenwert skaliert (siehe Abschnitt Zehnerpotenzen). Der Zahlenwert und
die Einheit werden durch ein Leerzeichen getrennt. Beispiel: 1000 m = 1 km.

Diese Einheiten sind im internationalen Einheitensystem, dem SI-System (Systéme International),
definiert und bilden die Grundlage aller physikalischen Gréflen. Es gibt sieben SI-Basisgrofien, welche
mit Hilfe von fundamentalen physikalischen Konstanten definiert werden konnen. Diese Konstanten
konnen experimentell mit ausreichend hoher Genauigkeit bestimmt werden, um eine zuverléssige
Grundlage unseres gesamten Einheitensystems zu bilden. Neben den so definierten Grundeinheiten
gibt es noch weitere, sogenannte abgeleitete Einheiten, die sich auf die Grundeinheiten zuriickfithren
lassen.

Abseits des SI-Systems und seiner abgeleiteten Groflen gibt es eine Vielzahl weiterer Einheiten, wie
beispielsweise die angelséchsischen Grofien Pfund, Inch oder die Meile, die an dieser Stelle nicht weiter
verwendet werden.

SI-Gréfle | Formelzeichen Einheit Basis
Zeit t Sekunde, s Av
Lange l Meter, m ¢, 8
Masse m Kilogramm, kg h,s, m
Stromstérke 1 Ampere, A e,s
Temperatur T Kelvin, K kg,s,m, kg
Stoffmenge n Mol, mol Na
Lichtstérke I, Candela, cd Keq,s,m, kg

Tabelle 1.1: SI-Einheiten und ihre Basisgréfien

Die aktuell giiltigen Definitionen der in obiger Tabelle aufgefiihrten Einheiten sind:

e Fine Sekunde ist das 9.192.631.770-fache der Periodendauer des Hyperfeinstrukturiibergangs
Av im Céasium-Atom '33Cs.

e Ein Meter ist die Lénge der Strecke, die das Licht im Vakuum wéhrend der Dauer von ¢t =
1 .
599703155 S zuriicklegt.
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e Das Kilogramm ist seit Mai 2019 vom genau definierten Planckschen Wirkungsquantum abhéngig:
_ h s
lkg = 6,62607015-10- 34 oz
e Das Ampere ist seit 2019 durch die Elementarladung definiert. Ein Ampere ist der Stromfluss

e . —191
VoI Tomizeesd 107 s Elementarladungen pro Sekunde.

e Ein Kelvin entspricht einer Anderung der thermodynamischen Temperatur, die mit einer Anderung
der thermischen Energie (K7) um 1,380649 - 10~22 J einhergeht.

e Ein Mol ist die Stoffmenge eines Systems, das 6,02214076-1023 eines bestimmten Einzelteilchens
enthélt.

e Fine Candela ist die Lichtstéirke einer Strahlungsquelle, die mit einer Frequenz von 540 THz

emittiert und die eine Strahlungsintensitit in dieser Richtung von %g hat.

Die zur Definition des SI-Systems verwendeten Naturkonstanten sind:

o Hyperfeinstrukturiibergang: 133CsAv = 9.192.631.770 Hz
o Lichtgeschwindigkeit: ¢ = 299.792.458 =+

e Plancksches Wirkungsquantum: h = 6,62607015 - 10734 Js
e Elementarladung: e = 1,602176634 - 1071 As

e Boltzmann-Konstante: kg = 1,38064910~23 kfz'gf
1

e Avogadro-Konstante: Ny = 6,02214076 - 10?3 i

ol

e Photometrisches Strahlungsiquivalent einer monochromatischen Strahlung der Frequenz 540 THz:
Kca(540 THz) = 683

Abgeleitete SI-Einheiten

Aus diesen sieben Grundeinheiten werden weitere 22 Groflen mit eigener Bezeichnung hergeleitet.
Einige fiir die Elektrotechnik wichtige Beispiele sind nachfolgend aufgefiihrt:

Grofle Formel Einheit Basiseinheit
Kraft F Newton, N 1N =1kgm/s?

Energie E Joule, J 1J=1Ws=1Nm=1kgm?/s?
Leistung P Watt, W I1W=1J/s=1kgm?/s3
Spannung U Volt, V 1V=1W/A=1Nm/As =1 kg m?/s’A

Ladung Q Coulomb, C 1C=1As

Widerstand R Ohm, 1Q=1V/A=1kgm?/s5A2
Kapazitit C Farad, F 1F=1As/V=15"A%/kg m?
Induktivitat L Henry, H 1H=1Vs/A=1kgm?/s?A2
magn. Fluss P Weber, Wh 1 Wb =1Vs=1kg m?/s’A
Flussdichte B Tesla, T 1T =1Vs/m? =1kg/s’A

Tabelle 1.2: Groflen und ihre Basiseinheiten

Wichtig: In Gleichungen mit physikalischen Gréflen treten auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens
sowohl MafBizahlen als auch MaBeinheiten auf. Eine Uberpriifung der Einheiten auf Gleichheit (im
Zweifel heruntergebrochen auf auf die SI-Basiseinheiten) liefert oft eine gute Kontrolle hinsichtlich
der Plausibilitdt der Rechnung.
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1.2.2 Zehnerpotenzen

Zur besseren Lesbarkeit sehr kleiner oder grofler Zahlenwerte kénnen Einheiten mit Zehnerpotenzen
skaliert werden. Dazu wird die Bezeichnung der Zehnerpotenz ohne Leerzeichen direkt vor die Ein-
heit geschrieben. Oft wird dabei diejenige Zehnerpotenz gewéhlt, bei der die Zahl vor dem Komma
moglichst wenige Stellen hat.

FEine andere Moglichkeit zur Verbesserung der Lesbarkeit ist die sogenannte Exponentialdarstellung.
Dabei wird die Mafizahl mit der entsprechenden Zehnerpotenz direkt multipliziert. Die Anzahl der
verwendeten Nachkommastellen muss physikalisch sinnvoll sein. Ist dazu nichts weiter bekannt, wer-
den meist zwei Nachkommastellen verwendet.

Bezeichnung | Potenz || Potenz | Bezeichnung
Dezi, d 1071 101 Deka, da
Zenti, c 1072 102 Hekto, h
Milli, m 1073 103 Kilo, k
Mikro, 4 1076 108 Mega, M
Nano, n 1079 10° Giga, G
Piko, p 10~ 12 1012 Tera, T
Femto, f 10-1° 101° Peta, P
Atto, a 10~ 18 108 Exa, E

Achtung: Bei Gewichtsangaben werden Préfixe nicht auf die SI-Basiseinheit Kilogramm (kg), sondern
auf die Einheit Gramm (g) angewendet.

Bei potenzierten Einheiten, wie zum Beispiel Fldchen oder Volumeneinheiten, bezieht sich der Ska-
lierungspréfix immer auf die Grundeinheit, er muss also auch potenziert werden.

Im' =100 - 1072 m = 100 cm
1m? = 100% - (1072 m)? = 10.000 cm?
1m?® = 100% - (1072 m)*® = 1.000.000 cm®

1.3 Die elektrische Ladung

Lernziele: Die Elektrische Ladung

Die Studierenden konnen

o die Eigenschaften elektrischer Ladungen sowie im Zusammenhang stehende physikalische
Phénomene beschreiben

o clektrische Felder beschreiben und fiir einfache Ladungsanordnungen berechnen

e mit dem Coulomb “schen Gesetz Krifte auf Ladungen berechnen

1.3.1 Der Atomaufbau

Viele physikalische Prozesse sind nur durch klassische Phonomene aus der Mechanik nicht zu erklaren.
Bereits etwa 600 v. Chr. entdeckte der griechische Philosoph Thales von Milet, dass Bernstein, wenn
er an einem Fell gerieben wird, leichte Objekte wie Federn anzieht. In weiteren Experimenten konnte
bedeutend spéater nachgewiesen werden, dass es neben der Gravitationskraft eine weitere, sogenannte
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elektrische Kraft gibt. Diese kann sowohl anziehend als auch abstoflend wirken. Als Ursache dieser
Kraftwirkungen werden elektrische Ladungen postuliert und als (historisch willkiirlich) positiv
und negativ festgelegt. Gleichnamige Ladungen stoflen sich ab, ungleichnamige Ladungen hingegen
ziehen sich an.

Eine einfache, den beobachteten Effekten zu Grunde liegende Modellvorstellung entwickelte Nils
Bohr 1913. Laut diesem in Abbildung 1.1 dargestellten Atommodell besteht jedes Atom aus einen
Atomkern und einer Elektronenhiille. Der Atomkern wiederum besteht aus dicht gepackten Protonen
(positive Ladungstriger) und Neutronen (elektrisch neutral). Die Hiille besteht aus Elektronen (ne-
gative Ladungstriiger), die den Atomkern auf konzentrischen Bahnen mit unterschiedlichen Radien
umkreisen.

® Elektron
@ Proton
@ Neutron

Atomkern

Abbildung 1.1: Tllustration des Bohr’schen Atommodells

Die Ladung @ eines Protons und eines Elektrons ist betragsméfig gleich und wird als Elementar-
ladung e bezeichnet. Thr experimentell bestimmter Wert betriigt e = 1,6 - 107!? C. Das Proton ist
positiv und das Elektron negativ geladen. Ein Atom hat im Regelfall die identische Anzahl Protonen
wie Elektronen und ist daher von auflen gesehen elektrisch neutral.

Das Coulomb ist die Einheit der elektrischen Ladung und wird wie folgt beschrieben:

[Q] = 1Coulomb =1C =1As
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Energie

freies
® Elektron

A 1 A .
\ ® S~ s positiv
. L b \ geladenes
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\“ "
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Abbildung 1.2: Trennen eines Atoms in ein positiv geladenes Ion und ein freies Elektron durch
Energiezufuhr

Durch Zufuhr von Energie oder durch Wechselwirkung mit anderen Teilchen (beispielsweise durch
Reibung eines Plastikstabes an einem Stiick Stoff, Reibung von Kleidung an einer Kunststoffrutsche,
UV-Strahlung) kann sich die Elektronenanzahl eines Atoms veréindern. Bekommt ein Atom ein oder
mehrere zusétzliche Elektronen, liegt also ein Elektroneniiberschuss vor, wird es negativ geladen.
Verliert es Elektronen, also bei einem Elektronenmangel, wird es positiv geladen. In beiden Féllen
wird es als Ion bezeichnet. Da jeweils nur ganze Elektronen dem Ion hinzugefiigt oder abgezogen
werden konnen, ist die entsprechende Ladung @ eines Ions (und damit auch jedes anderen Objektes)
immer ein Vielfaches der Elementarladung e.

Q=*+n-e

Die Masse der sich im Kern befindenden Protonen und Neutronen ist um viele Groflenordnungen
hoher als die der Elektronen. Folglich sind die aus dem Atomverband befreiten Elektronen als kleinste,
leichteste und beweglichste Ladungstriager fiir die Elektrotechnik von grofier Bedeutung.

1.3.2 Ladungsdichten

Nicht nur die Anzahl, sondern auch die Verteilung der elektrischen Ladungstréiger spielt in der Elek-
trotechnik eine wichtige Rolle. So ist es beispielsweise fiir die Gestaltung und Funktionsweise von elek-
trischen Bauelemente (wie Widersténden, Kondensatoren oder Halbleiterbauelementen) entscheidend
zu wissen, wie sich die Ladungen entlang von Linien, auf Oberflichen oder innerhalb von Volumina
verteilen. Dabei wird in diesem Modul von einer gleichméafligen Ladungstrigerverteilung ausgegangen.

Die Punktladung dient als idealisiertes Modell einer Ladungsverteilung auf einen Punkt ohne
rdumliche Ausdehnung. Ist die reale rdumliche Verteilung an der entsprechenden Stelle nicht wei-
ter relevant, werden Ladungen meist als Punktladungen betrachtet.

Die Linienladungsdichte A (lambda), angegeben in C/m, beschreibt die Verteilung der elektrischen
Ladung entlang einer Linie, wie sie beispielsweise in einem sehr diinnen Draht vorkommt, der nur in
einer Dimension ausgedehnt ist (siche Abbildung 1.3).

Da die Ladungstriger sowie ihre atomaren Strukturen im Vergleich zu den in Bauteilen verwendeten
Strukturen vernachléssigbhar klein sind, kann statt der diskreten eine kontinuierliche Verteilung ange-
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dA

Abbildung 1.3: Linienladungsdichte: Eine Ladung @ gleichm#fig verteilt auf einem eindimensionalen
Pfad mit der Lange dI

nommen werden. Folglich lisst sich die Linienladungsdichte als Ableitung der Ladung pro Linienlénge
beschreiben.

_ o AQ d@
A= l1—>0 Al _H

Die Ladung @ ist analog dazu das Integral der Linienladungsdichte A {iber die Lénge .

Q:/)\dl
l

Die Flichenladungsdichte o (sigma) in C/m? beschreibt die Verteilung der Ladung @, die pro
Fldcheneinheit A verteilt ist (siehe Abbildung 1.4). Sie wird beispielsweise bei der Berechnung von
Kondensatoren, welche zu einem spéteren Zeitpunkt eingefithrt werden, benotigt.

Q

dA

Abbildung 1.4: Flachenladungsdichte: Eine Ladung @Q gleichméfig verteilt auf einer zweidimensiona-
len Fliche mit der Grofie dA.

Vergleichbar zur Linienladungsdichte kann auch o iiber eine Grenzwertbetrachtung und damit iiber
eine Ableitung beschrieben werden:

im AQ — dQ
AHO AA  dA

Q:Z/adA

Die Raumladungsdichte p (tho) in C/m? gibt die Anzahl der freien Ladungstriiger im betrachteten
Volumen an. Hierbei kann es sich beispielsweise um Elektronen in einem Leiter oder geladene Ionen
in einem Gasgemisch handeln.

o=

o AQ_dQ
P=VELAY T av

Q= ///pdV
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dv

Abbildung 1.5: Raumladungsdichte p: Eine Ladung @ gleichmiBig verteilt in einem dreidimensionalen
Volumen mit der Gréfle dV.

1.3.3 Elektrische Leiter - Metalle

Diese Aufteilung der Ladungstriger ist beispielsweise in Metallen gut zu sehen. Viele Metalle weisen
einen besonderen Atomverband auf. Die Atome ordnen sich bei ihnen in einer regelméfigen Gitter-
struktur an. Dadurch sind die duersten Elektronen eines jeden Atoms innerhalb des Metallkorpers
nahezu frei beweglich. Diese freien Elektronen verleihen Metallen ihre elektrisch leitende Eigenschaft.
In Abbildung 1.6 wird diese Struktur dargestellt. Hiufig werden Metalle in der Elektrotechnik des-
halb kurz als (elektrische) Leiter bezeichnet. Im Allgemeinen sind Leiter elektrisch neutral, da in
jedem Atom die Summe aller Elektronen der Summe aller Protonen entspricht.

0 \ A
® 0“"‘.

Abbildung 1.6: Ausschnitt aus einem Metallblech. Eingezeichnet sind die positiv geladenen Atomkerne
sowie deren frei bewegliche dufleren Elektronen.

positiver
Atomkern

. Elektron

Durch das Hinzufiihren von Elektronen entsteht ein Elektroneniiberschuss, wodurch der Leiter negativ
geladen wird. Werden Elektronen entzogen entsteht ein Elektronenmangel und der Leiter wird positiv
geladen (Abbildung 1.7).

Elektroneniiberschuss Elektronenmangel
0 o. “ ° , ‘ ‘.
'.' . "0

Abbildung 1.7: Leiter, bei denen an der Oberfléche ein Elektroneniiberschuss (links) beziehungsweise
ein Elektronenmangel (rechts) herrscht.
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1.3.4 Das Coulombsche Gesetz

Geladene Teilchen beeinflussen sich gegenseitig, wobei sich Ladungen gleichen Vorzeichens abstofien
und unterschiedlichen Vorzeichens anziehen. Bereits um 1785 konnte Charles Augustin de Coulomb
experimentell nachweisen, dass sich der Betrag der Kraft proportional zu jeder der kugelsymme-
trischen Ladungen @)1 und @2, aber antiproportional zum Quadrat des Abstandes r der beiden
Ladungen voneinander verhélt.

Die proportionale Wechselwirkung zwischen den Ladungen Q; sowie (J; und dem Abstandsquadrat 72
fiihrt mit der Proportionalititskonstante ﬁ zur Kraft zwischen den Ladungen. Dieser proportionale
Zusammenhang ist in Abbildung 1.8 dargestellt.

Q1 Q2
F T

1l

A
A
\
Y

Abbildung 1.8: Anordnung von zwei Punktladungen @; und Q2 sowie die auf sie wirkenden Krifte.

Durch das Einfiihren eines Proportionalitéitstermes kann aus dem zuvor bestimmten proportionalen
Zusammenhang die resultierende Kraft F' direkt errechnet werden. Die resultierende Gleichung 1.1
wird Coulombsches Gesetz genannt.

F ~

Q1Q2 1 @1Q2
— F = 1.1

r2 dreg 12 (1.1)

Der Faktor g9 wird als elektrische Feldkonstante (auch Dielektrizitétskonstante des Vakuums)
bezeichnet, wihrend die 4 7 ihren Ursprung in geometrischen Betrachutngen der Anordnung haben.

Der Wert der elektrischen Feldkonstante betriagt etwa:

g0 = 8,854 - 10712As/Vm

Gibt es mehr als zwei Ladungen, kann die resultierende Kraft auf jede der einzelnen Ladungen durch
die Addition aller Einzelkréfte errechnet werden, die sich aus jeder Zweierkombination von Ladungen
ergibt, an der die Zielladung beteiligt ist. Dieser Effekt wird als Superpositionsprinzip bezeichnet,
welches auch im Modul 5 Erweiterte Gleichstromnetzwerke zur Berechnung von sich ergebenden
Spannungen verwendet wird.

In der Praxis wird dieser Effekt unter anderem beim elektrostatischen Aufspannen von Papier auf
Plottern, bei Laserdruckern zur Ubertragung des Tonerpulvers auf das Papier, bei Touchscreens zur
Bestimmung des Beriihrungspunktes oder bei Plasmabildschirmen zur kontrollierten Gasentladung
von Jonen zur Lichterzeugung genutzt.
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1.4 Das elektrische Feld

Lernziele: Das elektrische Feld

Die Studierenden
e entwickeln ein ” Gefiihl” fiir elektrische Felder
e elektrische Felder beschreiben und fiir einfache Ladungsanordnungen berechnen

e das Verhalten elektrischer Felder an Leitern charakterisieren

1.4.1 Charakterisierung des elektrischen Feldes

Wie gezeigt haben elektrische Ladungen einen direkten Einfluss auf andere Ladungen. Dies geschieht
dadurch, dass sie die Eigenschaften des Raums um sich herum verdndern. Diese Verdnderungen
konnen durch ein Feldmodell beschrieben werden. Der Feldbegriff ist in der Physik von fundamen-
taler Bedeutung. Beispiele hierfiir sind das Temperaturfeld, in dem die Temperatur abhéngig von
seinem Ort durch eine skalare Grofie beschrieben wird. Neben solchen skalaren Feldern gibt es auch
Vektorfelder, in denen jedem Ort neben einer Gréfle auch eine Richtung, in die sie wirkt, zugeschrie-
ben wird. Beispiele hierfiir sind das Gravitationsfeld oder ein Stromungsfeld, welches beispielsweise
die Richtung und Geschwindigkeit von Wasserteilchen beschreibt.

Das elektrische Feld wird durch Gréfle (in Newton) sowie die Richtung der Kraft F auf cine
positive Probeladung )» beschrieben und durch Feldlinien charakterisiert. Dargestellt wird diese
Anordnung in Abbildung 1.9.

L

Abbildung 1.9: Anziehende Kraftwirkung F5 einer Probeladung ()2 in Richtung ruhender Ladung Q4

Die elektrische Feldstarke ist also:

Elektrische Feldstiirke = Kraftauf Ladung
Ladung
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N kem oy

S

C As m

B

Q2

Ey = — (1.2)

Nachteilig an dieser Definition erscheint auf den ersten Blick, dass die elektrische Feldstirke von der
Probeladung @2 abhiingig zu sein scheint. Durch Einsetzen des Coulombschen Gesetzes (Gleichung
1.1) in Gleichung 1.2 lisst sich jedoch zeigen, dass die Kraft F» immer proportional zur Probeladung
Q- steigt. Ihr Verhéltnis liefert also immer den gleichen Betrag fiir die elektrische Feldstérke, und
diese wird, wie in Abbildung 1.10 gezeigt, unabhéngig von der Probeladung:

- _ B 1 Q1-Q 1 1@

Ey=—= — = — 1.3
! QQ 4’/T€0 r2 QQ 47'('60 r2 ( )
RS
/ \
| [
\ 7/
E

Abbildung 1.10: Das durch @) hervorgerufene elektrische Feld ist unabhéngig von jeglicher Probela-
dung

1.4.2 Elektrische Leiter und elektrostatische Felder 1

Im vorherigen Kapitel wird die Wirkung von Punktladungen auf das elektrische Feld untersucht.
Da im Alltag elektrische Felder jedoch hiufig von geladenen, elektrischen Leitern (wie Metallen)
ausgehen, werden sie hier gesondert aufgefiihrt.

Liegt ein Elektroneniiberschuss vor, wird - wie in Abbildung 1.7 dargestellt - die positive Probela-
dung @ in Richtung der Plattenoberflichen angezogen. Auch die Feldlinien E des elektrischen Feldes
verlaufen in Richtung der Leiteroberfliche. Im Falle eines Elektronenmangels wird die Probeladung
abgestoflen, auch die Feldlinien fiihren vom positiven Leiter weg.

@
&0

A A
Q
E
Abbildung 1.11: Richtung der elektrischen Feldstéirke E von einem negativ (links) sowie positiv
(rechts) geladenen Leiter auf eine positive Probeladung

Da die Elektronen innerhalb eines Leiters frei beweglich sind, wiirden diese im Falle eines elektrischen
Feldes innerhalb eines Leiters durch dieses Feld angezogen (oder abgestoflen) werden, bis sich das
Feld innerhalb des Leiters ausgeglichen hat (siehe Abbildung 1.12). Folglich kann in diesem Fall kein
elektrisches Feld innerhalb eines Leiters existieren
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Abbildung 1.12: Freier Ladungstriager wird durch das elektrische Feld augenblicklich an den Leiter-
rand gezogen. Innerhalb des Leiters kann deshalb kein elektrostatisches Feld existieren.

—

E E

Dies fiihrt zu der Erkenntnis, dass die elektrischen Feldlinien zwangsléufig senkrecht auf der Ober-
fliche von Leitern stehen miissen (siehe Abbildung 1.13). Eine schrig stehende Feldlinie liele sich
sonst vektoriell in eine senkrecht und eine horizontal auf der Leiteroberfliche verlaufende Komponente
zerlegen. Da diese horizontale Komponente augenblicklich durch die sich bewegenden Ladungstrager
ausgleichen wird, kann sie nicht existieren. Dieser Effekt tritt ausschliefflich bei elektrisch leitenden
Materialien auf, in nicht leitenden Materialien (sogenannten Isolatoren) gibt es keine beweglichen
Ladungstrager, welche die horizontale Komponente ausgleichen kénnen.

\ /
E\-\' / .
\
A
N\
N =
/ AN

Abbildung 1.13: Durch die Eliminierung der horizontalen Komponente E, des elektrischen Feldes
bleibt ausschliefflich die vertikale Komponente E bestehen, welche senkrecht auf der Leiteroberfliche
steht.

1.4.3 Beispiele elektrischer Felder

Das einfachste elektrische Feld ist das Homogenfeld. In diesem Feld sind sowohl der Betrag als
auch die Richtung der elektrischen Feldstarke E an jedem Punkt konstant. Eine sich in diesem Feld
befindliche Probeladung erfihrt also an jeder Stelle die gleiche Kraftwirkung. Erzeugen lésst sich ein
solches Feld wie in Abbildung 1.14 dargestellt beispielsweise zwischen zwei parallelen Metallplatten,
welche mit unterschiedlichen Ladungen @ aufgeladen sind. Die Feldlinien verlaufen grundsétzlich von
der positiv aufgeladenen zur negativ aufgeladenen Metallplatte. Haufig wird die Dichte, in der die
Feldlinien eingezeichnet sind, als Maf fiir die Stérke des elektrischen Feldes verwendet. Je dichter die
Feldlinien eingezeichnet sind, desto stirker ist das elektrische Feld an dieser Stelle.

Abbildung 1.14: Ein elektrisches Homogenfeld zwischen zwei unterschiedlich geladenen Metallplatten

Das elektrische Feld einer Punktladung wird auch als Radialfeld (siche Abbildung 1.15) bezeichnet.
Unter der idealisierten Annahme, dass sich unendlich weit entfert eine Hiille mit entgegengesetzter
Ladung befindet, breiten sich die Feldlinien geradelinig aus. In ihrer symmetrischen Anordnung zeigen
sie bei positiven Punktladungen in Richtung der negativen Hiille, bei negativen Punktladungen in
Richtung der Punktladung.
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Abbildung 1.15: Radiales elektrische Feld einer positiven Punktladung.

Die elektrische Feldstiirke E ist direkt proportional zur Ladung @, verringert sich jedoch mit zuneh-
mendem Abstand r von ihr quadratisch. Errechnet werden kann ihr Betrag iiber:

1
_ Qe (1.4)
4meq 2
Die mit zunehmendem Abstand r von der Punktladung schwicher werdende elektrische Feldstéirke
zeigt sich neben dem mathematischen Zusammenhang auch in dem gréfler werdenden Abstand zwi-
schen den Feldlinien.

Kompliziertere elektrische Felder ergeben sich schon beim Hinzufiigen einer zweiten Punktladung. Im
Fall von zwei betragsgleichen Ladungen unterschiedlichen Vorzeichens (Abbildung 1.16) ergibt sich
zwischen den Ladungen ein nahezu gleichméfliges Feld, wiahrend es weiter aulen bedeutend schwécher
wird.
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Abbildung 1.16: Das elektrische Feld von zwei betragsgleichen Ladungen unterschiedlichen Vorzei-
chens

Der Fall mit zwei identischen Punktladungen zeigt wie in Abbildung 1.17 eine Besonderheit des
elektrischen Feldes. Wahrend sich die Feldlinien im Rest des Raumes erwartbar von den positiven
Ladungen wegzeigen, gibt es zwischen den Punktladungen einen freien Raum ohne Feldlinien. Dies
liegt daran, dass sich die entgegengesetzten Feldlinien in diesem Zwischenraum gegenseitig kompen-
sieren. Im Punkt zwischen beiden Ladungen liegt keine elektrische Feldstéirke vor, auf der Ebene
zwischen den Ladungen neutralisieren sich die jeweiligen horizontalen Kompenenten, und es liegt
lediglich ein elektrisches Feld in der jeweiligen vertikalen Richtung vor.
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Abbildung 1.17: Das elektrische Feld von zwei betragsgleichen Ladungen gleichen Vorzeichens
1.5 Das elektrische Potential

Lernziele: Das elektrische Potential ~

Die Studierenden konnen

e Verschiebearbeit von Ladungen im elektrischen Feld berechnen
o Aquipotentialfliichen bestimmen und einzeichnen

e clektrische Spannungen aus gegebenen Feldgréfien bestimmen

1.5.1 Arbeit im elektrischen Feld

Befindet sich eine Ladung innerhalb eines elektrischen Feldes, so wird eine Kraft auf sie ausgeiibt.
Wird die Ladung nun innerhalb des Feldes bewegt, muss eine Arbeit verrichtet werden. Analog ist
hier das Gravitationsfeld zu sehen, bei dem eine Arbeit verrichtet werden muss, wenn eine Masse
angehoben wird, also die potentielle Energie des Objektes erhoht wird. Dieser Abschnitt ist als kurzer
Vorgriff auf Modul 2 Energie und Leistung zu sehen, in welchem die elektrische Arbeit genau definiert
wird.

Das Vorzeichen einer verrichteten Arbeit ist abhéingig davon, ob die Arbeit auf das betrachtete System
(hier: Potentielle Energie der Probeladung @ im elektrischen Feld E) oder auf den Erzeuger dieser
Arbei bezogen wird. In diesem Skript wird sich auf den Erzeuger bezogen. Muss dieser eine Arbeit
verrichten, um die potentielle Energie des Systems zu erhthen, ist die verrichtete Arbeit als negativ
anzusehen. Wird eine Arbeit vom System freigesetzt, sprich die potentielle Energie der Prodeladung
sinkt, ist die Arbeit positiv.

Physikalisch gesehen ist die Arbeit das Produkt aus der Kraft, die benétigt wird, um die Ladung
zu bewegen, multipliziert mit der zuriickgelegten Wegstrecke. Mit der Erkenntnis aus Kapitel 4.1,
dass die elektrische Feldstirke der Quotient aus der Kraft auf eine Ladung pro Ladung ist (siehe
Gleichung 1.2), ldsst sich die zum Bewegen der Ladung benétigte Arbeit ermitteln.

Nachfolgend soll berechnet werden, welche Arbeit W bei der positiven Probeladung @) aus Abbil-
dung 1.18 freigesetzt wird, wenn sie sich entlang der Feldlinien in Richtung der negativ geladenen
Leiterplatte bewegt.

Die Verlauf der elektrischen Feldstérke sowie Richtung von E gegeniiber dem Weg z ldsst sich wie in
Abbildung 1.19 gezeigt darstellen.
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Abbildung 1.18: Probeladung @ in einem elektrischen Homogenfeld E

y N

E(x)

v

Abbildung 1.19: Feldstéirke E(z) im betrachteten Aufbau aus Abbildung 1.18

0
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Da die Richtung des elektrischen Feldes E der Raumrichtung = entgegengesetzt ist, fithrt ein Elimi-
nieren der Vektorpfeile zu einem negativen Vorzeichen vor dem Integral. Durch Einsetzen der Kraft
F in Gleichung 1.2 ergibt sich:

0

W=—Q/de

d

Losen des Integrals und Einsetzen der Integrationsgrenzen ergibt:

W=-Q-Efz]yj=-Q E(0—d)

W=Q-E-d

Die Differenz der zu- oder abgefiihrten Arbeit einer Ladung im elektrischen Feld betréigt also:

AW =Q E-Az (1.5)

Beispiel 1.1

Fiir die in Abbildung 1.18 dargestellte Probeladung soll erreichnet werden, wie viel Energie
auf ihrem Weg vom Startpunkt zur negativen Platte freigesetzt wird.
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Die Probeladung betrage @ = 1uC, der Abstand zur Platte betrage 0,1 m und das elektrische
Feld sei E =200 V/m.
Die Arbeit W berechnet sich dann zu

W=Q-E-d=1-10"°C-200V/m-0,lm =2-10"°J

Analog zu einem Objekt im Gravitationsfeld fiithrt das elektrische Feld einer Ladung Energie zu.
Dadurch wird diese beschleunigt, und die potentielle Energie wird in kinetische Energie umgewandelt.

Es ist unmittelbar einsichtig, dass der Betrag der im elektrischen Feld gespeicherten und nutzbaren
potentiellen Energie der Probeladung @ vom Ort « der Probeladung linear abhiingig ist (siehe Abbil-
dung 1.20). Verfiigt die Probeladung bereits im Vorfeld iiber eine kinetische Energie, oder geht das
elektrische Feld iiber den betrachteten Abschnitt hinaus, lésst sich die Gleichung um den zusétzlichen
Term Wy erweitern:

W(x)=Q- -E-z+ W, (1.6)

v

Abbildung 1.20: Linearer Zusammenhang zwischen dem Ort z und der potentiellen Energie W (x)
der Probeladung.

Der Ubergang zwischen der im elektrischen Feld gespeicherten potentiellen Energie in die kinetische
Energie der Probeladung kann iiber das Schaubild in Abbildung 1.21 dargestellt werden.

/ Potentielle

Energie
Kinetische
Energie
Probeladung Elektrisches Feld

Abbildung 1.21: Ubergang von potentieller Energie im elektrischen Feld zu potentieller Energie in
der Probeladung

Zur allgemeinen Beschreibung muss die technisch nutzbare Feldenergie unabhéngig von der Probe-
ladung @ sein. Dazu wird die potentielle Energie auf ein Arbeitspotential normiert.
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1.5.2 Definition des elektrischen Potentials

Die potentielle Energie normiert auf die betrachtete Ladung Q ist das elektrische Potential ¢ des
elektrischen Feldes. Dieses ist fiir jeden Punkt im Raum unabhéingig von weiteren Einflussfaktoren
direkt bestimmbar. Das Potentialfeld ist im Gegensatz zum elektrischen Feld ein Skalarfeld. Das
bedeutet, dass jedem Punkt im Raum unabhéngig von weiteren Einflussfaktoren ein eindeutiges
elektrisches Potential zugeordnet werden kann, jedoch keine Richtung dieser Grofe im Raum vorliegt.

¥ = 5 (1~7)

[¢] =V (Volt)

Abbildung 1.22 zeigt ein elektrisches Homogenfeld, in welches die Potentiallinie eingezeichnet ist, auf
welcher sich die Ladung @ gerade befindet. Mit zunehmender Entfernung von der positiven Platte in
z-Richtung steigt das Potential an, und kann wie folgt berechnet werden:

p(z) =E-z+ o (1.8)

Abbildung 1.22: Elektrisches Homogenfeld mit eingezeichneter Potentiallinie o (z)

Die Steigung des Potentials ist durch die elektrische Feldstérke E bestimmt. Das elektrische Potential
o und die elektrische Feldstérke hingen durch den negativen Gradienten des Potentials zusammen.
Dieser Zusammenhang wird in Abbildung 1.23 verdeutlicht.

7 N

v

Abbildung 1.23: Zusammenhang zwischen dem elektrischen Potential ¢ und der elektrischen
Feldstéirke E im Homogenfeld

Die Beziehung kann im Homogenfeld durch die folgende Gleichung ausgedriickt werden:

Ap

E=—
Az

(1.9)
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In inhomogenen, dreidimensionalen Feldern gilt die allgemeine Gleichung, bei der der Gradient von
© in jede Raumrichtung errechnet wird:

E = —grad p(x,y,2) = (&p 9¢ 830) (1.10)

ox’ 9y’ Oz
Um das elektrische Potential an einem Punkt vollstindig zu beschreiben, muss wie in Gleichung
1.8 aufgefiihrt als notwendige Randbedingung ein Bezugspotential ¢y gewéhlt werden, welches ein-
deutig definiert ist. Prinzipiell ist dieses Potential beliebig wéhlbar, in der Regel wird jedoch eine
Bezugselektrode gewihlt, fiir die das Potential gleich null gesetzt wird. Im Fall des in Abbildung 1.22
gezeigten Aufbaus wire dies:

1.5.3 Zusammenhang zwischen Arbeit und Potential

Im homogenen elektrischen Feld ist das Potential ¢ wie Formel 1.8 zeigt ausschlieffilich von der
Entfernung x zur Bezugselektrode abhéingig. Dies bedeutet, dass alle Flichen, die senkrecht zum Feld
stehen, ein konstantes Potential haben. Solche Flichen werden als Aquipotentialflichen bezeichnet,
wie sie in Abbildung 1.24 mit Hilfe der griinen Linien dargestellt sind. Es muss keine Arbeit verrichtet
werden, um eine Ladung entlang einer solchen Fliache zu bewegen.

Abbildung 1.2{1} Elektrisches Homogenfeld, in dem sich eine Probeladung ) von der Aquipotentiallinie
©(z1) auf die Aquipotentiallinie p(z2) bewegt

Die potentielle Energie W15 einer Probeladung @, die durch das elektrische Feld von einem Punkt x
nach x5 bewegt wird, kann durch die Potentialdifferenz zwischen diesen Punkten beschrieben werden.
Die Reihenfolge der Indizes der Arbeit W12 beschreibt dabei die Bewegungsrichtung.

Wird eine Probeladung wie in Abbildung 1.24 gezeigt von der Aquipotentialfliche ©(x1) nach p(x2)
bewegt, nimmt sie dabei die folgende Energie auf:

Wiz =@Q- (901 *<,02)

o(r1)
©(2) R
T2 x1 d ac'

Abbildung 1.25: Darstellung des Potentialverlaufs ¢(x) innerhalb des elektrischen Homogenfeldes
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Bei der in Abbildung 1.25 getroffenen Wahl der Bezugsfliiche von @9 = 0 ergibt sich fiir die zugefiihrte
Arbeit das Ergebnis:

Wiz=Q (p1—0)=Q-¢1

Mit Hilfe des nachfolgenden Gedankenexperimentes lisst sich eine weitere zentrale Eigenschaft des
elektrischen Feldes aufzeigen.

Wie in Abbildung 1.26 gezeigt wird eine Probeladung () in einem Homogenfeld zwischen den Punkten
1-4 in einem geschlossenem Umlauf bewegt. Die bei diesem Vorgang zu verrichtenden Teilenergien
werden betrachtet. So wird bei einer Bewegung vom Punkt 1 zu Punkt 2 eine Arbeit von Wiy =
Q - (p1 — p2) verrichtet, und von Punkt 4 zu Punkt 1 die Energie Wy = Q - (¢4 — ¢1)-

o5
Q

B P S — "‘_"J_x

Abbildung 1.26: Darstellung des Potentialverlaufs ¢(x) innerhalb des elektrischen Homogenfeldes

Die fiir einen gesamten Umlauf bendtigte Energie ergibt sich durch die Aufsummierung der vier
Teilenergien:

Wees = Q- (01 —02) + Q- (02 — v3) + Q- (03 — 1) + Q - (01 — 1)

Da die Ladung @ in allen Termen identisch ist, ergibt sich durch das Ausklammern von Q:

Wees = Q - (01 — 02+ 02 — @3 + @03 — 01+ s — 1)

— Wees =Q-0=0

Fiir einen geschlossenen Umlauf einer Probeladung im Homogenfeld ist also keine Energie erforderlich,
da sie ausschliefilich vom Anfangs- und Endpunkt der Bewegung, nicht jedoch vom gewahlten Weg
abhéngig ist.

Folglich wird beim elektrischen Feld auch von einem wirbelfreien Quellenfeld gesprochen. Dies
bedeutet, dass die Feldlinien keine geschlossenen Linien bilden, sondern jeweils einen Anfang (auf
positiven Ladungen) und einen Endpunkt (auf negativen Ladungen) haben.

Diese Betrachtung gilt nicht nur fiir das Homogenfeld, sondern trifft auf jedes elektrostatische Feld
Zu.

Beispiel 1.2: Arbeit im Radialfeld

In folgendem Beispiel soll die Probeladung ()7 vom Abstand r; auf den Abstand ro an die
Feste Ladung Q herangefiihrt werden.
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@

T2 T1

v

Q betrage 1 C, Q1 1 mC. Welche Arbeit ist erforderlich, wenn r; = 1 m und r, = 50 cm
seien?

T2
Wiy = Q1/E~df
1

T2

Wip = Q1/ (47r§0r2) dr

T

T2

_ Q [1
Wiz =G dmeg ) 12 dr

Die Stammfunktion von T% betrigt —%.

wobei =21 dem Potential (r) entspricht.

dmeg T

Wiz = Q1 - (p(r1) — (12))

FEinsetzen der gegebenen Werte:

Wip =(1-1072C) - LC < ! L)

4d7eg 1m 0,5m

Wia = —8,98755 x 10%J

Folglich miissen etwa 8,99 Megajoule aufgewendet werden, um die Ladung )1 zu verschieben.

1.5.4 Definition der elektrischen Spannung

Die aus dem elektrischen Feld fiir einen technischen Prozess nutzbare Energie ist durch die Po-
tentialdifferenz zwischen Anfangs- und Endpunkt des Weges gegeben. Durch ihre fundamentale
Bedeutung in der Elektrotechnik wird sie mit einem Namen und Formelbuchstaben bedacht, und
wird als elektrische Spannung U bezeichnet:

U12 = Y1 — P2 (111)
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[U] =V (Volt)

Durch die Reihenfolge der Indizes wird - analog zur Potentialdifferenz - die Z#hlrichtung des Span-
nungspfeiles angegeben. In Abbildung 1.27 beschreibt die Spannung Uj5 also die Potentialdifferenz
zwischen den Potientialen ¢; und ¢s. Durch die Eigenschaften der Aquipotentialflichen ist es hier-
bei vollkommen unerheblich, von welchem Punkt von ¢ gestartet wird und welcher Punkt auf ¢q
das Ziel darstellt. Auch der Pfad, welcher zwischen den Punkten gewéhlt wird, ist fiir die Spannung
zwischen den Punkten unerheblich.

E

\ \/

Abbildung 1.27: Spannung U;» zwischen den beiden Aquipotentiallinien ¢; und ¢y

Der Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldstéirke und dem Potential ist bereits aus Gleichung
1.8 bekannt und wird (bei einem Bezugspotential von ¢ = 0) mit ¢(z) = E - © angegeben.

Eingesetzt in die Definition der Spannung (Gleichung 1.11) ergibt sich:
U=plz=d)—pz=0=E-d—FE-0

Die elektrische Spannung U kann in einem wie in Abbildung 1.28 dargestellten Homogenfeld wie folgt
berechnet werden, sofern die Wegstrecke d parallel zu den Feldlinien liegt:

E
U d

IE

Abbildung 1.28: Elektrische Spannung U im Homogenfeld

U=E-d (1.12)

Alternativ kann aus einer gegebenen Spannung U bei bekannter Wegstrecke d auch die elektrische
Feldstarke berechnet werden:

E= (1.13)

S

In Abbildung 1.29 ldsst sich erkennen, dass die Spannung nichts anderes als die {iber die Wegstrecke
d aufintegrierte Feldstérke F ist.

Wihrend dieses Integral im Homogenfeld durch eine Multiplikation von elektrischem Feld F und
Wegstrecke d ermittelt werden kann, ist dies bei inhomogenen Feldern nur durch das Losen des
Integrals moglich:
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Abbildung 1.29: Zusammenhang zwischen elektrischer Spannung U (z) und elektrischem Homogenfeld

2
Uy = /E-d§ (1.14)
1

Zu beachten ist hierbei, dass es sich bei dem Produkt E - d§ um Vektoren handelt. Zeigen sie in
die gleiche Richtung, diirfen die Vektorpfeile eliminiert werden, andernfalls muss das Skalarprodukt
verwendet werden:

E-d§=E-ds-cos(a)

ds

Abbildung 1.30: Skalarprodukt aus Feldstérke E und Wegstiick d§
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1.6 Die elektrische Stromstarke

Lernziele: Die Elektrische Stromstirke N

Die Studierenden konnen

o die Begriffe der elektrischen Stromstérke und der elektrischen Stromdichte erldutern und
anwenden

o die elektrische Stromstérke sowie die elektrische Stromdichte in einfachen Anordnungen
berechnen

e die Driftgeschwindigkeit von Elektronen in einfachen Anordnungen bestimmen

1.6.1 Das elektrische Stromungsfeld

Die vorherigen Kapitel beziehen sich ausschliellich auf ruhende Ladungstriger. Folglich wird dieser
Teilbereich der Elektrotechnik als Elektrostatik bezeichnet.

Auf molekularer Ebene bewegen sich die freien Elektronen in einem elektrischen Leiter sténdig in
zuféllige Richtungen. Im Mittel gleicht sich die Bewegung der einzelnen Elektronen jedoch aus. Liegt
an einem Leiter ein elektrisches Feld E an, so werden die frei beweglichen Elektronen in diesem in
Richtung der positiv geladenen Elektrode angezogen (siche Abbildung 1.31). Zusétzlich zur zufilligen,
ungerichteten Bewegung wird eine gerichtete Bewegungskomponente hinzugefiigt. Liegt eine
solche gerichtete Bewegung von Teilchen vor, wird von einem Stromungsfeld gesprochen.

"

Vel

Abbildung 1.31: Elektrischer Leiter mit eingepragter elektrischer Feldstérke E. Die Driftbewegung
der Elektronen v, verliuft in entgegengesetzter Richtung zur Feldstérke.

Neben Elektronen in Leitern kann ein elektrisches Stromungsfeld auch durch geladene Ionen in Gasen
oder Fliissigkeiten hervorgerufen werden.

Im Fall einer im zeitlichen Mittel konstanten Ladungstrigerbewegung, was im abgebildeten Leiter
durch ein konstantes elektrisches Feld erreicht wird, liegt ein stationéres elektrisches Stromungsfeld
vor.

1.6.2 Der elektrische Strom

Als elektrische Stromstirke I wird die gerichtete Bewegung (Driftbewegung) von elektrischen La-
dungstriagern bezeichnet. Die Richtung der elektrischen Stromstérke ist so definiert, dass sie vom
hoheren Potential (positiv geladene Elektrode) zum niedrigeren Potential verlduft. Damit verlduft
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sie in die gleiche Richtung wie die elektrische Feldstérke, jedoch in die zur Driftgeschwindigkeit der
Elektronen entgegengesetzen Richtung (siehe Abbildung 1.32).
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Abbildung 1.32: Elektrischer Leiter mit elektrischer Feldstérke E und resultierender elektrischer
Stromstéarke I.

Die Elektronen erreichen eine feldstéirkeabhéngige Driftgeschwindigkeit o). Zusammensttéfie mit den
Metallatomen aus der Gitterstruktur behindern die freie Bewegung der Elektronen, und wirken dieser
als eine Art Widerstand entgegen.

Ty = —bey - E (1.15)
R m
[Vel] = S

Der Proportionalitétsfaktor be; zwischen der Driftgeschwindigkeit U1 und der elektrischen Feldstérke
FE wird als Elektronenbeweglichkeit bezeichnet.

m?2

[bel] = ﬂ

Neben der Driftgeschwindigkeit o ist auch die Anzahl der Elektronen N, sowie deren Ladungsmenge
AQ zur Ermittlung der elektrischen Stromstéirke I relevant.

A As

N\ A*/i\\ /\.ﬁ /[

\

Va Vi

Abbildung 1.33: Illustration der Elektronenbewegung durch einen elektrischen Leiter

Die Ladungsmenge AQ entspricht
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AQ=¢e-Ng=e-nqg-Vi
wobei ng die Dichte der Ladungstriager im Volumen V; angibt.
Mit V; = As- A und As = v - At ergibt sich:

AQ =€ -Ng - Vel - AL+ A

Uber die Definition der Driftgeschwindigkeit (1.15) fithrt dies zu:

AQ:e-nel-bel-E-At~A,

woraus sich die Anderung der Ladungsmenge AQ pro Zeiteinheit At herleiten lisst:

A
chze-ne]-be]-E-A

1.6.3 Definition der elektrischen Stromstirke

Diese so ermittelte Ladungsénderung iiber die Zeit wird als elektrische Stromstérke I bezeichnet:

_AQ

I=
At

(1.16)

[I] = Ampere = A

Aus dieser Definition der Stromstéirke folgt, dass eine {iber einen Zeitraum aufaddierte elektrische
Stromstérke die in dieser Zeit transporte Ladungsmenge () ergibt:

Q= /i(t) dt (1.17)

Neben der gesamten elektrischen Stromstéirke I ist oft auch der auf den Leiterquerschnitt bezogene
Strom von Interesse. Zur Berechnung dieser Stromdichte J wird die Stromstérke Al durch ein
elementar kleines Flichenelement A A betrachtet:

AT

7= 2a

(1.18)

Ist die elektrische Stromstérke I {iber eine Fliche gleichméfig verteilt, ldsst sich dies vereinfachen:
J=— 1.19
. (119)

Da die Stromstérke I iiber den gesamten Leiter hinweg identisch bleibt, d&ndert sich bei einer Quer-
schnittsverkleinerung des Leiters auch die resultierende elektrische Stromdichte J (siehe Abbildung
1.34).

Hier gilt:

Ji-Ai=Jds- Ay =1
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Abbildung 1.34: Zusammenhang zwischen der Stromdichte J; bei Querschnitt A; und Jy bei A,

Beispiel 1.3 N

Durch eine Kupferleitung mit dem Querschnitt A = 1Imm? flieBt ein Strom von I = 8A. Ein
mm?> enthilt etwa 8,5 - 10'? Atome. Jeweils 1 Elektron pro Atom sei am Ladungstransport
beteiligt.

Mit welcher Driftgeschwindigkeit bewegen sich die Elektronen im Mittel durch die Leitung?

Vel = _bel B

Da sich die negativ geladenen Elektronen entgegen der Feldrichtung E (und somit auch ent-
gegen der technischen Stromrichtung I) bewegen, ist die Richtung der Driftgeschwindigkeit
ausreichend beschrieben, und es geniigt, den Betrag v, zu berechen.

mit dem Zusammenhang

I
I=c¢- bg-F-A—wF=—"—
€ Nel * Oel ¢ -no by A

ergibt sich:

I
Uel—%'e.nel.M.A

Einsetzen der Zahlenwerte:

8A

Yl = 1602-10-19 As - 8,5 - 1019 mm—3 - 1 mm?

a1 = 0,592
S

Die Elektronen bewegen sich im Mittel also mit 0,59 mm/s. Da sich innerhalb des Leiters die
elektrische Feldstirke jedoch mit Lichtgeschwindigkeit fortbewegt, setzen sich alle Elektronen
des Leiters praktisch gleichzeitig in Bewegen. Vergleichbar ist dies mit einem vollstdndig mit
Murmeln gefiillten Rohr. Im Moment des hereinschiebens einer weiteren Murmel féllt auf der
anderen Seite eine Murmel heraus, obwohl sich die einzelnen Murmeln nur langsam bewegen.
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Modul 2

Energie und Leistung

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden die Konzepte von Energie, elektrischer Arbeit, Leistung und Wirkungsgrad
behandelt. Es ist wichtig, zu Beginn eine klare Unterscheidung zwischen Energie und Arbeit zu treffen,
da diese beiden Grofien eng miteinander verbunden sind und sich sogar die selbe Einheit teilen, jedoch
unterschiedliche Dinge beschreiben.

Lernziele: Energie und Leistung

Die Studierenden

e konnen Energie, elektrische Arbeit, Leistung und Wirkungsgrad benennen.
e verstehen, wie Energie in elektrischen Systemen umgewandelt und genutzt wird.
e konnen die elektrische Arbeit, Leistung und den Wirkungsgrad berechnen.

e konnen die Effizienz von Energieumwandlungssystemen analysieren.

Am Beispiel eines Pumpspeicherkraftwerks (2.1) werden die unterschiedlichen Gréflen anschaulich
voneinander abgegrenzt. Ein Pumpspeicherkraftwerk dient dazu, elektrische Energie in potentielle
Energie umzuwandeln und umgekehrt. Sobald der elektrische Energiebedarf der Verbraucher geringer
ist als das verfiighare Angebot, pumpt die elektrische Maschine des Pumpspeicherkraftwerks Wasser
von einem niedrigeren auf ein hoheres Niveau. Bei diesem Prozess wird die elektrische Maschine als
(Pumpen)Motor betrieben. Dieser erzeugt iiber das magnetische Feld, welches durch einen elektri-
schen Strom in der Motorwicklung erzeugt wird, eine Drehbewegung, mit deren Hilfe das Wasser ins
Oberbecken gepumpt wird. Der elektrische Motor wandelt also elektrische Energie (den Stromfluss
durch die Motorwicklung) in mechanische Arbeit um (das Wasser wird in das Oberbecken gepumpt).
Sobald das Wasser im Oberbecken angekommen ist, hat es ein hoheres Potential als vorher im Un-
terbecken. Somit speichert das Wasser im Oberbecken potentielle Energie und zwar im Falle einer
verlustfreien Pumpe, die mit einem verlustfreien Elektromotor angetrieben wird, genauso viel wie im
elektrischen System als elektrische Energie zugefithrt wurde. Die Energie innerhalb eines geschlos-
senen Systems muss ndmlich gleich bleiben. In der Physik wird diese grundlegende Eigenschaft als
Energieerhaltung bezeichnet.
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Abbildung 2.1: Pumpspeicherkraftwerk. Der Aufbau bestehend aus einem Oberbecken, einem
Unterbecken, sowie Turbinen und einer elektrischen Maschine. Es dient der Speicherung von Energie
durch das Hochpumpen von Wasser und der Riickgewinnung durch die Abgabe von Wasserkraft zur
Stromerzeugung,.

Sobald die Nachfrage nach elektrischer Energie das Angebot iibersteigt, wird das Wasser aus dem
Oberbecken iiber eine Turbine abgelassen. Die Turbine wandelt also die vorher gespeicherte poten-
tielle Energie des Wassers im Oberbecken in mechanische Arbeit um. Diese Arbeit verrichtet in der
elektrischen Maschine eine Drehbewegung. Da die Maschine nun als Generator arbeitet, wandelt diese
die an ihr verrichtete mechanische Arbeit in elektrische Energie um. Bei diesem Prozess kann iiber
ein Schleusenventil im Oberbecken die Wassermenge, welche innerhalb einer gewissen Zeit durch die
Turbine flieit, reduziert werden. Somit wird weniger potentielle Energie in mechanische Arbeit und
somit elektrische Energie pro Zeit gewandelt. Die verrichtete Arbeit pro Zeit wird als Leistung be-
zeichnet. Die Leistung eines Systems gibt also an, wie viel Arbeit pro Zeit verrichtet werden kann. Sie
ist eine wichtige Kenngrofle elektrischer Systeme. Innerhalb der elektrischen Maschine wird ein Teil
der zugefithrten Energie im Leitungswiederstand in Warme umgewandelt, welche in die Umgebung
abgegeben wird. Ferner treten auch in den mechanischen Elementen (Pumpe, Turbine) sowie an den
Wiinden der Rohrleitungen Reibungsverluste auf, welche letztlich ebenfalls als Wirme in die Umge-
bung abgegeben werden. Folglich ist die Menge an elektrischer Energie, die dem System zugefiihrt
wird immer gréfer als die Menge an elektrischer Energie, die dem System entnommen werden kann.
Das Verhéltnis der entnommenen zur zugefiihrten Energie wird als Wirkungsgrad beschrieben.

Im Folgenden werden die Begriffe der Energie, Leistung, elektrischer Arbeit und Wirkungsgrad de-
tailierter erlautert. Fiir das Verstédndnis werden hier die Grundlagen aus dem vorherigen Kapitel zu
Ladung, elektrischem Potential und elektrischer Stromstérke vorausgesetzt.

Energie kann gespeichert werden, Arbeit wird verrichtet.
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2.2 Die Energie

Die gespeicherte Arbeitsleistung wird nach aufgewendeter Arbeit als Energie bezeichnet. Wenn bei-
spielsweise ein Objekt erwarmt wird, liegt diese gespeicherte Wérme als thermische Energie vor.
Bei der Abgabe der Energie an die Umwelt wird nun wieder Arbeit verrichtet. Energie ist also die
F#higkeit eines Objektes, Arbeit zu verrichten. Sie ist, wie oben beschrieben, eine Erhaltungsgrofe,
was bedeutet, dass Energie weder erschaffen noch zerstort werden kann. Dieses Kapitel beschiftigt
sich eingehend mit den Konzepten der Energieerhaltung, der Vorstellung verschiedener Energieformen
und Methoden ihrer Speicherung.

2.2.1 Der Energieerhaltungssatz

Der Energieerhaltungssatz besagt, dass die Gesamtmenge der Energie in einem abgeschlossenen Sys-
tem konstant bleibt, auch wenn Energie zwischen verschiedenen Formen umgewandelt werden kann.
Das bedeutet, dass Energie weder erschaffen noch zerstért werden kann, sondern nur von einer Form
in eine andere {ibergehen kann.

Abbildung 2.2: Energieerhaltungssatz. Die potentielle Energie des Balls wird in kinetische Energie
umgewandelt, wihrend der Gesamtenergiegehalt konstant bleibt.

Ein anschauliches Beispiel: Wenn ein Ball von einer Hohe fallen gelassen wird, wird seine potenzielle
Energie (die Energie, die er aufgrund seiner Position hat) in kinetische Energie (die Energie der
Bewegung) umgewandelt, withrend er fillt. Am Boden angelangt, kann ein Teil dieser kinetischen
Energie in andere Energieformen wie Warme oder Schall umgewandelt werden, aber die Summe all
dieser Energieformen bleibt gleich der urspriinglichen potenziellen Energie des Balls. Dies stellt dar,
wie Energie erhalten bleibt, auch wenn sie ihre Form &ndert.

Energie ist eine Erhaltungsgrofie.
Energie kann weder erzeugt noch vernichtet werden.
Energie kann lediglich die Energieform &ndern.

E=F-s
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Lernziele: Die Elektrische Ladung

Die Studierenden konnen

e die Eigenschaften elektrischer Ladungen sowie im Zusammenhang stehende physikalische
Phénomene beschreiben

e clektrische Felder beschreiben und fiir einfache Ladungsanordnungen berechnen

e mit dem Coulomb “schen Gesetz Krifte auf Ladungen berechnen

2.2.2 Die verschiedenen Energieformen

In der Physik beschreibt Energie die Fihigkeit, Arbeit zu verrichten, und tritt in verschiedenen
Formen auf, die jeweils spezifische Eigenschaften und Anwendungen haben.

Kinetische Energie wird durch die Bewegung eines Objekts bestimmt. Die Energie hingt von
der Masse und der Geschwindigkeit des Objekts ab und ist wichtig in der Mechanik. Potenzielle
Energie bezieht sich auf die Position eines Objekts in einem Kraftfeld, wie z.B. dem Gravitations-
feld der Erde. Ein hochgehobener Ball verwandelt seine potenzielle Energie in kinetische, wenn er
fallt. Thermische Energie, oder Warme, ist die Energie, die aus der Bewegung der Teilchen eines
Objekts resultiert. Sie ist in Warmekraftmaschinen und anderen thermodynamischen Prozessen von
entscheidender Bedeutung. Elektrische Energie entsteht durch die Bewegung von Elektronen in
einem elektrischen Feld und ist fundamental fiir den Betrieb technologischer Gerédte. Chemische
Energie ist in den Bindungen von Molekiilen gespeichert und wird bei chemischen Reaktionen frei-
gesetzt. Sie wird zur Bereitstellung von nutzbarer Energie und in der Medizin genutzt. Kernenergie
entsteht durch Verinderungen im Atomkern, zum Beispiel durch Kernspaltung oder -fusion. Sie wird
zur Bereitstellung von nutzbarer Energie und in der Medizin genutzt.

Merke: Die Energieformen auf einen Blick

¢ Kinetische Energie (Bewegungsenergie)

e Potenzielle Energie (Lageenergie)

e Thermische Energie (Wérmeenergie)

e Elektrische Energie

e Chemische Energie

e Kernenergie

e Strahlungsenergie
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2.2.3 Die elektrische Energie

Die Energie ist das Potential Arbeit leisten zu koénnen, also beispielsweise eine bestimmte Zeit lang
Ladungstriager zu beschleunigen. Eine Energiequelle kann nur so viel Energie abgeben, wie ihr zuvor
zugefiihrt worden ist. Dies entspricht der Zeit, in der eine Arbeit geleistet wurde, also ein Energieaus-
tausch stattgefunden hat. Da es keine Energie ohne zuvor aufgebrachte Arbeit geben kann und keine
Arbeit verrichtet werden kann, wenn keine Energie zur Verfiigung steht, ist die Kausalitit komplex
und wechselseitig abhéngig. Aus dem Grund wird im Folgenden von einer vorhandenen Energiequelle
ausgegangen, welche dann eine Arbeit verrichten kann.

Die Energie E wird im allgemeinen iiber die aufintegrierte Strecke zwischen zwei Punkten P; und P;
iiber eine Kraft F' definiert.

Py
E:/ﬁ-dg [E] =1 Joule =1J =1 Nm (2.1)
Py

Eine elektrische Kraft F., liegt vor, wenn eine Ladung @ einem elektrischen Feld E ausgesetzt ist.
Aus der Multiplikation beider Groflen ergibt sich der folgende Ausdruck:

Fu=Q-E (2.2)

Eingesetzt in die Formel 2.1 ergibt die Integration tiber die elektrische Feldstéirke E die elektrische
Energie F,. Da die Ladungsmenge @ nicht von der Strecke abhéingig ist, kann diese vor das Integral
gezogen werden.

Py
Eele-/E~d§ (2.3)
Py

Aus Modul 1 ist bekannt, dass das Integral tiber ein elektrisches Feld bei konstanten Bedingungen
die Spannung U ist. Eingesetzt ergibt dies die folgende vereinfachte Darstellung.
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[Eq]=1Joule=1J=1Ws

2.2.4 Elektrische Energiespeicher

Elektrische Energiespeicher zeichnen sich dadurch aus, dass sie die Energie in elektrischen bzw. ma-
gnetischen Feldern speichern. Die grundlegenden Speicher dieser Art sind Kondensatoren und Spulen.
Die Vorteile dieser Energiespeicher sind schnelle Energieabgaben und eine hohe Effizienz. In der Pra-
xis haben sie jedoch eine begrenzte Speicherkapazitit und verursachen hohe Kosten. Kondensatoren
konnen viele Ladezyklen durchlaufen, haben jedoch eine niedrige Energiedichte. Um die Energie in
einer Spule zu speichern, muss durchgehend Strom durch diese flielen, was technisch herausfordernd
und nur in Spezialfillen moglich ist.
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Abbildung 2.3: Elektrische Energiespeicher. Idealer Plattenkokondensator (links) speichert die
Energie im elektrischen Feld sowie ideale Spule (rechts) speichert die Energie im magnetischen Feld.

In Abbildung 2.3 sind die beiden grundlegenden elektrischen Energiespeicher dargestellt. Dabei wird
links die Energie in einem elektrischen Feld gespeichert. Dies geschieht, indem eine Ladungsmenge
mit unterschiedlichen Vorzeichen auf den Kondensatorplatten vorliegen. Auf der rechten Seite ist
eine Spule dargestellt, welche nach der Lenzschen Regel aufgrund eines Stromflusses ein Magnetfeld
erzeugt. Die Themen Spule und Kondensator werden ausfiihrlicher in Modul 3 behandelt. Da zur
Aufrechterhaltung des Magnetfeldes ein Stromfluss bendtigt wird, stellt eine Spule keinen Speicher
da, in dem elektrische Energie auflerhalb eines stromdurchflossenen Stromkreises gespeichert werden
kann. Ein Kondensator kann hingegen auch ohne angeschlossenen Stromkreis {iber lange Zeit elektri-
sche Energie speichern. So kann ein Kondensator auch lange nach dem Ausschalten einer elektrischen
Schaltung noch Energie abgeben. Zum Beispiel kann so die Riickleuchte eines Fahrrads auch bei ste-
hendem Dynamo an einer roten Ampel weiter mit elektrischer Energie versorgt werden. Ungewiinscht
ist dieser Effekt zum Beispiel in Schaltungen mit hoheren Spannungen, da die in den Kondensatoren
vorhandene elektrische Energie ohne entsprechende Schutzschaltungen auch nach dem Ausschalten
der Systeme zu einer Gefdhrdung von Personen beitragen kann.

Fiir mittelfristige Speicherungen grofierer Energiemengen wird daher oft auf Batterien zuriickgegriffen
(sieche Abbildung 2.4). Batterien speichern Energie chemisch, kénnen grofiere Mengen iiber lingere
Zeitraume speichern und sind vielseitig einsetzbar, was sie ideal fiir die Energieversorgung in mobilen
Anwendungen macht.
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Elektrolyt
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Abbildung 2.4: Chemischer Energiespeicher. Einfacher aufbau einer Batterie.

Batterien sind zwar vielseitig, haben aber auch einige Nachteile: Sie sind oft teuer in Anschaffung
und Wartung, besitzen eine begrenzte Lebensdauer, und ihre Herstellung sowie Entsorgung kénnen
aufgrund der verwendeten Rohstoffe erhebliche Umweltbelastungen verursachen.

2.3 Die Arbeit

In diesem Kapitel wird zur Unterscheidung zwischen Arbeit und Energie das Symbol E fiir Energie
(ohne Vektorpfeil) und W fiir Arbeit (vom englischen Wort ”work”) verwendet. Obwohl das Formel-
zeichen W umgangssprachlich hiufig sowohl fiir Arbeit als auch fiir Energie benutzt wird, ist Arbeit
im Wesentlichen eine Verdnderung der Energie. Beide Groflen, Arbeit und Energie, werden in der
Einheit Joule (J) gemessen. Wie im Abschnitt iiber die Energieerhaltung beschrieben, besagt der
Energieerhaltungssatz, dass Energie weder erzeugt noch vernichtet werden kann. Sie dndert lediglich
ihre Form. Diesen Zusammenhang beschreibt die folgende Formel:

W=AE [W]=1Joule=1J=1Nm (2.5)

Diese Anderung der Energiemenge kann durch verschiedene physikalische Aktionen hervorgerufen
werden, einschliefllich der Verschiebung eines Objekts in einem Kraftfeld. Um diese Konzepte weiter
zu veranschaulichen, ist im Folgenden die allgemeine Formel 2.6 fiir die Arbeit dargestellt:

Py
W:_/ﬁ.dg (2.6)

Py

Die Gleichung berechnet Arbeit durch Integration der Kraft entlang eines Weges, wobei die Kraftaus-
richtung zur Bewegungsrichtung des Objekts entscheidend ist. Ein Vorzeichenwechsel in der Formel
deutet darauf hin, dass Energie aus einem Energiespeicher fiir Arbeit verwendet wird. Dieses Vor-
zeichen ist kontextabhingig und dndert sich je nach Perspektive. Wird Energie entnommen, gilt die
Arbeit als negativ, da sie von der gespeicherten Gesamtenergie abgezogen wird, was eine Verringerung
der Systemenergie signalisiert.

Das Vorzeichen der Arbeit ist kontextabhingig: Die Arbeit ist positiv, wenn Energie einem
System hinzugefiigt wird und negativ, wenn Energie einem System entnommen wird.
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2.3.1 Die elektrische Arbeit

In der Elektrostatik sind die Krifte F., die zwischen Ladungstriagern @ und elektrischen Feldern
E wirken, zentral. Diese Kréfte entstehen, wenn elektrische Felder auf Ladungstrager wirken. Das
elektrische Feld E wird als Kraft pro Ladung definiert und beschreibt, wie grof3 die Kraft F, im
Verhéltnis zur eingebrachten Ladung @) ist.

E:a1 = F,=Q-E (2.7)

Wenn nun die Formel fiir die elektrische Kraft ﬁel in die Formel 2.6 fiir die allgemeine Arbeit eingesetzt
wird, ergibt das die elektrische Arbeit We,. Da sich die Ladung @ iiber die Strecke s nicht veréndert,
kann diese vor das Integral gezogen werden. Da das elektrische Feld E ein Vektor ist und somit einen
Betrag und eine Richtung hat, ist das Produkt aus E und d5'in jedem Fall von der gewéhlten Strecke
s abhingig. Daher muss iiber das Produkt E und d3 ein Linienintegral gebildet werden.

Py Py
Welz/—Q-E-dé’ = Welz—Q/E-d§ (2.8)
P1 Pl

Aus Modul 1 ist bekannt, dass das Integral iiber E - d5 im konstanten Fall die Spannung U ergibt.
Fiir eine verbraucherunabhingige Darstellung wird in der folgenden Formel das negative Vorzeichen
weggelassen, sowie flir den konstanten Fall durch Einsetzen der Spannung U vereinfacht dargestellt.

P>
WQI:Q/E.dg = Wa=Q-U (2.9)

Py

Da fiir einen elektrischen Energietransport eine elektrische Stromstérke notwendig ist, kann nun
der aus Modul 1 bekannte Zusammenhang zwischen elektrischer Stromstérke I und der Ladung @
verwendet und umgestellt werden, um die Ladung @ in der Formel 2.9 auszutauschen. Ein konstanter
Stromfluss I ergibt sich aus einer gleichméfligen Bewegung der Ladungstriger @ iiber die Zeit t. In
diesem Fall kann auf den Differentialoperator (d) verzichtet werden. Durch Umstellung nach @ ergibt
sich folgende Formel:

_de

I=
dt

Q=1I-t (2.10)

Eingesetzt ergibt dies nun folgenden Ausdruck, welcher verdeutlicht, dass das Verrichten oder Auf-
bringen von Arbeit einen Stromfluss voraussetzt.

Wa=U-T-t Wa]=1Joule=1J=1Ws (2.11)

o Fiir das Verrichten einer Arbeit wird immer eine Zeitdauer benétigt.
e Ein Momentanzustand ist immer der Ist-Zustand der Energieverteilung.

e Das Verrichten elektrischer Arbeit bedarf immer eines Stromflusses.
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2.3.2 Wegintegral der elektrischen Arbeit

Die Bewegung einer Ladung im elektrischen Feld ist lediglich abhéngig von der Positionsdnderung
entlang der elektrischen Feldlinien. Abhéingig von der Bewegungsrichtung entlang oder entgegen
der Feldlinien ergibt das entsprechende Vorzeichen. Bewegungen entlang einer Aquipotentialfliche
(Flache mit identischem elektrischen Potential) haben keinen Einfluss auf die elektrische Arbeit. In
Abbildung 2.5 sind die Punkte P; und P, auf je unterschiedlichen Potentialen dargestellt, welche
jeweils durch zwei unterschiedliche Strecken s; und s, verbunden sind.
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Abbildung 2.5: Bewegung einer Punktladung. Zeigt die Bewegung einer Punktladung entlang
zwel Strecken. Die Arbeit die verrichtet wird entlang einer geschlossenen Strecke in einem statischen
elektrischen Feld ist Null.

Die Betriage zweier dquidistanter Positionséinderungen in entgegengesetzen Richtungen entlang der
elektrischen Feldlinien sind identisch. Diese Eigenschaften fithren dazu, dass die Positionsdnderung
einer Ladung ) von einem Punkt P; zu einem Punkt P, betragsméfig gleich einer beliebig anderen
Strecke von P, zu P; entspricht.

\Wel\:—Q-/E-d§ - —Q-/E~d§‘ (2.12)
S1 S2

Dieses Verhalten spiegelt wider, dass die Arbeit gleich grof§ ist, jedoch in einem Fall Arbeit aufge-
wendet und im anderen Fall Arbeit verrichtet wird. Dies fithrt zu entgegengesetzten Vorzeichen, was
dazu fiihrt, dass sich die Summe beider Arbeiten aufhebt. Mathematisch kann dies auch so ausge-
driickt werden, dass das Ringintegral entlang einer beliebigen Kontur zuriick zum Ausgangspunkt
Null ergibt. Da sich die Ladung @ auflerhalb des Umlaufintegral befindet, ist das Ergebnis somit
unabhéngig von der Ladungsmenge.

Wel:—Q-/E~d§—Q-/E-d§:—Q-¢E~d§‘20—>ygﬁ-ds*zo (2.13)
S1 S92 S S

Das Ergebnis des Ringintegrals verdeutlicht ein fundamentales Prinzip der Physik: In einem stati-
schen Feld ist die iiber einen geschlossenen Weg verrichtete Arbeit immer Null. Dies bestétigt die
Wegunabhingigkeit der Arbeit in diesen Feldern und zeigt, dass die verrichtete Arbeit ausschlie3-
lich von den Anfangs- und Endpunkten abhingt und nicht vom spezifischen Weg zwischen diesen
Punkten.
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Das Ringintegral einer Ladung in einem statischen elektrischen Feld ist unabhéngig von der
Ladungsmenge immer gleich Null.

2.4 Die Leistung

Die Leistung gibt an, wie schnell Arbeit verrichtet oder Energie {ibertragen wird. Sie wird definiert als
eine Menge an Energie, die pro Zeiteinheit umgesetzt wird. Die SI-Einheit der Leistung ist das Watt
(W), wobei ein Watt einem Joule pro Sekunde entspricht. Anders gesagt ist die zuvor beschriebene
Arbeit das Integral der Leistung iiber die Zeit.

W= /P-dt (2.14)

Durch Umstellung der Formel ergibt sich, dass die Leistung P die Anderung der Arbeit iiber die Zeit
ist.

dw
P=— 2.1
" (2.15)

2.4.1 Die elektrische Leistung

Im Fall der elektrischen Leistung ergibt sich bei gleichbleibender Arbeit iiber die Zeit nach Einsetzen
der elektrischen Arbeit Wy aus Formel 2.11 der folgende Ausdruck:

Wa U-I-#+
t

P =

U-T  [Pl=1Watt=1W (2.16)

2.4.2 Die verschiedenen Leistungsarten

Neben der elektrischen Leistung gibt es noch weitere Leistungsgrofen, welche sich aus den verschie-
denen Energieformen ergeben. Ergénzend zu den in Abschnitt 2.2.2 erérterten Energieformen, sind
in der folgenden Tabelle die entsprechenden Leistungen aufgelistet. Dabei wird jeweils die Potential-
grofle mit der Flussgrofie multipliziert. Die Tabelle gilt nur fiir Gleichspannung.

Arten Potentialgrifie Flussgrofle Formel
elektrisch Spannung (U) Strom (1) Py=U-1
translatorisch | Kraft (F) Geschwindigkeit (v) P,=F-v
rotatorisch Moment (M) Winkelgeschw. (w) Pot=M-w
thermisch Temperaturdiff. (AT) | Warmedurchgang (k- A) | Pohb = AT - k- A
fluidisch Druck (p) Volumenstrom (V') Py=p-V

Tabelle 2.1: Arten von Leistung. Zeigt die verschiedenen Arten von Leistung in verschiedenen
physikalischen Systemen.
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Elektrische Arbeit misst die {ibertragene FEnergie, wihrend elektrische Leistung die
Ubertragungsgeschwindigkeit angibt.

Die verschiedenen Leistungsarten sind relevant fiir die Effizienz eines Systems. Im Regelfall treten
neben der erwiinschte auch unerwiinschte Leistungsgréfie auf, welche nach Moglichkeit vermieden
werden sollten. Dies wird im folgenden Abschnitt iiber den Wirkungsgrad behandelt.

2.5 Der Wirkungsgrad

Der Wirkungsgrad beschreibt das Verhéltnis von abgegebener Leistung (Nutzleistung) zu aufgenom-
mener Leistung (zugefithrte Energie) in einem System und ist ein Maf fiir die Effizienz, mit der ein
System Energie umwandelt. Am Beispiel eines Elektromotors zeigt Abbildung 2.6 wie sich dessen
Leistungsbilanz zusammensetzt.

Verluste P,

zugefiihrte abgegebene
Leistung P, Leistung P,y

Abbildung 2.6: Wirkungsgrad eines Elektromotors. Zeigt das Verhéltnis der abgegebenen Leis-
tung zur zugefithrten Leistung. Der Wirkungsgrad beschreibt die Effizienz des Motors bei der Um-
wandlung von Energie.

Der Elektromotor wird am Eingang mit elektrischer Energie versorgt, welche er in einer Eingangsleis-
tung P,, aufnimmt. Die gewiinschte Leistung am Ausgang Py, ist in diesem Fall rotatorischer Natur.
Die durch den Motor verursachte Abwirme, aber auch die verursachten Gerdusche oder Reibung,
ergeben zusammen die Verlustleistung P, .

2.5.1 Berechnung des Wirkungsgrades

Der Wirkungsgrad wird typischerweise als Prozentsatz ausgedriickt. Ein Wirkungsgrad von 100 %
bedeutet, dass die gesamte zugefithrte Energie effektiv in Nutzenergie umgewandelt wird. Dies ist
jedoch in der Praxis aufgrund von Verlusten, meist in Form von Wirme, Reibung oder Schall, nicht
erreichbar. Mathematisch wird der Wirkungsgrad 7 (eta) wie folgt definiert:

Pab
P

-100% (2.17)

Im realen Fall wird der Wirkungsgrad nie 100 % betragen, da eine Energiewandlung grundsétzlich
mit Verlusten behaftet ist. Um die Verluste moglichst gering zu halten ist es wichtig sich der Ver-
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lustmechanismen bewusst zu werden und diese nach Moglichkeit zu reduzieren. Der nachfolgende
Abschnitt erldutert das Prinzip der Verlustmechanismen anhand eines Leuchtmittels.

2.5.2 Verlustmechanismen eines Leuchtmittels

Ein Paradebeispiel fiir die Relevanz des Wirkungsgrades ist die klassische Gliithlampe. Sie erzeugt
Licht, indem Strom durch einen Draht fliefit, der sich dabei so stark erhitzt, dass er zu leuchten
beginnt. Dabei werden weniger als 5 % der eingesetzten Energie in Licht umgewandelt. Mehr als 95
% der Energie werden in Wiarme umgewandelt. Aufgrund der schlechten Effizienz wurden Glithlampen
seit 2009 in der EU schrittweise verboten. Abbildung 2.7 zeigt links eine klassische Glithlampe und
rechts eine Energiesparlampe.

Wirme
Licht Licht Wirme

—

\/

Abbildung 2.7: Energieumwandlung in Gliihlampe und Energiesparlampe. Zeigt das eine
Glithlampe den Grofiteil der aufgenommenen elektrischen Energie in Wéarme und nur einen kleinen
Teil in Licht umwandelt, wandelt die Energiesparlampe einen deutlich héheren Anteil der elektrischen
Energie in Licht um.

Ein hoher Wirkungsgrad ist in vielen Anwendungen erstrebenswert, da dies bedeutet, dass weniger
Energie in i.d.R. nicht gewiinschte Energieformen gewandelt wird, sondern dem System als Nutz-
energie zur Verfiigung steht. In der Praxis sind jedoch viele Faktoren wie Materialbeschaffenheit,
Bauweise und Betriebsbedingungen entscheidend fiir die Maximierung des Wirkungsgrades. In der
Umwelt- und Energietechnik spielt der Wirkungsgrad eine entscheidende Rolle, da er direkt mit dem
Energieverbrauch und den Umweltauswirkungen zusammenhéngt. Effizientere Systeme kénnen dazu
beitragen, den Energiebedarf zu reduzieren und Treibhausgasemissionen zu verringern.

Schalter

AT

Uq l C) ® Gliithlampe

Abbildung 2.8: Beispiel Schaltung Wirkungsgrad
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Schalter

=

Chem@schel'r Verbraucher (W)
Energiespeicher (Eq)

Abbildung 2.9: Einfache Schaltung. zeigt eine einfache elektrische Schaltung, die aus einer Batterie,
einem Schalter und einer Glithlampe besteht. Durch das Schlieen des Schalters wird der Stromkreis
geschlossen, wodurch die Glithlampe leuchtet, indem elektrische Energie in Licht und Wéarme umge-
wandelt wird.

Beispiel 2.1: Berechnungs des Wirkungsgrades

FEine Warmekraftmaschine entnimmt einer Warmequelle eine Energie von @,, = 5000J und
verrichtet dabei eine mechanische Arbeit von W = 1200 J.

Gesucht: Wirkungsgrad 7

Formel:

Nutzarbeit w
frng . ]_00 = . ].00
K Zugefiihrte Wérmeenergie % 7u %
Einsetzen: 12003
"= 500y " 100% = 24%

Der Wirkungsgrad betrigt n = 24%.
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Modul 3

Elektrische Bauelemente

3.1 Einleitung

Elektrische Bauelemente lassen sich in verschiedene Kategorien unterteilen, je nach ihrer Funktion
und Arbeitsweise. Es gibt Widerstinde, Kondensatoren, Spulen, aber auch Dioden und Transistoren,
auf welche in einem spéteren Kapitel eingegangen wird. Elektrische Bauelemente miissen iiber eine
Quelle (Strom- oder Spannungsquelle) mit Energie versorgt werden, um ihre gewiinschte Funktion
zu erzielen. Abbildung 3.1 zeigt verschiedene Bauelemente.

Abbildung 3.1: Verschiedene elektrische Bauelemnte. Zeigt elektrische Bauelemnte die in Schal-
tungen verwendet werden, wie Widerstédnde, Kondensatoren, Spulen und Halbleiterbauelemente. Je-
des Bauelement hat spezifische Eigenschaften und Funktionen zur Steuerung von Strom und Span-
nung in einem elektrischen Netzwerk.

Jedes dieser Bauelemente nutzt die grundlegenden Prinzipien der Elektrotechnik, um spezifische
Funktionen in einem elektrischen Schaltkreis zu erfiillen. Durch die Kombination verschiedener Bau-
elemente kénnen komplexe Schaltungen erstellt werden, die in der Lage sind, anspruchsvolle Aufgaben
zu erfiillen, wie das Verarbeiten von Daten in einem Computer oder das Regulieren der Geschwin-
digkeit in einem Elektromotor.
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Der Ubergang von den grundlegenden physikalischen Konzepten zu den elektrischen Bauelementen ist
also ein Schritt von der Theorie zur Praxis, der es uns erméglicht, unser theoretisches Wissen in realen
Anwendungen umzusetzen. Dieses Kapitel fithrt die drei grundlegenden elektrischen Eigenschaften
von Bauelementen, sowie die Spannungs- und Stromquellen, ein.

3.2 Leitfahigkeit und Widerstand

Die Leitféhigkeit oder auch der Leitwert G beschreibt, wie der Name schon impliziert, die Féahigkeit
eines Materials elektrischen Strom zu leiten. Je groflier der Wert, desto besser leitet ein Material,
sprich, umso einfacher kénnen sich die Ladungstriager im Material bewegen. Diese Eigenschaft basiert
auf den Experimenten eines deutschen Experimentalphysikers Georg Simon Ohm anfang des 19.
Jahrhunderts, in welchen er herausfand, dass sich der Strom proportional zur angelegten Spannung
verhélt. Der Kehrwert des Leitwertes ist der heute gebrduchlichere ohm’sche Widerstand R. Der
Leitwert G hat die Einheit Siemens (S), der ohmsche Widerstand die Einheit Ohm ().

Abbildung 3.2: Unterschiedliche ausfiihrungen von Widerstinden. Darunter Drahtwi-
dersténde, Potentiometer und SMD-Widerstdnde. Die Bauweise und das Material bestimmen die
elektrischen Eigenschaften, wie Widerstandswert, Belastbarkeit und Temperaturkoeffizient.

In der Schaltungsentwicklung wird die physikalische Eigenschaft des ohm’schen Widerstandes genutzt,
um die gewiinschten Funktionen zu realisieren. Die Abbildung 3.2 zeigt verschiedene Ausfithrungen
des Bauelements elektrischer Widerstand. Unabhéngig von der Ausfithrung, basieren alle ohm’schen
Widerstéinde auf den grundlegenden Prinzipien der Physik, auf welche im Folgenden néher eingegan-
gen wird.



KAPITEL 3.2: 43

Lernziele: Leitfihigkeit und Widerstand

Die Studierenden

e kennen das elektrische Bauelement Widerstand.
e konnen die unterschiedlichen Bauteilausfithrungen von Widersténden erkldren.

e konnen anhand des spezifischen Widerstand p oder des spezifischen Leitwertes x Be-
rechnungen durchfiihren.

e konnen die Unterschiede in der Leitfdhigkeit verschiedener Materialien basierend auf
deren atomarer Struktur und Temperatur analysieren.

3.2.1 Die elektrische Leitfiahigkeit

Aus Modul 1 ist die Definition der Stromdichte J und des Stromes I bekannt. Durch Einsetzen der
Formeln 2 und 3 in Formel 1 ergibt sich die Formel 4:

AT
J = AA (3.1)
AQ
AV = AA- Az o ad= 2V (3.3)
Az
AQ - Ax
)= tav 4

3.2.2 Die elektrische Leitfahigkeit

Durch Einsetzen der aus Modul 1 bekannten Driftgeschwindigkeit ve; und der Raumladungsdichte p
in die Formel 4, ergibt sich die Formel 7 fiir die Stromdichte.

Az
Vel = E (35)
Az
pP= AV (3.6)
J=p-vd (3.7)

Da die Geschwindigkeit immer einen Betrag und eine Richtung hat, ist die Stromdichte ebenfalls
ein Vektor.

3.2.3 Die elektrische Leitfiahigkeit

Die Driftgeschwindigkeit v¢; der freien Ladungstriager verhilt sich proportional zum elektrischen Feld
E, jedoch in entgegengesetzter Richtung. Der Proportionalitéitsfaktor wird auch als Elektronenbe-
weglichkeit . bezeichnet. B

Vel = —fie - (3'8)
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Die Raumladungsdichte p setzt sich aus der Elementarladung e~ und der Ladungstréigerdichte ne,
zusammen. Aufgrund der negativen Ladung von Elektronen, ergibt sich ein negatives Vorzeichen.

p=-ng-e (3.9)

Das Einsetzen von vg; und p in die Formel 7 ergibt den folgenden Ausdruck:

-

J=(-nec-e) (—pe- E) (3.10)

3.2.4 Die elektrische Leitfiahigkeit

Die Minuszeichen heben sich auf und es ergibt sich folgende Formel fiir die Stromdichte J:

J=ne-p.-e E (3.11)

Die materialabhéngigen Komponenten n. und u. sowie die Naturkonstante e~ ergeben multipliziert
die spezifische Leitfahigkeit :
K="MNe - e € (3.12)

Zusammengefasst ergibt diese Darstellung die Beschreibung des ohmschen Gesetzes:

- Lo T
P>
Upp = / Eds (3.14)
P
Da das elektrische Feld parallel zur Leitungslédnge verlduft, ergibt sich das Skalarprodukt:
=l
Uz = / Edz (3.15)
=0
Durch Einsetzen der umgestellten Formel 13 nach E , folgt:
/ J
U12 = / de (316)
0
Da es sich um ein homogenes Material handelt ist das x konstant.
1
1
0
Die folgende Formel fiir die Stromdichte J ist aus Modul 1 bekannt:
I
J=— (3.18)

A
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Duch Einsetzen der Formel ergibt sich folgender Ausdruck:
1
0/

Die elektrische Leitfahigkeit sagt aus, wie gut ein Material Ladungstréiger transportieren kann, also
wie gut elektrischer Strom durch sie fliefit. Sehr gut leitfihige Materialien werden Leiter (im Extrem-
fall auch Supraleiter) genannt, wihrend sehr schlecht leitende Materialien als Isolatoren bezeichnet
werden. Zu den leitfihigen Medien zahlen Metalle wie Kupfer, Silber, Aluminium und Gold, welche in
der Elektrotechnik am haufigsten verwendet werden. Als Isolatoren werden zum Beispiel Kunststoffe
(Polyethylen (PE), Polytetrafluorethylen (PTFE oder Teflon), Polyvinylchlorid (PVC) etc.), speziell
fiir die Anwendung als Isolator hergestellte Mineralole, Silikone und Epoxidharz (z.B. als Verguss-
masse) oder auch Papier verwendet. Des Weiteren gibt es Halbleiter wie Silizium und Germanium,
deren Leitfahigkeit zwischen denen von Leitern und Isolatoren einzuordnen sind. Ihre Leitfihigkeit
kann durch Dotierung und duflere Einfliisse wie Temperatur und Licht veréindert werden. Diese Ei-
genschaften werden bei Bauteilen wie Dioden oder Transistoren genutzt, um bestimmte Funktionen
zu realisieren. Die verschiedenen Arten und Eigenschaften von Halbleiter sind sehr umfangreich und
werden in spdteren Modulen behandelt. Vollstdndigkeitshalber sei noch erwiahnt, dass fliissige Medi-
en wie Sduren oder Salzlosungen leitfahig sind und als Elektrolyt bezeichnet werden. Auflerdem gibt
es auch ionisierte Gase, die frei bewegliche Ladungstrager enthalten und elektrische Strome leiten
konnen. Diese leitfahigen Gase werden Plasmen genannt, welche in diesem Modul ebenfalls nicht
behandelt werden.

U12 = dx (319)

o |~

B

3.2.5 Driftverhalten von Elektronen in Leitern

In Modul 1 wurde bereits vermittelt, dass der elektrische Stromfluss die gerichtete Bewegung von
freien Ladungstrégern ist. Im Fall eines Leiters sind dies die negativen Ladungstriager, also die Elek-
tronen, welche sich frei im Material bewegen konnen. Die Struktur eines solchen Materials besteht
aus einem festen Gitter von Atomriimpfen und frei beweglichen Elektronen. Sowohl die Beweglichkeit
der Elektronen ., als deren Anzahl, ist materialabhéngig. Im feldfreien Raum bewegen sich diese
Elektronen zufillig in alle Richtungen, was zu einem neutralen Zustand fithrt. Da es sich hierbei
um keine gerichtete sondern um eine in alle Richtungen gleichverteilte Bewegung handelt, ist kein
Stromfluss feststellbar. Dennoch fithrt diese ungerichtet, von der Temperatur abhéngige, Bewegung
der Ladungstriager zu elektrotechnischen Effekten: In empfindlichen Schaltungen wird sie als Rau-
schen wahrgenommen. Die freien Ladungstriager sind sehr viel leichter als die im Gitter verankerten
Atomriimpfe, so dass es bei einem Aufprall eines in Bewegung befindlichen Elektrons auf einen Atom-
rumpf zu einem unelastischen Stoss kommt und sich die Bewegungsrichtung des Elektrons &dndert.
Dieses Verhalten ist in Abbildung 3.3 zu sehen.

Abbildung 3.3: Ungerichtete Bewegung freier Elektronen. Zeigt die freien Elektronen (blau)
zwischen positiv geladenen Atomriimpfen (rot). Solche Bewegungen sind charakteristisch fiir Metalle
im Ruhezustand, wo die Elektronen sich zufillig bewegen, ohne eine bevorzugte Richtung, solange
kein dufleres elektrisches Feld anliegt.
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Sobald sich ein Leiter in einem elektrischen Feld befindet, wirkt auf die Elektronen die Coulomb-
Kraft, so dass sich ihre zufillige Bewegungsrichtung in eine gerichtete Bewegung &ndert, welche
entgegengesetzt zur Feldrichtung zeigt (Abb.3.4). Diese gerichtete Bewegung der Ladungstriager wird
als Stromfluss bezeichnet (vgl. Modul 1). Allerdings kommt es auch weiterhin zu Stéfien mit den
Atomriimpfen. Diese fiihren letztlich zu einer Abschwiichung der gerichteten Bewegung und somit
des Stroms (vgl. Abb.3.4). Da sich die Atomriimpfe mit steigender Temperatur stirker bewegen,
nimmt die Stowahrscheinlichkeit der Elektronen bei steigender Temperatur zu.

o

Abbildung 3.4: Gerichtete Bewegung von Elektronen. Unter Einfluss eines elektrischen Feldes

E bewegen sich die freien Elektronen in einem Leiter entgegen der Feldrichtung, was den elektrischen
Stromfluss I erklért.

i

Y
w1

i

Dieses Verhalten der Elektronen wird auch Driftverhalten genannt, welches stark vom Material
anhéngt. Da die atomare Zusammensetzung materialabhéngig ist, unterscheidet sich auch die Anzahl
der freien Elektronen, sowie deren Beweglichkeit p,.. Diese beiden Eigenschaften werden unter dem
Begriff der spezifischen Leitfahigkeit k£ zusammengefasst. Mit der spezifischen Leitfahigkeit kann so-
mit die Driftgeschwindigkeit der Elektronen in der Gitterstruktur des Leiters ermittelt werden. Der
folgende Abschnitt befasst sich mit eben diesen Eigenschaften.

3.2.6 Mathematische Zusammenhinge der Leitfahigkeit

Die unterschiedlichen atomaren Zusammensetzungen der Materialien fithren zu einer materialabhéngigen,
elektrischen Leitfahigkeit. Die materialspezifische Eigenschaft bestehen aus der spezifischen Leitfahigkeit
x (Kappa), bzw. dem spezifischen Widerstand pr (rho) welche antiproportional zueinander stehen,
sowie dem jeweiligen Temperaturkoeffizient «, welcher sich je nach Material unterscheidet.

Siemens S 1
W=t =1 lan
1
K= — 3.20
PR ( )
pR = p20°C . (]. + a('l9 — 2000)) (321)

Fiir ¢ (Theta) wird die Temperatur des Leiters eingetragen. Daraus ergibt sich durch (¢ —20°C) die
Temperaturdifferenz des Leiters zwischen der vorhandenen Temperatur des Leiters und den 20°C,
bei welchen der Referenzwert ermittelt wurde. Werden 20°C fiir ¢ (Theta) eingesetzt, fillt auch das
«a weg und es bleibt der Referenzwert pygoc iibrig. In der folgenden Tabelle sind beispielhaft einige
Materialien mit deren spezifischen Eigenschaften dargestellt:
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Material Spezifische Leitfihigkeit [x] = S/m Temperaturkoeffizient [a] = 1/K
Silber 6.1-107 0.0038

Kupfer 5.8-107 0.0038

Gold 4.5-107 0.0034

Aluminium 3.7-107 0.004

Eisen 1.0-107 0.0065

Graphit 3.10° -0.0002

Silizium (dotiert) 1108 -0.075
Leitungswasser 5.0-1073 -

Luft 4.0-1071° -

Tabelle 3.1: Spezifische Leitfihigkeiten und Temperaturkoeffizienten verschiedener Mate-
rialien. Metalle wie Silber und Kupfer haben hohe Leitfahigkeiten, wihrend isolierende Materialien
wie Luft eine sehr geringe Leitfdhigkeit besitzen.

Aquivalent zur spezifischen Leitfihigkeit x und zum spezifischen Widerstand pg, kann der entspre-
chende Widerstand R, bzw. Leitwert G eines Korpers bestimmt werden.

[G] =1Siemens = 1S =1

QD=

G=1 (3.22)

Der Wert der elektrischen Leitfahigkeit bzw. des Widerstandes eines Leiters, ergibt sich dariiber
hinaus aus den geometrischen Eigenschaften. Sowohl die Lénge [ als auch die Querschnittsfliche A
tragen zum Leitwert bzw. Widerstandswert bei. Abbildung 3.5 zeigt einen solchen Leiter mit seinen
FEigenschaften.

Abbildung 3.5: Geﬂometrische Darstellung eines Widerstands. Das elektrische Feld E erzeugt
eine Stromdichte J durch den Widerstand. Die Beziehung zwischen der Stromdichte und dem elek-
trischen Feld wird durch das Ohmsche Gesetz J = k - E beschrieben.

Die Stromdichte .J ergibt sich dabei aus dem elektrischen Feld E und der spezifischen Leitfihigkeit
k. Die Stromdichte ist dabei geometrieunabhéingig. Erst zur Berechnung des Stromes I miissen die
Lénge und die Querschnittsfliche mit einbezogen werden. Mit der folgenden Formel ldsst sich der
Widerstandswert berechnen:

[R] = 10hm = 10

(3.23)

l
R:PR'Z
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pr : spezifischer Widerstand des Materials (Qm)
I : Lange des Materials (m)
A : Querschnittsfliche des Materials (m?)

Einfiihrung in die Darstellung von Schaltkreisen

In der Elektrotechnik werden zur Darstellung von elektrischen Netzwerken sogenannte Schaltbilder
verwendet. Inhalt dieser Schaltbilder sind Schaltsymbole, welche fiir die elektrischen Eigenschaften
bzw. ganze Bauelemente, verwendet werden. Abbildung 3.6 zeigt beispielhaft ein solches Schaltbild.

Schalter

AT

Uq l C) ® Gliithlampe

1

Widerstand

Abbildung 3.6: Schaltplan einer Reihenschaltung. Die aus einer Gleichspannungsquelle einem
Schalter, einem Verbraucher und einem Widerstand besteht.

Das Schaltbild besteht aus vier Elementen, welche mit Linien verbunden sind. Es stellt eine Reihen-
schaltung bestehend aus einer Spannungsquelle, einem Schalter, einer Glithlampe und einem Wider-
stand, dar. Der Widerstand stellt den Leitungswiderstand der gesamten Leitung dar, wihrend die
Verbindungslinien per Definition ideale Verbindungen ohne weitere Eigenschaften darstellen.

Des Weiteren ist eine Spannung U,, sowie der Strom I eingezeichnet, welcher jedoch erst flieflen
kann, wenn der Schalter geschlossen wird. Im Folgenden werden die drei grundlegenden elektrischen
Eigenschaften, sowie deren Schaltsymbole tiefer behandelt.

3.2.7 Widerstand als Bauelement

Mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt kennengelernten Methode zu Berechnung des Widerstandes,
kann der Widerstandswert elektrischer Leitungen, oder auch anderer leitender Objekte, ermittelt
werden. Sobald ein Widerstandswert bekannt ist, wird dieser in elektrischen Schaltbildern einem
Schaltsymbol zugeordnet. So konnen verschiedene Komponenten und deren Eigenschaften miteinan-
der verbunden werden, um deren Verhalten zu ermitteln. Abbildung 3.7 zeigt zwei géngige Schalt-
zeichen fiir den Widerstand.

R R

— AVAVA e

Abbildung 3.7: Schaltungselement fiir Widerstand. Européisches (links) und amerikanisches
(rechts).

Sobald eine Gleichspannungsquelle an einen Widerstand R angeschlossen wird, verhalten sich Strome
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und Spannungen linear. Abbildung 3.8 zeigt den durch den Widerstand flieBenden Strom Iy, sowie
die abfallende Spannung Ug.

R

—

—_—»

Ur

Abbildung 3.8: Idealer Widerstand. Zeigt den Spannungsabfall iiber den Widerstand und den
Stromfluss durch ihn.

Das Schaltsymbol des Widerstandes wird in Schaltungen immer als idealer Widerstand berticksichtigt.
Unter Vernachlissigung der Temperaturabhéingigkeit trifft dies im Gleichspannungsfall auch weitest-
gehend zu (Schaltvorgéinge ausgenommen). In der Realitét gibt es viele Situationen, in denen ein
realer Widerstand kein lineares Verhalten aufweisen kann. Verschiedene Quellenarten werden im Ab-
schnitte 1.2 zu Spannungs- und Stromquellen behandelt. Zum Verstéindnis der Abbildung 3.9 ist es
ratsam, zuvor die Abschnitte 1.3 und 1.4 gelesen zu haben.

Abbildung 3.9: Ersatzschaltbild eines realen Widerstands. Der ideale Widerstand R wird durch
eine Serien-Induktivitdt Ls und einen parallelen Kondensator C,, ergénzt, um parasitidre Effekte zu
beriicksichtigen.

Ausgehend von der Ausfithrung eines Widerstandes und der Frequenz, bei welcher er betrieben wird,
machen sich sogenante parasitire Effekte bemerkbar. In Abbildung 3.9 ist das Ersatzschaltbild eines
realen Widerstanders dargestellt. Wird dieser bei héheren Frequenzen betrieben, kénnen die para-
sitéiren Eigenschaften (parasitics) iiberwiegen und zu einem vollig anderen Verhalten fithren. Mehr
dazu in spéteren Modulen.

Im Folgenden werden aber immer vollstéindige Ersatzschaltbilder angenommen. Wird ein Widerstand
nur mit seinem Schaltungssymbol dargestellt, soll dieser als damit vollstédndig beschrieben angenom-
men werden. Dies gilt auch fiir alle im Weiteren hergeleiteten Bauelemente.

In der Elektrotechnik werden werden Widerstéinde, auch Festwiderstéinde genannt, in der Schaltungs-
entwicklung verwendet. Eine der bekanntesten Ausfithrungen sind die THT-Widerstéinde (Through-
Hole Technology). Obwohl diese Art in vielen Anwendungen von SMD-Bauteilen (Surface-Mount De-
vice) abgelost worden sind, gibt es immer noch Anwendungsfille in denen sie Sinn machen. Beispiele
sind Prototyping, DIY-Projekte, Leistungsanwendungen oder Leiterplatten mit hohen mechanischen
Anforderungen. Die THT-Widersténde sind durch farbige Ringe gekennzeichnet, welche Aufschluss
iiber den Widerstandswert und die Toleranz liefern. Abbildung 3.10 zeigt einen THT-Widerstand mit
dem dazugehorigen Ableseschema und einer Tabelle zum Ablesen der Werte:
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Band Multiplikator

1.2.3. Toleranz

e

1-5-0—-2=150-100Q = 15kQ + 5%

1. 2. 3. Band | Multiplikator | Toleranz
Schwarz 0 1Q -
Braun 1 109 +1%
2 100Q2 +2%
3 1kQ -
4 10k -
5 100 k2 +0.5%
Blau 6 1MQ +0.25%
Violett 7 10 MQ +01%
Grau 8 - +0.05%
Weif3 9 - -
Gold - 0.1 +5%
Silber - 0.01 +10%

Abbildung 3.10: Widerstandsfarbcodierung. Zeigt die Farbcodes zur Bestimmung des Wider-
standswerts und der Toleranz eines Widerstands.

Die THT-Widersténde gibt es in verschiedenen Ausfithrungen, welche alle ihre Vor- und Nachteile
mit sich bringen. Die Abbildung 3.11 zeigt vier Arten, wie diese Umgesetzt werden kénnen.

‘Widerstandsschicht

1}

Gewendelte Ausfithrung

Y-

(a) Schichtwidersténde

Induktivitdtsarme Wicklung

a\V/\V/

Bifiliare Wicklung

—r—

(b) Drahtwiderstinde

Abbildung 3.11: Verschiedene Ausfiihrungen von bedrahteten (THT) Widerstéinden.

Der Widerstandswert eines Materials ist abhéngig von dessen geometrischen und spezifischen
Eigenschaften.
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3.2.8 PTC und NTC

In diesem Abschnitt geht es um eine spezielle Kategorie von Widersténden, die besonders in tempe-
raturabhéingigen Anwendungen Gebrauch finden: die PTC- und NTC-Widerstéinden. Die Namen be-
zieht sich auf deren positiven bzw. negativen Temperaturkoeffizienten «, welcher bereits in Abschnitt
1.1.3 eingefiihrt wurde. Diese speziellen Widerstidnde, auch als Thermistoren bekannt, unterscheiden
sich von herkémmlichen Widerstéinden dadurch, dass ihr Widerstandswert stark von der Temperatur
abhéngt. Abbildung 3.12 zeigt das entgegengesetzte Verhalten beider Widerstandsarten.

11k
10k |-
9k -
8k -
Tk |-
6k -
5k |-
4k -
3k -
2k |-
1k |-

T T
—— NTC Widerstand | |
—— PTC Widerstand

Widerstand /

|
0 20 40 60 80 100 120

Temperatur / °C

Abbildung 3.12: Diagramm eines linearen NTC- und eines PTC-Widerstands iiber die
Temperatur. Bei einem NTC sinkt der Widerstand mit steigender Temperatur, wihrend bei einem
PTC der Widerstandswert mit steigender Temperatur ansteigt.

Die PTC-Widerstidnde haben einen positiven Temperaturkoeffizienten «, welcher in Tabelle 1 im
Abschnitt 1.1.3 abgelesen werden kann. Gut leitfdhige Materialien haben ein positives «, was bedeu-
tet, dass deren Widerstand bei hoheren Temperaturen zunimmt. Somit sind sie im kalten Betrieb
leitfihiger, wodurch sie auch ”Kaltleiter” genannt werden. In Abbildung 3.13 ist der gleiche PTC-
Widerstand bei jeweils unterschiedlichen Temperaturen dargestellt.
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Abbildung 3.13: Diagramm eines PTC Widerstandes bei 20°C und bei 80°C

Das folgende Diagramm zeigt die Erwarmung eines PTC-Widerstandes bei Erh6hung des Stromflus-
ses. Je mehr Strom also durch einen PTC-Widerstand fliefit, desto stérker erwarmt er sich.

200 T I A
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180 8
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40| (24, 32°C)
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Stromstérke / A

Abbildung 3.14: Diagramm der Temperatur eines Widerstands in Abhingigkeit von der
Stromstéirke. Zeigt wie die Temperatur eines Widerstands mit zunehmender Stromstérke ansteigt.
Der Widerstandswert kann sich dabei ebenfalls &ndern, abhéngig von der Temperaturabhingigkeit
des Widerstands.

Das genau entgegengesetzte Verhalten weist ein NTC-Widerstand aufgrund seines negativen Tempe-
raturkoeffizienten auf. Typische Materialien mit einem solchen Verhalten sind Grafit oder Silizium.
Da diese Widerstdnde bei zunehmender Temperatur besser leiten, nennt man sie auch Heif8leiter. In
Abbildung 3.15 ist zu erkennen, dass der Widerstand bei einer héheren Temperatur einen geringeren
Widerstandswert aufweist.
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Abbildung 3.15: Diagramm eines NTC Widerstandes bei 20 °C und bei 80 °C
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3.3 Spannungs- und Stromquelle

Der Betrieb elektrischer Geriite ist im Regelfall mit der Umsetzung von elektrischer Leistung ver-
bunden. Im Modul 2 zum Thema Energie und Leistung wurde bereits vermittelt, dass Leistung der
Verrichtung von Arbeit pro Zeit entspricht und dass dies einer Energiecumwandlung gleichzusetzen ist.
Um also elektrische Geriite, in denen ja in jedem Fall Energie umgesetzt wird, betreiben zu kénnen,
muss also Energie zugefiihrt werden. Energie kann nur gewandelt, nicht erzeugt werden. Dennoch
wird in der Elektrotechnik das Zufiihren von Energie in den zu betrachtenden Stromkreisen mit Hilfe
von Strom- bzw. Spannungsquellen beschrieben. Dabei wird nicht beriicksichtigt, dass es sich hierbei
um eine Umwandlung von z.B. mechanischer oder chemischer in elektrische Energie handelt. Dies
spielt fiir die Betrachtung im Stromkreis jedoch keine Rolle. Im Folgenden werden die Strom- und
Spannungsquellen beschrieben und die jeweiligen Unterschiede erlautert.

Lernziele: Spannungs- und Stromquelle n

Die Studierenden konnen

e zwischen Spannungs- und Stromquellen unterscheiden und kennen deren Schaltsymbole.
e reale Spannungs- und Stromquellen modellieren.

e Beispiele fiir verschiedene Quellen benennen.

3.3.1 Spannungsquellen
Die am héufigsten vorkommende Art der Energiequellen fiir elektrische Systeme ist die Spannungs-
quelle. Im idealen Fall zeichnet sich dadurch aus, dass sie unabhéingig vom angeschlossenen Ver-

braucher eine konstante Spannung ausgibt. Abbildung 3.16 zeigt das Schaltsymbol einer idealen
Spannungsquelle mit der konstanten Ausgangsspannung Uy.

C) Us

e — )

Abbildung 3.16: Ideale allgemeine Spannungsquelle. Liefert stets eine konstante Spannung Uy,
unabhéngig von der Last und passt den Strom automatisch an, um die konstante Spannung aufrecht-
zuerhalten.

In Abbildung 3.16 fiihren die Linien ins Leere, was als offene Klemmen bezeichnet wird. Da der
Schaltkreis nicht geschlossen ist, flieft auch dementsprechend kein Strom. Wiirden in dem Fall die
Klemmen kurzgeschlossen werden, dann wiirde die Quelle versuchen die Spannung aufrechtzuerhalten
und es wiirde ein unendlich hoher Strom flielen. Warum dies so gefdhrlich ist, wird im Abschnitt
3.3.2 anhand einer realen Spannungsquelle deutlich.
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3.3.2 Modellierung realer Spannungsquellen

In Schaltbildern, also der graphischen Darstellung von elektrischen Schaltkreisen, werden immer idea~
le Bauteile verwendet. Um das reale Verhalten von Bauelementen korrekt modellieren zu kénnen und
somit das reale Schaltungsverhalten moglichst exakt nachbilden zu kénnen, muss das tatséchliche
Verhalten des Bauelements mit Hilfe von idealen Bauteilen nachgebildet werden. Im Folgenden wird
beschrieben, wie das Verhalten einer realen Spannungsquelle mit idealen Bauteilen nachgebildet
werden kann. Die technische Umsetzung einer beliebigen Spannungsquelle besteht aus physischen
Komponenten, welche alle bestimmte Widerstandswerte aufweisen. All diese Eigenschaften ergeben
zusammengefasst den sogenannten Innenwiderstand R; einer Quelle. Im Fall der realen Spannungs-
quelle befindet sich der Innenwiderstand in Reihe mit der idealen Spannungsquelle. In Abbildung
3.17 ist eine modellierte reale Spannungsquelle zu sehen.

(Dl v

Abbildung 3.17: Reale Spannungsquelle mit Innenwiderstand. Die Spannung U, wird durch
den Innenwiderstand R; beeinflusst und ist an den Ausgangsklemmen dadurch geringer.

Im Schaltbild ist zu erkennen, dass sowohl Uy, als auch U beide nach unten zeigen. Dies liegt am
Zahlpfeilsystem, welches in Modul 4 ndher behandelt wird. An dieser Stelle geniigt es zu wissen, dass
Generatorzahlpfeil und Verbraucherzéhlpfeil entgegengesetzt sind, da die Summe beider Pfeile Null
ergeben muss. Wird nun ein Verbraucher angeschlossen, fliefit der Strom iiber den Innenwiderstand
R; durch den Verbraucher. Es wird also auch Leistung im Innenwiderstand umgesetzt.

Betrachten wir im realen Fall erneut das Verhalten bei kurzgeschlossenen Ausgangsklemmen, so wird
die gesamte, von der Quelle abgegebene Leistung, lediglich am Innenwiderstand der Spannungsquelle
umgesetzt. Die Leistung kann durch P = %2 berechnet werden. Im Regelfall ist die Quelle dafiir
nicht ausgelegt, was dazu fithren wiirde, dass sich die Energie in sehr viel Warmeenergie umwandeln,
und zur Zerstorung der Quelle fithren wiirde.

Wird am Ausgang der Spannungsquelle eine Last mit einem Widerstand Ry, angeschlossen, so fliefit
ein Strom I durch die Widerstidnde R; und Rj,. Dieser kann nach dem ohm’schen Gesetz und der
im folgenden Modul vorgestellten Zusammenfassung von Widerstdnden berechnet werden zu I =
(Ri[-{-iqRL)' Dieser Strom fiihrt dazu, dass am Innenwiderstand R; eine Spannung Ug, abfillt. Im Modul
2 wurde bereits hergeleitet, dass die Summe aller Spannungen innerhalb eines geschlossenen Kreises
null ergeben muss. Im Modul 4 wird hieraus die so genannte Maschenregel hergeleitet, mit deren
Hilfe sich die Ausgangsspannung U berechnen lisst zu

Ry

U:Uq—URi:Uq—I'Ri:Uq—Uq’m

(3.24)

Je kleiner also der Innenwiderstand R; ist, desto weniger unterscheidet sich die Ausgangsspannung U
einer belasteten Spannungsquelle von der Quellspannung U,. Ein im Vergleich zum Lastwiderstand
Ry, moglichst kleiner Innenwiderstand R; sollte also fiir ein moglichst ideales Verhalten angestrebt
werden. Dies kann u.a. mit moglichst groflien Leiterqueerschnitten innerhalb der Quelle realisiert
werden.

Wird die reale Spannungsquelle, modelliert mit Uy und R;, im Leerlauf betrieben, ist die Ausgangs-
spannung U gleich der Quellspannung U, da kein Strom durch den Innenwiderstand fliefit und dort
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keine Spannung abfallen kann.

Beispiele fiir reale Spannungsquellen sind u.a. Batterien und Akkumulatoren. Dabei wird, wie weiter
oben beschrieben, ein moglichst kleiner Innenwiderstand angestrebt. Eine 12-V-Starterbatterie fiir
Autos hat einen Innenwiderstand von weniger als 10 m€). Auch eine Haushaltssteckdose kann als
Spannungsquelle mit 230 V Quellspannung und kleinem Innenwiderstand betrachtet werden.

e Eine Spannungsquelle darf nie kurzgeschlossen werden!

e Bei Spannungsquellen stellt sich immer der Strom ein.

3.3.3 Stromgquellen

Im Vergleich zu den Spannungsquellen sind Stromquellen deutlich weniger vertreten. Sie zeichnen sich
dadurch aus, dass sie einen konstanten Strom liefern und sich die Spannung entsprechend einstellt.
Abbildung 3.18 zeigt das Schaltsymbol einer idealen Stromquelle mit dem konstanten Ausgangsstrom
1.

Abbildung 3.18: Ideale allgemeine Stromquelle. Liefert stets einen konstanten Strom I, un-
abhéingig von der Last und passt die Spannung automatisch an, um den konstanten Strom aufrecht-
zuerhalten.

Der hier dargestellte Fall einer leerlaufenden Stromquelle fiihrt, vergleichbar mit der kurzgeschlosse-
nen Spannungsquelle, zu einer unendlich hohen Leistungsabgabe der Quelle und muss daher vermie-
den werden.

3.3.4 Modelierung realer Stromquellen

Genauso wie bei den Spannungsquelle, gibt es in der Realitét auch keine idealen Stromquellen. Um
das reale Verhalten einer Stromquelle beschreiben zu kénnen, muss auch diese erst modelliert werden.
Die Abbildung 3.19 zeigt eine solche modellierte Stromquelle.
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Abbildung 3.19: Reale Stromquelle mit Innenwiderstand. Der Strom I, wird durch den Innen-
widerstand R; beeinflusst und ist an den Ausgangsklemmen geringer.

Das Modell der realen Stromquelle setzt sich dabei ebenfalls aus dem Innenwiderstand R; und der
idealen Stromquelle zusammen, wobei der Unterschied zur Spannungsquelle darin besteht, dass der
Innenwiderstand parallel zur iedalen Stromquelle platziert ist. Auch hier ist der tatsdchliche Aus-
gangsstrom kleiner als der Quellstrom /4. Im Modul 4 wird die Knotenregel eingefiihrt. Diese besagt,
dass die Summe aller Stréme in einem Knoten (Verzweigungspunkt) gleich null sein muss, so dass
sich der Ausgangsstrom [ ergibt zu

U

I=I4—In,=I—

(3.25)

Je grofler also der Innenwiderstand R; ist, desto kleiner wird der Strom Ig, und desto kleiner ist die
Abweichung zwischen Ausgangsstrom I un dem Quellstrom 1.

Entgegen des dargestellten Schaltbildes darf eine Stromquelle niemals mit offenen Klemmen betrieben
werden, da &hnlich wie im Fall der Spannungsquelle die gesamte Leistung im Innenwiderstand um-
gesetzt werden wiirde, was zu einer hohen thermischen Belastung und schlussendlich zur Zerstorung
der Stromquelle fiihren wiirde. Beispiele fiir reale Stromquellen sind Solarzellen im entsprechenden
Betriebszustand oder ein Labornetzteil in der Strombegrenzung.

e Eine Stromquelle darf nie im Leerlauf betrieben werden!

e Bei Stromquellen stellt sich immer die Spannung ein.

3.3.5 Umrechnung von Spannungs und Stromquelle

Spannungs und Stromquellen kénnen beziiglich ihres Klemmenverhaltens ineinander umgerechnet
werden. Voraussetzung dafiir ist, dass sowohl der Kurzschlussstrom Ik als auch die Leerlaufspannung
Uy, bei beiden Quellen gleich sind. Abbildung 3.20 zeigt die Uberfithrung der Schaltbilder ineinander.
Weiterfithrende Inhalte zur Umrechnung und Leistungsanpassung folgen in Modul 4.
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Abbildung 3.20: Umwandlung einer Gleichspannungsquelle in eine Stromquelle. Der In-
nenwiderstand der Spannungsquelle wird dabei zum Parallelwiderstand der Stromquelle, wobei die
resultierende Stromquelle einen konstanten Strom liefert, der durch den Widerstand bestimmt wird.

3.3.6 Verschiedene Spannungs- und Stromquellen

Die zuvor eingefiithrten Schaltsymbole fiir Spannungs- und Stromquellen sind allgemeingiiltig und
machen keine spezifischen Aussagen iiber die Signalform der Ausgangsgrofie. Grundsétzlich wird
neben der Unterscheidung zwischen Spannungs- und Stromquellen auch zwischen Gleich- (DC, Direct
Current) und Wechselspannung (AC, Alternating Current) differenziert.

Die gebréuchlichste Form fiir den Betrieb elektronischer Geréte ist die Gleichspannungsquelle. Sie
sorgt kontinuierlich dafiir, dass Ladungstriger vom Minus- zum Pluspol flielen, was ein gleichblei-
bendes elektrisches Feld vom Plus- zum Minuspol erzeugt.

Wechselspannungsquellen (AC) hingegen haben typischerweise eine sinusférmige Ausgangsspannung
bzw. einen sinusformigen Ausgangsstrom. Fiir den Energietransport iiber weite Strecken haben sich
in der Vergangenheit Hochspannungsleitungen mit Wechselspannung durchgesetzt, da diese technisch
einfacher und kostengiinstiger zu realisieren waren. Der bedeutendste Vorteil von Wechselspannung
ist die einfache Transformation der Spannung. Auflerdem ist es praktisch, da beim Anschluss von
Verbrauchern nicht auf die Verpolung geachtet werden muss.

Mittlerweile gibt es jedoch auch erste Umsetzungen des Energietransports in Form von Gleich-
spannung. Der Einsatz von Gleichstrom (DC) fiir lange Ubertragungsstrecken, wie bei den HVDC-
Leitungen (High Voltage Direct Current) von der Nordsee nach Stiddeutschland, bietet einige Vorteile:
Gleichstrom ist effizienter, da er keine Blindleistung erzeugt, was bedeutet, dass keine zusétzlichen
Verluste durch die Kabelkapazitéit auftreten. Dadurch bleibt die Stromamplitude niedriger, was zu
geringeren Ubertragungsverlusten fithrt und DC besonders fiir sehr lange Strecken attraktiv macht.
In Abbildung 3.21 sind die Schaltzeichen der verschiedenen Quellen dargestellt.

Es ist zu beriicksichtigen, dass Wechselspannungs- und Stromquellen eine sinusférmige Ausgangsspan-
nung bzw. einen sinusformigen Ausgangsstrom haben, wohingegen die zeitlich beliebig verénderlichen
Quellen jede beliebige Form haben kénnen. Ein Beispiel dafiir ist das Rechtecksignal, welches aus
dem Ein- und Ausschalten einer Gleichspannungsquelle stammen koénnte. Genutzt werden solche
Quellen beispielsweise in der mobilen Anwendung der weit verbreiteten Bauart von Elektromotoren,
welche auch Synchron, bzw. Asynchronmaschinen genannt werden. Diese Motoren werden in mobilen
Anwendungen durch eine Gleichspannungsquelle betrieben, dessen Signalform mithilfe einer Leis-
tungselektronik in das gewiinschte Rechtecksignal gewandeln (gepulst) werden und im Motor durch
iiber die Spulenwicklungen aus dem gepulsten Spannungssignal ein sinusférmigen Strom entsteht.
Mehr dazu im Modul elektrische Maschinen. Ein weiteres Beispiel fiir zeitlich beliebige Signale ist
die digitale Informationsiibertragung in der Nachrichtentechnik, wobei eine Eins dem Highsignal und
eine Null einem Lowsignal entspricht, was ebenfalls einem Rechtecksignal gleicht.
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Abbildung 3.21: Verschiedene Spannungs- und Stromquellen.

3.4 Kapazitat und Kondensator

In der Elektrotechnik gibt es drei grundlegende Komponenten, mit denen das elektrische Verhalten
von Bauteilen beschrieben werden kann. Neben dem zuvor behandelten ohmschen Widerstand, gibt
es noch die Kapazitéit und die Induktivitdt. In diesem Abschnitt geht es um die Eigenschaft der Kapa-
zitét, sowie dem dazugehorigen Bauteil, dem Kondensator. Der darauffolgende Abschnitt behandelt
die Induktivitidt sowie das zugehorige Bauteil, die Spule.

Lernziele: Kapazitit und Kondensator

Die Studierenden

e konnen zwischen Kapazitdt und Kondensator differenzieren.
e kennen die wichtigsten Parameter rund um den Kondensator und die Kapazitét.

e konnen die Kapazitéit eines Kondensators berechnen.

3.4.1 Die elektrische Kapazitiat C

Die elektrische Kapazitit ist die Fahigkeit eines Objektes, elektrische Energie in Form eines elek-
trischen Feldes, zu speichern. Diese Eigenschaft kommt zustande, sobald elektrische Ladungstriager
ungleich verteilt sind und sich zwischen den Bereichen ein elektrisches Feld ausbildet. Das Formel-
zeichen der Kapazitit ist C' (capacity) wihrend die Einheit in Farad (F') angegeben wird.

Das einfachste und geldufigste Beispiel, an dem die Kapazitat erklért werden kann, ist der Platten-
kondensator. Bei dieser Art des Kondensators liegen sich zwei leitfahige Platten gegeniiber, welche
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jeweils mit einem anderen Potential beaufschlagt werden. In Abbildung 3.22 ist ein Kondensator mit
idealisiertem Feldverlauf dargestellt.
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Abbildung 3.22: Idealer Plattenkondensator mit idealisierten Feldverlauf. Der Kondensator
speichert elektrische Energie in einem elektrischen Feld was idealisiert zwischen den Platten darge-
stellt ist und hat eine konstante Kapazitit C, die nur von der Flidche der Platten und dem Abstand
zwischen ihnen abhéngt.

Aufgrund der unterschiedlichen Potentiale auf den Platten, bildet sich von der héheren zur geringer
geladenen Platte ein elektrisches Feld aus. Im idealen Fall wird angenommen, dass sich auflerhalb der
Kondensatorplatten kein Feld ausbildet. In der Realitdt sammeln sich an den seitlichen Réndern der
Platten ebenfalls Ladungstriger, welche zu komplizierteren Feldverteilungen fiithren. In Abbildung
3.23 ist die Grafik eines solchen realen Plattenkondensators dargestellt.

Abbildung 3.23: Realer Kondensator mit realem Feldverlauf. Im Gegensatz zum idealen Kon-
densator treten Randfelder und Verluste auf, die die tatsidchliche Kapazitidt und das elektrische Ver-
halten beeinflussen.

In vielen Fallen kann das reale Verhalten jedoch vernachlissigt werden, was die Berechnungen deutlich
vereinfacht. Aus dem Grund wird im Folgenden nurnoch von idealisierten Kondensatoren ausgegan-
gen.

Die Kapazitét ist definiert als das Verhéltnis der gespeicherten elektrischen Ladung @ zur angelegten
Spannung U. Je hoher die Kapazitéit eines Kondensators ist, desto mehr Ladung kann er bei einer
gegebenen Spannung speichern.
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C:

SO

(3.26)

Q=C.U = C-=

% _c[[EdA (3.27)

[ Eds

3.4.2 Der Kondensator als Bauelement

Die Eigenschaften der Kapazitit werden in verschiedenen Bereichen der Elektrotechnik bewusst ge-
nutzt. Die Nutzbarmachung dieser Eigenschaften erfolgt mit Hilfe von Kondensatoren. Es gibt sie
in verschiedenen Ausfithrungen. Abbildung 3.24 zeigt einige Beispiele von THT- bis hin zu SMD-
Bauteilen.

—
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Abbildung 3.24: Verschiedene Arten und Bauformen von Kondensatoren. Darunter Keramik-
und Elektrolytkondensatoren. Diese variieren in Grofle, Kapazitdt und Spannung, um unterschiedli-
chen Anwendungen gerecht zu werden.

Dariiber hinaus gibt es sie aber auch in deutlich kleineren bzw. deutlich gréfleren Dimensionen. In
der Hochfrequenztechnik werden Kapazitdaten beispielsweise lediglich durch das Design der Leiterplat-
ten realisiert, wihrend Kondensatoren fiir industrielle oder enegietechnische Anwendungen mehrere
Zentimeter bis Meter grof3 werden koénnen.

Was alle Kondensatoren verbindet, ist ihre Fahigkeit, die Eigenschaft der Kapazitit nutzbar zu
machen, wie es im folgenden Schaltbild ?? dargestellt ist. Dieses Schaltbild reprisentiert jedoch nur
die idealisierte, nutzbare Kapazitét.
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V’ic (IL)

o—1

Abbildung 3.25: Schaltelement eines idealen Kondensators. Zeigt den Spannungsabfall iiber
dem Kondensator und den Stromfluss durch ihn.

Fiir eine realitdtsgetreue Nachbildung der Schaltung ist es wichtig den Kondensator als Bauteil
vollsténdig zu beschreiben. Dies wird mit Hilfe eines Ersatzschaltbildes gemacht, welches auch die
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ungewollten, also parasitdren Eigenschaften des Bauteils, nachbildet. Abbildung ?? zeigt ein solches
Ersatzschaltbild.

C

ic(t) :le -LS
W UR (t) ur, (f)

Abbildung 3.26: Ersatzschaltbild eines realen Kondensators. Der ideale Kondensator C wird
durch eine Serien-Induktivitit Lg und einen Serien-Widerstand Rg ergénzt, um parasitire Effekte zu
beriicksichtigen.

Im Ersatzschaltbild des Kondensators werden nicht nur die nutzbare Kapazitéit, sondern auch die
parasitiren Eigenschaften beriicksichtigt, die in realen Kondensatoren auftreten. Diese parasitéiren
Eigenschaften entstehen beispielsweise durch die Induktivitdt der Anschliisse und die ohmschen Ver-
luste im Material. Das modellierte Ersatzschaltbild erméglicht es, diese Effekte im Schaltungsentwurf
zu beriicksichtigen und das Schaltverhalten besser vorherzusagen.

Der Kondensator ist der verzweifelte Versuch eine Kapazitit nachzubilden.

3.4.3 Das Dielektrikum

Das Dielektrium ist, wie der Name bereits impliziert, ein dielektrisches, also elektrisch nicht leitfihiges
Material. Da jedes Material aus Atomen besteht und alle Atomriimpfe mit Elektronen versehen
sind (Elektronenhiille), wirkt sich entsprechend auch ein elektrisch nicht leitfdhiges Material auf
das Verhalten des elektrischen Feldes aus. Sobald ein solches Material zwischen die Platten eines
Kondensators eingefiigt wird, &ndern sich demnach auch die Eigenschaften des Kondensators. In
Abbildung 3.27 ist anhand der unterbrochenen Pfeilung des elektrischen Feldes das unterschiedliche
Verhalten zu erkennen. Die elektrische Flussdichte D ist eine Hilfsgrofle, welche materialunabhéingig
ist, auf welche in Abschnitt 1.3.4 noch eingegangen wird.

Dielektrikum
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Abbildung 3.27: Idealer Kondensator mit Dielektrikum. Der Kondensator besteht aus zwei
Platten, zwischen denen sich ein Dielektrikum befindet. Das Dielektrikum ist ein nicht leitendes
Material, das die elektrische Feldstarke reduziert und die Kapazitéit des Kondensators erhoht, indem
es die Relative Dielektrizitatskonstante erhort.
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Die Eigenschaften des Dielektrikums sind materialspezifisch und werden durch die Dielektrizitétszahl
e, quantifiziert. In Tabelle 3.2 sind Beispiele einiger Dielektrika und deren &,, aufgefiihrt:

Material Er

Vakuum 1
Luft (bei STP)  1.0006
Kunststoff (PE) 2.25-2.3

Glas 3-10
Keramik 5-300
Silizium 11.7
Tantaloxid 25-30
Wasser 81

Tabelle 3.2: Relative Dielektrizititszahl verschiedener Materialien. Diese dimensionslose Zahl
gibt an, wie stark das elektrische Feld in einem Material im Vergleich zum Vakuum beeinflusst wird.
Sie ist ein Maf fiir die Fahigkeit des Materials, elektrische Ladung zu speichern. Materialien mit
einer hoheren Dielektrizitatszahl erhohen die Kapazitédt eines Kondensators, da sie die elektrische
Feldstdarke im Inneren verringern.

Zur vollstandigen Beschreibung der Materialeigenschaften des Dielektrikums wird neben der Dielek-
trizitdtszahl noch die elektrische Feldkonstante ¢y benttigt. Dabei handelt es sich um das dielektri-
sche Verhalten des elektrischen Feldes im Vakuum. Wahrend die Dielektrizitdtszahl e, einheitslos ist,
bringt die elektrische Feldkonstante die Einheit \‘,\—; mit. Sie wird mit der relativen Dielektrizitatszahl
multipliziert was zusammen die Dielektrizitdtskonstante € ergibt.

Faradiliilﬁ
m m  Vm

e] =1

E==¢€p- & (3.28)

€ : Dielektrizitatskonstante

g0 : Elektrische Feldkonstante (8.85421878 - 107 '?)
€, : Relative Dielektrizitatszahl

Mit Hilfe dieser Materialeigenschaften des Dielektrikums und den Dimensionen sowie der Entfernung
der Kondensatorplatten, kann die Kapazitit des Kondensators wie folgt berechnet werden:

[C]=1F

e-A
d

C= (3.29)

A : Querschnittsfliche des Materials (m?)
d : Abstand der Elektroden (m)

3.4.4 Die elektrische Flussdichte

Die elektrische Flussdichte ﬁ, auch Verschiebungsdichte genannt, steht proportional zum elektrischen
Feld E. Ihr Vorteil besteht darin, dass sie materialunabhéngig ist, was mathematische Vorteile mit
sich bringt.
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—

D=c-E+P (3.30)

Zusétzlich zur Dielektrizitdtskonstanten € wird die Polarisation des Mediums P addiert. Sie be-
schreibt das Polarisationsverhalten, welches im Einschaltvorgang ablduft. Im statischen Fall kann die
Polarisation P oft vernachléssigt werden, was die Gleichung wie folgt vereinfacht.

Coulomb (@ As
D=1-"—F—=1—5=1->

D=¢-E (3.31)

Einfiihrung in die zeitabhingige Vorginge

Bisher ist bekannt, dass elektrische Felder in leitfahigen Materialien einen Strom I und eine Span-
nung U verursachen. Der Strom I und die Spannung U beschreiben die Felder jedoch nur inte-
gral, sie werden also als zeitlich konstant angesehen. Im Gegensatz zum Widerstand R gibt es je-
doch Bauteile (Kondensatoren und Spulen), die ein zeitlich verénderliches Verhalten aufweisen. Der
ohm’sche Widerstand R alleine reicht somit nicht aus, um die Verhéltnisse bei Netzwerken mit zeitlich
verdnderlichen Vorgéngen zu beschreiben. Zur Beschreibung dieser zeitabhingigen Verhalten werden
die zeitabhéngigen Grofien u(f) und i(t) verwendet.

Die Herleitung der Zeitabhingigkeiten kann mathematisch folgendermaflen gezeigt werden. Aus der
Formel 3.4.1 ist bereits die Grundgleichung des Kondensators bekannt:

Q=C-U (3.32)

Zur Beschreibung des zeitlichen Verhaltens des Kondensators, wird die Anderung der Ladung iiber
die Zeit betrachtet

aQ ., dU

T T (3.33)

% beschreibt die Anderungsrate der Ladung, welche nach dem Grundgesetz der Elektrotechnik dem
Strom 4(t) entspricht, der in den Kondensator hinein- oder herausfliefit.

dQ _

- = i(1) (3.34)

Wird nun in der Formel 3.32 die konstante Ladung Q durch die zeitlich verdnderliche Groflie i(t)
ersetzt, erhélt auch die Spannung eine zeitliche Abhéngigkeit.

duc(?)

io(t) = C- =

(3.35)

Durch mathematische Umstellung nach wu.(¢) kann die Spannung in Abhiingigkeit des Stromes und
der Kapazitiat dargestellt werden:

wolt) = é - / io(t)dt (3.36)

Aus der Gleichung 3.35 folgt unmittelbar, dass sich die Spannung an einer Kapazitét nicht schlagartig
dndern kann, da dafiir ein unendlich hoher Strom erforderlich wire.
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3.4.5 Schaltverhalten eines Kondensators

Das Schaltverhalten beschreibt das Verhalten eines Bauteils bei Anderung der angelegten Spannung.
Je nachdem ob eine Spannungsquelle ein- oder ausgeschaltet wird, verhalten sich Strom und Spannung
am Bauteil entsprechend seiner Charakteristika. Zur Analyse des zeitlichen Verhaltens von Bauteilen
ist zuerst ein Schaltbild notwendig, welches die zu analysierende Schaltung visualisiert. Abbildung
3.28a zeigt ein Schaltbild einer Reihenschaltung einer Kapazitéit C' mit einem Widerstand R, welche
iiber einen Schalter mit einer Spannung U, versorgt werden koénnen.

Schalter wird bei ty = 57 gedffnet
A

1@%_f0

D

upr(t) R

(a) Darstellung der Reihenschaltung bestehend aus einer Kapazitit C, einem Widerstand R und
einem Schalter.

Uq/ uc(t)/ i(t)

100% — U,
LN uc(t)
63% ‘ to i)
3% + 7~
I
+ 1 — Zeit

T 2t 37 4t bt 6r T7r 8r 97 107 117 127

(b) Spannungs- und Strom verlauf {iber der Kapazitiit bei einer Gleichspannung die zum Zeitpunkt
t = 0 eingeschaltet wird und zum Zeitpunkt ¢ abgeschaltet wird.

Abbildung 3.28: Der Spannungs- und Stromverlauf iiber der Kapazitit. Das Diagramm zeigt
die Reaktion der Kapazitit auf die plotzliche Anderung der Spannung und veranschaulicht das typi-
sche Lade verhalten.

Im Diagramm 3.28b ist zu sehen, dass sich trotz angelegter Gleichspannung U, die Spannung u.(t)
zeitgleich nicht miténdert, sondern eine Trégheit aufweisen. Dieses zeitlich verédnderliche Verhalten
wird im Schaltbild 3.28a durch die zeitabhéngigen Gréfien u(t) und i(¢) ausgedriickt.

In diesem Beispiel ist der Schalter zu Beginn geschlossen und wird bei ty = 57 getffnet. Der Konden-
sator ist anfangs nicht geladen. Im Diagramm ist zu erkennen, dass sich trotzt angelegter Spannung
U, die Spannung iiber der Kapazitét uc(t) nicht sprunghaft dndert.

Dieses Einschaltverhalten resultiert aus der Aufladung der Kapazitit. Die Ladungstriger miissen
sich dafiir auf den Kondensatorplatten ansammeln. Dies geschieht so lange, bis die Spannung zwi-
schen den Platten der angelegten Spannung der Spannungsquelle entspricht. Da die zur Aufladung
benétigten Ladungstréiger in die Kondensatorplatten wandern miissen, fliet wéhrend dieses Vorgangs
ein entsprechender Strom ic(¢).

Im Fall einer ideal leitenden Schaltung ohne ohm’schen Widerstand, wiirden sich die Ladungstrager
unendlich schnell auf den Kondensatorplatten ansammeln, was einem unendlich hohen Strom ent-
sprechen wiirde. Im realen Fall hat der Kondensator bzw. die Hinleitung zum Kondensator, einen
ohm’schen Widerstand, welcher die Ladungstriger auf dem Weg zu den Kondensatorplatten aus-
bremst, also die elektrische Stromstérke reduziert. Daraus folgt der maximal mogliche Strom [ ax.
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_ Y (3.37)

Sobald der Schalter gedffnet wird, bleibt die Spannung iiber der Kapazitit erhalten. Dies bedeutet,
dass die zugefiihrte Energie in der Kapazitit verbleibt und sich im stationdren Fall nicht mehr
dndert. Dementsprechend fliefit bei einer aufgeladenen Kapazitit auch kein Strom mehr, was in
einem eingeschwungenen Gleichstromnetzwerk einem Leerlauf gleichzusetzen ist.

Mit Hilfe der beiden Formeln 3.35 und 3.36 ist das Verhalten von Strom und Spannung an einer
Kapazitit vollstdndig beschrieben, was nun diverse Berechnungen ermdglicht. Ein weiteres Beispiel
ist das Schaltverhalten einer Kapazitét bei anlegen einer Rechteckspannung. Der Unterschied besteht
darin, dass nicht wie in Beispiel 3.28a, eine konstante Spannungsquelle iiber einen Schalter geschaltet
wird, sondern die Spannungsquelle selbst die Eingangsspannung bestimmt.

uc(t)l__ C

i(t)

up(t) R

(a) Darstellung der Reihenschaltung bestehend aus einer Kapazitéit C' und einem Widerstand
R an einer rechteckférmigen Spannungsquelle.

u(t)/ ue(t)/ i(t)
100% ———————F """~ — u(t)
63% 33 uc(t)
RO/ IR A LD i(t)
1 |
L : : : L : : : —> Zeit
T 2t 3t 47 57 6r-7t 8t 97 107 117 127
Y I e il
-63%
S100% F------- - - m e s L

(b) Spannungs- und Strom verlauf iiber der Kapazitiit bei einer rechteckformigen Spannung.

Abbildung 3.29: Spannungs- und Stromverlauf {iber der Kapazitét. Das Diagramm zeigt die
Reaktion der Kapazitit auf eine plotzliche Anderung der Spannung und veranschaulicht das typische
Lade- und Entladeverhalten des Kondensators.

Im Gegensatz zum Schalter, versucht die Spannungsquelle im Beispiel 3.29a ab dem Zeitpunkt ty =
57 die Systemspannung auf 0 zu ziehen. Dies fithrt dazu, dass die Kapazitit entladen wird. Dies
fithrt entsprechend zu einem entgegengesetzten Stromfluss i¢(¢), da sich die Ladungstriger von den
Kondensatorplatten wegbewegen, um wieder einen neutralen Zustand zu erreichen.

Beispiel 3.1: Berechnungs der Kapazitét

e Ladung auf Platten Q =c-A=¢-E- A

e Kapazitit mit C = % berechnen

e Gespeicherte Energie W = % -C-V?
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o Kapazitit zweier Kondensatoren mit verschiedenen ¢, iiber D berechnen

3.5 Induktivitit und Spule

Das Gegenstiick zum Kondensator ist die Spule, oder genauer gesagt: Das Gegenstiick zur Kapazitét
C ist die Induktivitéit L. Die Induktivitéit ist ebenfalls ein Energiespeicher, wobei der Unterschied in
der Art der genutzten Felder liegt. Wihrend bei der Kapazitéit die Energie in Form eines elektrischen
Feldes gespeichert wird, geschieht dies bei der Induktivitét iiber das magnetische Feld.

Lernziele: Induktivitit und Spule

Die Studierenden

e konnen zwischen Induktivitdt und Spule differenzieren.
e kennen die wichtigsten Parameter rund um die Induktivitéit und die Spule.

e konnen die Induktivitdt einer Spule berechnen.

3.5.1 Die Induktivitiat L

Die Induktivitdt ist die Féahigkeit eines Objektes, elektrische Energie in Form eines magnetischen
Feldes zu speichern. Diese Eigenschaft kommt zustande, sobald ein elektrischer Strom durch einen
Leiter fliefit um welchen sich entsprechend ein magnetisches Feld ausbildet. Das Formelzeichen der
Induktivitét ist L (benannt nach dem franzosischen Physiker Heinrich Lenz), wihrend die Einheit in
Henry (H) angegeben wird.

Das einfachste und geléufigste Beispiel, an dem die Induktivitdt erkldrt werden kann, ist die Spule.
Obwohl sich das Phdnomen der Induktivitit bereits bei einem einfachen Leiter ausbildet, wird dieser
Effekt durch den Aufbau einer Spule bewusst verstirkt. In Abbildung 3.30 ist ein Zylinderluftspule
mit ihrer magnetischen Flussdichte B dargestellt.

XXX

=

Abbildung 3.30: Darstellung des magnetischen Feldes einer Zylinderluftspule. Es illustriert
die Feldlinien sowohl innerhalb als auch auflerhalb der Spule und veranschaulicht, wie sich das Ma-
gnetfeld entlang der Achse der Spule konzentriert und auflerhalb der Spule abnimmt.
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Das Thema der magnetischen Groflen wird ausfithrlich in Modul 6 behandelt. Zum Verstédndnis der
Funktionsweise einer Spule und der daraus resultierenden Induktivitét, soll eine kurze Einfiihrung
zur Entstehung von Magnetismus helfen.

Sobald Strom durch einen geraden Leiter fliefit, entsteht ein magnetisches Feld konzentrisch um
den Leiter herum. Abhéngig von Stromstirke und Stromrichtung dndert sich auch das magnetische
Feld. Die Rechte-Faust-Regel dient dabei als Gedankenstiitze zur Bestimmung der Richtung und
Orientierung des Magnetfeldes.

a

Abbildung 3.31: Rechte-Hand-Regel zur Bestimmung der Richtung des Magnetfeldes. Ein
stromdurchflossenen Leiter erzeugt ein Magnetfeld das mit hilfe der Rechten-Hand-Regel bestimmt
wird. Wenn der Daumen der rechten Hand in die Richtung des Stroms zeigt, dann kriimmen sich die
iibrigen Finger in die Richtung der Feldlinien des Magnetfeldes.

Entsprechend der Grafik 3.31 verlduft das Magnetfeld in Richtung der Fingerspitzen konzentrisch
um den Leiter herum, sofern man den Daumen in Richtung der technischen Stromrichtung, also
entgegen der Fliefrichtung der Elektronen, ausrichtet. Das Magnetfeld dreht sich von Siid nach
Nord und hat eine Flussdichte E, sowie eine Feldstirke H. Dabei ist zu beachten, dass sich die
magnetische Flussdichte B analog zur elektrischen Feldstéarke E , und die magnetische Feldstarke H
analog zur elektrischen Flussdiche 57 verhélt. Im Modul 6 wird das Thema Magnetismus ausfiihrlicher
behandelt. In diesem Modul geht es primér um das Kennenlernen der Spule und der Induktivitét.

Der britische Physiker und Chemiker Michael Faraday fiihrte mitte des 19. Jahrhunderts Experi-
mente durch, bei denen er eine Spule in der Ndhe eines Magneten bewegte oder den Strom in einer
benachbarten Spule verdnderte. Dabei stellte er fest, dass sich die Grofe der induzierten Spannung
proportional zur Anderungsrate des Magnetfeldes verhilt.

do
Ui~ 4 (3.38)

Faraday stellte fest, dass der Proportionalitéitsfaktor von der Anzahl der Wicklungen der Spule
abhéngt.

_ d¢
Vi=-N-o (3.39)

Etwa zur gleichen Zeit entdeckte der amerikanische Physiker Joseph Henry das Phdnomen der Selbst-

induktion, wobei ein elektrischer Strom in einer Spule eine Spannung in der Spule selbst induzieren
kann, wenn der Strom verdndert wird. Auch hier wurde ein proportionales Verhalten festgestellt.

dr

Ui~ =
dt

(3.40)
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Diese Eigenschaft der Spule die durch das Speichern magnetischer Energie entsteht ist die Induktivitét
L, deren Einheit dem Physiker zu Ehren als Henry [H] benannt wurde.

dr
Uy=-L - — 341
=L (3.41)
Das Minus-Zeichen kommt daher, dass der induzierte Strom nach der Lenz’schen Regel seiner Ursache
entgegenwirkt.

Analog zum Kondensator, kann auch das zeitabhéngige Verhalten fiir die Spule folgendermafien
ausgedriickt werden:

Spannung iiber der Induktivitat
diL(t)
dt

(3.42)

Strom durch die Induktivitit

in(t) = % - / oL (3.43)

3.5.2 Die Spule als Bauelement

Mit dem Wissen iiber das magnetische Feld kann nun der Aufbau und die Funktionsweise der Spule
erklédrt werden. Ein einfaches Beispiel dafiir ist die Zylinderluftspule. Wird ein Leiter zu einer Leiter-
schleife geformt, bildet sich das Magnetfeld so aus, dass es durch die Schleifenéffnung hindurchgeht.
Werden nun mehrere Leiterschleifen hintereinander gewickelt, wird das Magnetfeld um den Faktor der
Windungszahl verstirkt. Diese Anordnung von gewickelten Leiterschleifen ergibt die in Abbildung
3.32 gezeigte Zylinderluftspule.

Abbildung 3.32: Verschiedene Arten und Bauformen von Spulen. Darunter Zylinderspulen,
Ringkernspulen, Eisenkernspulen und Luftspulen. Eine grofiere Anzahl von Windungen erhéht die
Konzentration des Magnetfelds und steigert die Induktivitéit der Spule. Ein Eisenkern kann zusétzlich
verwendet werden, um die Magnetfeldlinien zu biindeln und die Effizienz zu verbessern.

Thren Namen verdankt diese Spule ihrer zylindrischen Form in Léngsrichtung und des Mediums Luft
im inneren ihrer Wicklungen. Wenn nun ein Strom durch die Spule flieit, iiberlagern sich die Ma-
gnetfelder der einzelnen Wicklungen zu einem stérkeren Magnetfeld. Die Stdrke hingt dabei von
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der Windungszahl und der Stromstérke, sowie der Entfernung zum Leiter, ab. Je nach Orientierung
des Stromes und der Wicklungen, entsteht bei einer Zylinderluftspule auf der einen Seite ein Nord-
und auf der anderen Seite ein Siidpol. Der Verlauf der Magnetfeldlinien in einer Zylinderluftspule
entspricht der Abbildung 3.30.

Was alle Spulen verbindet, ist ihre Féahigkeit, die Eigenschaft der Induktivitit nutzbar zu machen,
wie es im folgenden Schaltbild 3.34 dargestellt ist. Dieses Schaltbild reprisentiert jedoch nur die
idealisierte, nutzbare Induktivitét.
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Abbildung 3.33: Schaltungselement fiir Spule. Européischen (links) und amerikanisches (rechts).

Abbildung 3.34: Schaltzeichen einer idealen Spule.

Fiir eine realitatsgetreue Nachbildung der Schaltung ist es wichtig die Spule als Bauteil vollstandig zu
beschreiben. Dies wird mit Hilfe eines Ersatzschaltbildes gemacht, welches auch die ungewollten, also
parasitiren Eigenschaften des Bauteils, nachbildet. Abbildung 3.35 zeigt ein solches Ersatzschaltbild.

Abbildung 3.35: Ersatzschaltbild einer realen Spule. Die ideale Spule L wird durch einen Serien-
Widerstand R und einen parallel geschalteten Kondensator C,, ergénzt, um parasitéire Effekte zu
beriicksichtigen.

Im Ersatzschaltbild einer Spule werden nicht nur die nutzbare Induktivitéit, sondern auch die para-
sitdren Eigenschaften beriicksichtigt, die in realen Spulen auftreten. Diese parasitiren Eigenschaften
entstehen beispielsweise durch die Kapazitdten zwischen den Wicklungen und die ohmschen Ver- lus-
te im Material. Das modellierte Ersatzschaltbild ermdglicht es, diese Effekte im Schaltungsentwurf
zu beriicksichtigen und das Schaltverhalten besser vorherzusagen.

Die Spule ist der verzweifelte Versuch, eine Induktivitdt nachzubilden.
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3.5.3 Die Permeabilitit

Ahnlich wie im Fall des Kondensators und der Kapazitiit, unterscheidet sich auch die Stirke des
Magnetfeldes abhéngig vom Material. Was beim Kondensator das Dielektrikum und die Permitivitat
sind, wird bei der Spule als ferromagnetisches Material und Permeabilitit bezeichnet. Ein Beispiel
einer Spule mit einem ferromagnetischen Material ist die Ringkernspule 3.36.
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Abbildung 3.36: Ringkernspule mit Eisenkern. Der Eisenkern verstirkt das Magnetfeld und
erhoht die Induktivitédt der Spule. Diese Bauweise minimiert Streufelder und verbessert die Effizienz,
indem sie das Magnetfeld innerhalb des Kerns konzentriert.

Bei der Ringkernspule handelt es sich um einen mit Draht umwickelten Ferritring. Innerhalb des
Materials findet eine Ausrichtung auf atomarer Ebene statt, was zu einer Verstirkung des Magnet-
feldes fiihrt. Die Stirke der magnetischen Flussdichte B wird dabei neben der Dimensionen und der
Stromstéirke, von den Materialeigenschaften, insbesondere von der Permeabilitit, bestimmt.

Die folgende Tabelle 3.3 zeigt die Permeabilitéitszahl einiger gingiger Materialien:

Material Wr
Supraleiter 1. Art 0
Vakuum 1

Luft (bei STP) 1.00000037
Kupfer 0.999994
Gold 0.999964
Aluminium 1.000022
Eisen 300 — 10000
Ferrit 4 — 15000

Tabelle 3.3: Relative Permeabilititszahl verschiedener Materialien: Diese dimensionslose Zahl
gibt an, wie stark das magnetische Feld in einem Material im Vergleich zum Vakuum beeinflusst
wird. Sie ist ein Maf fiir die Fahigkeit des Materials, magnetische Fliisse zu speichern oder zu leiten.
Materialien mit einer htheren Permeabilitdtszahl erhéhen die Induktivitdt von Spulen.

Zur vollstdndigen Beschreibung der Eigenschaften des ferromagnetischen Materials wird neben der
Permeabilitéitszahl noch die magnetische Feldkonstante py benotigt. Dabei handelt es sich um das
Verhalten des magnetische Feldes im Vakuum. Wihrend die Permeabilitéitszahl u, einheitslos ist,
bringt die magnetische Feldkonstante die Einheit H/m mit. Sie wird mit der relativen Permeabilitét
des Materials multipliziert was zusammen die Permeabilitdtskonstante p ergibt.
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b= Hr - o (3.44)

1 : Permeabilitatskonstante

to : Magnetische Feldkonstante (= 4 - 1077)
1y = Relative Permeabilitdtszahl

Mit Hilfe der Permeabilitét, des Stromes, der Windungszahl und der Linge der Spule, kann die
magnetische Flussdichte B mit der Einheit Tesla T berechnet werden.

B=pu-H (3.45)

5] — H/rnr;lA.l _ Hm2A _ (v.srflga().}(: \I/n.; _ T (Tesla)
p-t LN (3.46)

1 : Permeabilitatskonstante
I : Elektrische Stromstérke
N : Anzahl der Windungen
l:

Lénge des Magnetkreises

Die Induktivitét selbst hingt ebenfalls von der Bauform und den verwendeten Materialien ab.

[L] =1Henry = 1H = 1%
. 2 .
Lok N4 ]\; A (3.47)
3.5.4 Die magnetische Feldstirke
B=pu-H (3.48)

3.5.5 Schaltverhalten einer Spule

Zum besseren Verstédndnis der Funktion einer Spule wird nun ein zeitlich verénderliches Signal, hier
der Einschalt- und Ausschaltvorgang, betrachtet. Das grundlegende Prinzip der Induktivitéit basiert
darauf, dass ein zeitlich verénderlicher Strom ein zeitlich verédnderliches Magnetfeld erzeugt. Dieses
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zeitlich verdnderliche Magnetfeld induziert wiederum einen Induktionsstrom in die Spule selbst. Auf-
grund der Lenz’schen Regel wirkt der Induktionsstrom jedoch entgegen seiner Ursache, was einen
sprunghaften Anstieg des Stromes verhindert.

Schalter wird bei ty = 57 gedffnet

¢

(a) Darstellung der Reihenschaltung bestehend aus einer Induktivitét L, einem Widerstand R und
einem Schalter.

Ua/ i(t)/ ur(t)

100% — Uq4
AN i(t)
63% . to it
37% t 7~ . v
1 . t Zeit

T 2t 3t 4t 57 6r Tt 8t 97 107 117 127

(b) Spannungs- und Strom verlauf iiber der Induktivitéit bei einer Gleichspannung die zum Zeit-
punkt ¢t = 0 eingeschaltet wird und zum Zeitpunkt ¢, abgeschaltet wird.

Abbildung 3.37: Der Spannungs- und Strom verlauf iiber der Induktivitét. Das Diagramm
zeigt die Reaktion der Induktivitéit auf die plotzliche Anderung der Spannung und veranschaulicht
das typische Lade verhalten.
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ur(t) M L
ult) l@ i(t)
ur(t)|| | R

(a) Darstellung der Reihenschaltung bestehend aus einer Induktivitdt L und einem Wider-
stand R an einer rechteckférmigen Spannungsquelle.

u(t)/ i(8)/ uL(t)
100% —————— )~ ~""""""""~~~1 — u(t)
63% 3o i®
37% + /- . — o m e _ LD ur (t)
1 |
L : : : ! ‘ : : — Zeit
T 27 3t 47 57 67t 8t 97 107 117 127
BT% -
-63% T
S100% fFmmmm e

(b) Spannungs- und Strom verlauf {iber der Induktivitéit bei einer rechteckformigen Spannung.

Abbildung 3.38: Spannungs- und Stromverlauf {iber der Induktivitidt. Das Diagramm zeigt
die Reaktion der Induktivitdt auf eine plotzliche Anderung der Spannung und veranschaulicht das
typische Lade- und Entladeverhalten der Induktivitét.

In der praktischen Anwendung ermoglicht die Induktivitdt die Konstruktion von Komponenten wie
Transformatoren, Drosseln und Induktivitdten, die in einer Vielzahl von elektrischen und elektro-
nischen Geriiten zu finden sind. Von der Filterung von Signalen iiber die Energieiibertragung bis
hin zur Steuerung elektromagnetischer Interferenzen ist die Induktivitét ein Schliisselelement in der
modernen Elektrotechnik.

Beispiel 3.2: Berechnungs der Induktivitit N

e Berechnung der Induktivitéit L

e Berechnung der magnetischen Flussdichte B

e Gespeicherte Energie im Magnetfeld Ey, ?
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Modul 4

Grundlegende
Gleichstromnetzwerke

4.1 Einleitung

Elektrische Netzwerke sind in der heutigen Welt omnipréasent. Sie bestehen aus Zusammenschaltun-
gen von verschiedenen elektrischen Bauteilen, welche durch Verbindungsleitungen miteinander ver-
kniipft sind. In der Realitit kommen sie in den verschiedensten Funktionen und Gréfienordnungen
vor. So kann ein elektrisches Netzwerk sowohl eine kleine elektronische Schaltung innerhalb eines
Mikrocontrolers mit einer Gréfie von einigen Mikrometern darstellen, als auch ein elektrisches Ener-
gieverteilungsnetz mit Ausdehnungen von bis zu einigen 1000 Kilometern abbilden, wie sie symbolisch
in den Abbildungen 4.1 bzw. 4.2 angedeutet sind.

Abbildung 4.1: Symbolbild eines kleinen elek- Abbildung 4.2: Symbolbild eines grofien elek-
trischen Netzwerkes auf einer Platine trischen Netzwerkes

Dieses Kapitel bietet eine Einfiihrung zu grundlegenden Berechnungen in elektrischen Gleichstrom-
netzwerken. Ziel dieser Berechnung ist es in der Regel, die Spannungen und Strome in allen Bauteilen
des Netzwerkes zu berechnen. Reale Bauteile werden dazu in der Regel vereinfacht als Kombinati-
on idealer Zweipole dargestellt (Beispiele: Tabelle 4.1). Aus der Verschaltung dieser Zweipole lésst
sich ein vereinfachtes Modell der realen Schaltung aufbauen, welches das grundlegende Verhalten
der Schaltung nachbildet. Dieses Modell bildet die Grundlage zur mathematischen Berechnung der
Schaltung.

Da in diesem Kapitel ausschliefflich lineare Bauteile wie Widerstéinde oder ideale Gleichspannungs-
quellen verwendet werden, ist eine analytische Berechnung grundsétzlich immer moglich. In fortge-
schrittenen Modulen werden hingegen nichtlineare Bauelemente wie reale Operationsverstéirker oder
Dioden eingefiihrt. In diesem Fall ist oft eine iterative bzw. numerische Herangehensweise notwendig.
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4.2 Zweipole und Zihlpfeilsysteme

Lernziele: Zweipole und Zihlpfeilsysteme

Die Studierenden konnen

e den Begriff des Zweipols erldutern sowie gidngige Zweipole nennen und deren Schaltsym-
bole verwenden

e das Erzeuger- sowie Verbraucherzihlpfeilsystem erldutern und entsprechend der Kon-
ventionen anwenden

e die zentralen Elemente des Grundstromkreises erldutern und die Zusammenhénge zwi-
schen diesen erkennen

4.2.1 Zweipole

Als Zweipol (Abb. 4.3) wird ein Bauelement mit zwei dufleren Anschlussklemmen bezeichnet. Der
innere Aufbau dieser Zweipole kann dabei von génzlich unterschiedlicher Art und Komplexitét sein.
Beispielsweise ist ein einfacher elektrischer Widerstand, aber auch eine Spannungsquelle (beispiels-
weise eine Autobatterie) oder ein Haartrockner (sofern dieser nur zwei Anschlussleitungen besitzt)
als Zweipol zu sehen. Bauteile mit mehr Anschlussleitungen werden entsprechend als Dreipol (z.B.
Kiihlschrank mit Schutzleiter), Vierpol (z.B. Transformator) oder gar Fiinfpol (elektrischer Herd mit
Drehstromanschluss, Schutzleiter und Neutralleiter) bezeichnet.

Unabhéngig von der inneren Komplexitit kann ein Zweipol im elektrischen Netzwerk vollstdndig
durch die Beziehung von Strom und Spannung an seinen Anschlusspunkten, dem sogenannten Klem-
menverhalten, charakterisiert werden. Zu beachten ist dabei, dass der in Abbildung 4.3 eingezeich-
nete Strom I; eines Zweipols stets genauso grofl wie der Strom I ist.

Die praktische Realisierung der Bauteile wie reale Baumafle, Materialeigenschaften, parasitire Effekte
oder interne inhomogene Feldstéirkeverteilungen werden in der Netzwerkberechnung mit Zweipolen
vernachlassigt.

Abbildung 4.3: Allgemeine Darstellung eines Zweipols mit den gleich groflen Stromstérken [; und I
sowie der anliegender Spannung U

Einige der bereits aus vorherigen Kapiteln bekannte Zweipole sind in Tabelle 4.1 beispielhaft auf-
gefiihrt.
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Zweipol Schaltzeichen

o

ideale Spannungsquelle

ideale Stromquelle

Kondensator (Kapazitiit)

ohmscher Widerstand

10 o

Spule (Induktivitét)

Tabelle 4.1: Beispiele verschiedener Zweipole sowie ihrer Schaltzeichen

4.2.2 Zahlpfeilsysteme

Die Wahl der Zéhlrichtungen von Strom und Spannung ist grundsétzlich beliebig. Bei der Berechnung
elektrischer Netzwerke wird haufig versucht, die Zahlrichtungen so einzufiithren, dass die Strome
und Spannungen positiv sind. Das ist fiir von vornherein bekannte Groflien durchaus sinnvoll. Fiir
unbekannte Gréflen muss die Zahlrichtung hingegen willkiirlich festgelegt werden. Es wird dadurch
nicht ausgedriickt, dass der Strom tatséchlich in der Pfeilrichtung flieit bzw. eine positive Spannung
in Pfeilrichtung anliegt. Die tatséchliche Richtung wird dann durch das Vorzeichen der Spannung
ausgedriickt. Fiir eine vorzeichengerechte Beschreibung von Stromen und Spannungen ist also eine
Bemaflung mit Zahlpfeilen zwingend notwendig.

Bei Zweipolen wird zwischen den in Tabelle 4.2 vorgestellten zwei unterschiedlichen Zahlpfeilsystemen
unterschieden:

Merke: Verbraucher- und Erzeugerzihlpfeilsysteme

Verbraucher-Zihlpfeilsytem (VPS): Strom und Spannung werden am Zweipol gleichsin-
nig gezihlt. Anzuwenden bei passiven Zweipolen (z.B. Widerstinden)

Erzeuger-Zihlpfeilsystem (EPS): Strom und Spannung werden am Zweipol entgegenge-
setzt gezdhlt. Anzuwendn bei aktiven Zweipolen (z.B. Spannungsquellen)

Merke: Zihlpfeile

Ziahlpfeile dienen der Zahlweise und sind nicht mit Vektoren zu verwechseln!
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Zéhlpfeilsystem | Erzeugte Leistung | Verbrauchte Leistung | Zé#hlpfeile am Verbraucher
I
o—p—| ——-o0
.
VPS P=-UI P=UI>0 U
1
o—a—| ——-o0
—_—
EPS P=UI>0 P=-UI U

Tabelle 4.2: Vergleich zwischen Verbraucherzihlpfeilsystem (VPS) und Erzeugerzéhlpfeilsystem
(EPS).

4.2.3 Der Grundstromkreis

Die zuvor eingefithrten Zweipole (oder auch Mehrpole) lassen sich zu einem elektrischen Netzwerk
zusammenschliefen.

Zweig

Abbildung 4.4: Der elektrische Grundstromkreis mit eingezeichneten Zweigen, Knoten und Maschen

Dabei bilden die idealisierten Zweipole Zweige, die wie in Abb. 4.4 auch aus mehreren direkt hinter-
einandergeschalteten Zweipolen bestehen kénnen. Durch alle Elemente eines Zweiges fliefit der gleiche
Strom. Neben dem in Abbildung 4.4 griin markierten Zweig bilden auch die Zweipolgruppe Ry, Rs
und Uy sowie der Kurzschluss in der der Zeichnung jeweils einen weiteren Zweig.

Die Verbindungspunkte, an denen sich jeweils mindestens drei Zweige treffen, werden als Knoten
oder Knotenpunkte bezeichnet. Ein flieBender elektrischer Strom kann sich hier auf die verschiedenen
Zweige aufteilen. Das elektrische Potential ist jedoch fiir alle verbundenen Anschliisse identisch. Ein
Knoten wird im Schaltplan durch einen ausgefiillten Kreis gekennzeichnet und mit K,, genannt. Ge-
schlossene Pfade von mindestens zwei sich aneinanderreihenden Zweigen innerhalb eines Netzwerkes
werden Maschen genannt und mit M,, abgekiirzt. Im Schaltplan wird neben der Bezeichnung der
Masche haufig auch eine Umlaufrichtung mit einem Pfeil angedeutet, der die Umlaufrichtung der
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Masche angibt. Im hier gezeichneten Grundstromkreis lassen sich neben der eingezeichneten Masche
M, bestehend aus Ry, Rs, Uy und dem Kurzschluss zwischen den Knoten K7 und K5 zwei weitere
Maschen finden: Der griin eingezeichnete Zweig zusammen mit dem Kurzschluss zwischen K7 und Ko
bilden eine Masche Ms. Eine weitere Masche M3 aulen herum fithrt auflen um die Schaltung herum
und enthilt alle eingezeichneten Zweipole, nicht jedoch den Kurzschluss zwischen K; und Ko.

4.3 Kirchhoffsche Sitze

Die im vorherigen Modul eingefiihrten Bauteilgleichungen, welche den Zusammenhang zwischen Span-
nung und Strom an den einzelnen Bauteilen aufzeigen, reichen nicht aus, um sdmtliche Spannungen
und Strome innerhalb eines Netzwerkens zu berechnen. Die Kirchhoffschen Regeln, auch Maschen-
bzw. Knotenregel genannt, liefern die hierzu benttigten Gleichungen.

Lernziele: Kirchhoffsche Regeln

Die Studierenden konnen

e die Kernaussagen der Kirchhoffschen Regeln wiedergeben

o die Kirchhoffschen Regeln auf einfache Widerstandsnetzwerke anwenden

4.3.1 Knotenregel (1. Kirchhoffsche Regel)

Die Knotenregel sagt aus, dass die Summe aller in einen Knoten hereinflieBenden Stréme identisch
zu Summe aller herausflielenden Strome ist:

Summe der zuflieBenden Strome = Summe der abfliefenden Strome

Mathematisch ausgedriickt resultiert dies in folgendem Zusammenhang:
> Lu=) I (4.1)

Dabei ist zu beachten, dass die Stréme entsprechend ihrer Z&hlpfeilrichtung gewertet werden. In
den Knoten hereinflielende Strome werden positiv, aus dem Knoten herausflieende Strome werden
negativ gezihlt. Falls die tatséchliche Richtung eines Stromes im Vorfeld nicht bekannt ist, kann die
Zahlpfeilrichtung willkiirlich festgelegt werden. Die tatsdchliche Stromrichtung ergibt sich aus dem
Zahlenwert als Rechenergebnis. Ist dieses fiir einen Strom negativ, sprich I < 0, flieft der reale Strom
in die entgegengesetzte Richtung.

Alternativ ldsst sich dieser Zusammenhang auch dadurch ausdriicken, dass die Summe aller Strome
in einem Knoten gleich 0 ist:

3

=0 (4.2)
i=1
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Auf den beispielhaften Knoten in Abbildung 4.5 angewendet ergeben sich folgende Gleichungen:

Abbildung 4.5: Einfacher Beispielknoten

L =1+ Iy
L—Ih—I3=0

Der Knoten, auf den sich die Regel bezieht, muss jedoch nicht nur aus einem Punkt bestehen. Viel-
mehr ist moglich, sogenannte Hiillknoten zu definieren, die einen Bereich innerhalb einer Schaltung
vollstdndig umschliefen. Angewendet auf den in Abbildung 4.6 gezeigten Hiillknoten ergibt sich die
Gleichung

Il+I2—I3—I4:0

Hiillknoten

Abbildung 4.6: Hiillknoten einer elektrischen Schaltung

Die Knotenregel ist durch die Verallgemeinerung des Ladungserhaltungssatzes fiir quellenfreie Stromungsfelder
nicht nur auf diskrete Bauelemente anwendbar. Vielmehr kann sie auf jede reale Struktur angewendet

werden. In Abbildung 4.7 ist die in den Draht hereinflieBende Stromstérke I folglich genauso hoch

wie die gesamte Stromstérke, welche aus der Hiillfliche des Blechausschnitts heraustritt.

Allgemein ldsst sich dieser Zusammenhang iiber das geschlossene Fliachenintegral iiber die Hiillfliche

A beschreiben:
// J-dA=0 (4.3)
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I
ld Hiillflache 1

Blechausschnitt

Hiillfldche 2

Abbildung 4.7: An einen Blechausschnitt angeschlossener Draht. Die Stromstérke I fliefit in den
Draht hinein, wihrend eine Stromdichte J aus dem Blechausschnitt herausfliefit.

4.3.2 Anwendungsfall Knotenregel: Parallelschaltung von Widerstinden

Ein grundlegender Anwendungsfall fiir die Knotenregel ist die Parallelschaltung von Widerstdnden.
Dabei teilt sich der Strom in einem gemeinsamen Knoten und jeweils ein Teilstrom durchfliefit die ein-
zelnen Widersténde. Nach dem Passieren der jeweiligen Wiederstéinde vereinigen sich die Teilstrome
wieder, und flieBen als Gesamtstrom weiter. Dargestellt ist dies in Beispiel 4.1.

Beispiel 4.1: Parallelschaltung von Widerstinden

Bei der Parallelschaltung teilen sich die Strome an den gemeinsamen Knoten auf. Wie grofl
ist die Stromstérke I3 im Verhéltnis zu den Stromstirken Iy bzw. I; und I57

Iy

o >

U, R1 Us RQ

I3

In-5L—-1,=0

—Iy=hL+1
—Li+L+1,=0

—-L+1=1I;

— I3 =1

Wird einer der Widerstinde durch eine ideal leitende Verbindung ersetzt (Leitwert geht gegen un-
endlich, Widerstand folglich gegen 0), verindert sich der Stromfluss im Bereich zwischen den beiden
Knoten (Beispiel 4.2).
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Beispiel 4.2: Parallelschaltung mit Leiter

Ein Widerstand wird durch eine leitende Verbindung ersetzt. Wie grof3 sind die Stromstérken
I 1 bzw. 12?

O < A

Io=11+ 17
mitU; = Ry - I;
Up=Ry-I=0=0,
— I =0

—Ig=1, =13

4.3.3 Maschenregel (2. Kirchhoffscher Satz)

Der 2. Kirchhoffsche Satz (Maschenregel) besagt, dass die Summe aller Spannungen in einer
Masche Null ergibt. Analog zur Richtung der Strome muss auch hier zwingend die Richtung der
einzelnen Teilspannungen beriicksichtigt werden. Zeigt der Richtungspfeil einer Teilspannung entge-
gen der Umlaufrichtung der Masche, so muss diese Teilspannung mit einem negativen Vorzeichen
versehen werden. Ist die Richtung einer anliegenden Spannung nicht bekannt, so kann auch hier eine
willkiirliche Z&hlpfeilrichtung angenommen werden. Eine gegensétzlich anliegende Spannung duflert
sich in Rechnungen auch hier mit einem negativen Vorzeichen.

Merke: Maschenregel

Gleichbedeutend mit der obigen Definition ldsst sich feststellen, dass die Summe aller gleichsinnig
geschalteten Spannungen an Spannungsquellen der Spannung entspricht, welche an den Verbrauchern
abfallt.

Merke: Maschenregel 2

Spannungssumme an Spannungsquellen = Spannungssumme an Verbrauchern
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Angewendet auf das in Abbildung 4.8 gezeigte Beispielnetzwerk ergeben sich folgende Maschenglei-
chungen:

Ui+U; —U3—-Us =0

beziehungsweise

Ui +U;=Us+ Uy

()L Uy Ry| ||U,
Masche I
CDL Us R| ||Us

s

Abbildung 4.8: Beispielnetzwerk bestehend aus zwei Spannungsquellen und zwei Widerstéinden

Die Maschengleichung gilt auch, falls in die Masche zusétzliche Strome eingespeist werden, oder
einzelne Zweipole wihrend des Umlaufs um eine geschlossene Masche mehrfach durchlaufen werden.

Der allgemeine Zusammenhang, jegliche aufintegrierte Spannung entlang einer geschlossene Kontur
0 ergibt, kann nach den Maxwell Gleichungen folgendermaflen beschrieben werden:

55 Edi=0 (4.5)

S

4.3.4 Anwendungsfall Maschenregel: Reihenschaltung von Widerstinden

Wiihrend die Knotenpunkte in elektrischen Netzwerken vor allem fiir den Strom von Bedeutung sind,
sind die Zweige und somit auch Maschen vor allem fiir die Berechnung der Spannungen von Interesse.
Bei einer Reihenschaltung von Widerstédnden in einem Zweig addieren sich alle Teilspannungen vor-
zeichenrichtig zu einer Gesamtspannung auf. Ein Anwendungsfall zur Ermittlung einer Teilspannung
ist in Beispiel 4.3 dargestellt.

Beispiel 4.3: Reihenschaltungen in Netzwerken

Bei der Reihenschaltung addieren sich die Spannungen zu einer Gesamtspannung auf.
Wie grof§ ist die Spannung Uy?
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U2 R2 RS U3

)

Masche entgegen dem Uhrzeigersinn aufstellen:

Uy—-Uy—-Uz=0

_>U0:U2_U3

Die Maschenregel ldsst sich auch anwenden, wenn die Masche, auf die sie angewendet wird, eine

Unterbrechungsstelle hat (siche Beispiel 4.4).

stelle?

U2 R2 R3 U3

|

It

Masche entgegen dem Uhrzeigersinn aufstellen:

Uy+U; —Uy—U3=0
Ermitteln der Spannung Us mit Hilfes des Ohmschen Gesetzes:

Us =1 Ry
—)IQZO
_>U2:O

FEinsetzen in Ausgangsgleichung und nach U; auflésen:

Uy =Uy+Us

Beispiel 4.4: Reihenschaltungen mit Unterbrechungsstelle

Eine Verbindung wird unterbrochen. Wie grof} ist die Spannung U; an der Unterbrechungs-
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4.4 FEinfache Widerstandsnetzwerke

Elektrische Netzwerke setzen sich héufig aus einfacheren Teilschaltungen zusammen. Oft ist es hilf-
reich, diese Teilschaltungen zu identifizieren, zu vereinfachen und anschlieflend zur Gesamtschaltung
zusammenzufassen. Solche Zusammenfassungen von Bauelementen sind grundsétzlich zuléssig, so-
fern sich das Klemmverhalten, also das Verhalten zwischen Strom und Spannung zwischen den
Anschlusspunkten, nicht dndert.

Lernziele: Einfache Widerstandsnetzwerke

Die Studierenden kénnen
e Teilschaltungen in gleichstromnetzwerken identifizieren

Widerstandsnetzwerke vereinfachen und zusammenfassen

Kurzschluss- sowie Leerlaufdaten bestimmen

Uberlagerungsverfahren anwenden

4.4.1 Reihenschaltung von Widerstinden

In einer Reihenschaltung werden alle Bauelemente vom gleichen Strom I durchflossen (siehe Abbil-
dung 4.9).

Qe wf ]

Abbildung 4.9: Reihenschaltung von zwei Widerstdnden und einer Spannungsquelle

Das Anwenden der Maschenregel (hier: Umlaufrichtung gegen den Uhrzeigersinn) fithrt zu folgender
Maschengleichnung;:

Uy—U —Uy=0

Mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes kénnen die Teilspannungen U; und Us als Produkt aus Stromstérke
und Widerstand dargestellt werden:

Uy—Ri-I—Ry-1=0
Up— (R1+R2)-I=0
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Die Widerstinde R; und R lassen sich in diesem Beispiel durch Addition ihrer Widerstandswerte
zu Ry + Ry = Ryes zusammenfassen (Abbildung 4.10).

Al

C)L U Ruw| ||V

Abbildung 4.10: Zusammenfassen von R; und Ry zu Rges

Allgemein lésst sich die Gesamtspannung Uses nach diesem Prinzip folgendermaflen zusammenfassen:

Uges = > Up =Y Ri+I=Rgee- I (4.6)
k=1 k=1

Ein Koeffizientenvergleich der letzten beiden Terme von Gleichung 4.6 liefert das allgemeingiiltige
Ergebnis, um Widersténde in einer Reihenschaltung zusammenzufassen:

Merke: Gesamtwiderstand einer Reihenschaltung

(4.7)

Betrachtet man statt der Widerstandswerte R die Leitwerte G = 1/R der Widersténde, ergibt sich
fiir den Gesamtleitwert einer Reihenschaltung:

Merke: Gesamtleitwert einer Reihenschaltung

4.4.2 Parallelschaltung von Widerstéinden

In einer Parallelschaltung von Widerstdnden liegt an allen Bauelementen die selbe Spannung an
(siehe Abbildung 4.11):

U, =U; =0y

Durch das Anwenden der Knotenregel ldsst sich zeigen, dass sich der Gesamtstrom Iy vor den Wi-
derstéanden in die Teilstrome I; und I aufteilt:

Io—I1 — I, =0 (4.9)



KAPITEL 4.4: 87

Al

C)i Uy Uy I I R,

Abbildung 4.11: Parallelschaltung von zwei Widersténden und einer Spannungsquelle

Wie bei der Reihenschaltung im Kapitel 4.1 ist es auch bei der Parallelschaltung von Widerstédnden
héufig von Vorteil, diese zu einem Gesamtwiderstand Rges zusammenzufassen (siehe Abbildung 4.12):

Al Io

C)i Us  Uo|| |Rees

Abbildung 4.12: Zusammenfassung der parallel geschalteten Widerstdnde R; und Rs aus Abbildung
4.11 zu Rges

Mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes konnen die unbekannten Teilstrome I; und I5 aus der Knotenregel
(Gleichung 4.9) quantifiziert werden:

Uo Uy
L =—, L=—
1 Rl ) 2 RQ
Eingesetzt in Gleichung 4.9 ergibt sich:
Uso Up
Iy—————=—=0
"R R

Ein Koeffizientenvergleich mit dem auf Abbildung 4.12 angewandten Ohmschen Gesetz ( Iy = Uy -
1
Rges )

liefert fiir Rges im gezeigten Fall von zwei parallel geschalteten Wlderstanden:

1 1 1

= + —
Rges Rl R2

Das Ausmultiplizieren dieses Ausdrucks ergibt die in Rechnungen hiufig genutzte Form:

Ry - Ry

Ryes = ————
6es Ri+ R,

(4.10)
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Der Gesamtwiderstand einer Parallelschaltung aus beliebig vielen Widerstédnden lisst sich mit Hilfe
der allgemeinen Formel fiir Parallelschaltungen ermitteln:

Merke: Gesamtwiederstand einer Parallelschaltung

(4.11)

Da der elektrische Leitwert durch den Kehrwert des Widerstandes G = 1/R beschrieben wird, ist der
Gesamtleitwert einer Parallelschaltung von Widerstéinden oft leichter zu berechnen:

Merke: Gesamtleitwert einer Parallelschaltung

(4.12)

Beispiel 4.5: Parallelschaltung von Widerstinden

Die drei Widerstinde Ry = 1kQ, Ry = 10k, R3 = 100 k(2 werden wie in folgender Abbildung
gezeigt parallel geschaltet. Wie grof} ist der Gesamtwiderstand Rgyes dieser Parallelschaltung?

Iy
1 I I3

U Ri| |Rz| |Rs

Aufstellen der Gleichung fiir Rges nach Gleichung 4.11:

1 1
Rgos = T T 1 1 1
Yowm wtmtwm

Einsetzen der Zahlenwerte und Losung mittels Taschenrechner:

1
Rges =

1 1 1
1-103 Q + 10-103 Q + 100-102 Q

— Rges = 900,90

4.4.3 Spannungsteiler an Widerstinden

Ein Anwendungsfall der Reihenschaltung von zwei Widerstédnden ist der Spannungsteiler. Er wird
genutzt, um eine Eingangsspannung Uy in zwei kleinere Teilspannungen aufzuteilen, und so eine
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genau definierte Ausgangsspannung Uy bereitzustellen.

4.4.3.1 Der unbelastete Spannungsteiler

Zunichst sei der in Abbildung 4.13 dargestellte Spannungsteiler unbelastet, d.h. es ist kein Lastwi-
derstand an den offenen Klemmen angeschlossen. Alle Bauelemente werden vom gleichen Strom [
durchflossen:

O

Abbildung 4.13: Unbelasteter Spannungsteiler

U U

=2t ==
R Rs

Durch Zusammenfassen der Reihenschaltung aus Widerstdnden ergibt sich:

Uo

I=——
R+ Ry

Durch Gleichsetzen der beiden Spannungsterme ergibt sich die Verhéltnisgleichung:

Uo_Uo
RQ_R1+R2

Isolieren der Ausgangsspannung auf der linken Seite des Gleichheitsszeichens fiihrt letztendlich zur
allgemeine Gleichung fiir den unbelasteten Spannungsteiler:

Merke: Unbelasteter Spannungsteiler

(4.13)

Beispiel 4.6: Unbelasteter Spannungsteiler

Eine Eingangsspannung von Uy = 24 V soll mit einem Spannungsteiler auf Uy = 6 V reduziert
werden. Wie ist das Verhéltnis der Widerstdnde von Ry zu Ry zu wéihlen? Wie grof3 sind die
Widerstinde R; und Ry zu wihlen, wenn der Gesamtstrom I = 10 mA betragen soll?

U2 6V R2
—_— = — = 2 = ——
Uy 24V 0,25 Ry + Ry
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— Ry = 025(R1 + R2)
0.75 Ry = 0.25 Ry

R =3R,

Der Widerstand R; muss also drei mal so grofl wie der Widerstand Ry gewéhlt werden.

U, Uy, 5V
T=22 sRy=22=2"_ _500Q
R, T T T 00IA

R1 =3-Ry=3-500Q = 15000

4.4.3.2 Der belastete Spannungsteiler

Wird die Ausgangsseite des Spannungsteilers wie in Abbildung 4.14 belastet, also beispielsweise
ein Lastwiderstand Ry, hinzugefiigt, so ergibt sich - von der Spannungsquelle aus gesehen - eine
Parallelschaltung der Widerstédnde R, und Ry,.

Wird der Ersatzwiderstand Ry, dieser Parallelschaltung {iber R— = R— + R ermittelt, dndert
sich das Verhéltnis der Widerstédnde des Spannungsteilers, und folghch auch die Ausgangsspannung
Diese Anderung muss bei der Auslegung eines belasteten Spannungsteilers mit beachtet werden.

O--=--1

(Diw D A

Y |
O-—— -4

Abbildung 4.14: Mit dem Widerstand Ry, belasteter Spannungsteiler

Beispiel 4.7: Belasteter Spannungsteiler X

Ein Spannungsteiler soll eine Eingangsspannung von Uy = 20 V auf die Ausgangsspannung
von Us =5 V reduzieren. Der Spannungsteiler wird mit Ry, = 2002 belastet. Vorgegeben ist
der Widerstand Ry = 300 €.

Wie grofl muss Ry dimensioniert werden, um die gewiinschte Ausgangsspannung zu erreichen?

Zunichst muss der benotigte Gesamtwert Ry, der Parallelschaltung aus Ry, und Rs berechnet
werden:
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Rneu
U =Uy —mM8M—
2 0 R1+Rneu
5V
Rneuzi' R Rneu
0V (B1 + )

0.75 - Ryen = 0.25- Ry =758

— Rpen = 10092

Der Widerstand R; ist mit Hilfe der Formel fiir Parallelschaltungen zu berechnen:

Ri-Ry  200Q-R,

1009 = =
Ry, + R 20092 + Ry
2002
Ry oo =2+ Ro = 2009+ Ry (4.14)

— Ry =20002

4.4.4 Stromteiler in Widerstandsnetzwerken

Eine wie in Abbildung 4.15 dargestellte Parallelschaltung von zwei Widerstéinden teilt einen in ei-
ne Schaltung flieBenden Strom Iy in zwei Teilstrome I; sowie Iy. Eine solche Schaltung wird als
Stromteiler bezeichnet.

Abbildung 4.15: Stromteiler der Stromstérke Iy in die Teilstromstérken I; und I5, bestehend aus den
parallel geschalteten Widerstinden R; und Ry

An allen Bauelementen dieser Schaltung liegt die identische Ausgangsspannung Uy an. Mit Hilfe des

Ohmschen Gesetzes ldsst sich diese Spannung {iber den Widerstdnden R; und Ry auch als Produkt
von Widerstandswert und der Stromstérke umschreiben:

Up=1, Ri=1 Ry

Durch das wie in Abbildung 4.12 beschriebene Zusammenfassen der Widerstinde Ry und Ry zu Rges
lésst sich der Gesamtstrom Iy in Abhéngigkeit der Ausgangsspannung Uy ermitteln:

Up =1y - Rges

Durch Gleichsetzen der beiden Stromterme ergibt sich folgendes Verhéltnis zwischen Iy und I

IZ 'RZ = IO'Rges
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Die Parallelschaltung Rgcs ldsst sich wie in Gleichung 4.10 gezeigt direkt aus den beiden Widerstands-
werten R; und Ry errechnen:

(4.15)

4.4.5 Besondere Betriebszustinde aktiver Zweipole

Aktive Zweipole lassen sich zu Ersatzspannungsquellen beziehungsweise Ersatzstromquellen
zusammenfassen. Dies kann vor allem zur Vereinfachung von elektrischen Netzwerken dienlich sein.

4.4.5.1 Kurzschluss- und Leerlaufversuch an der Ersatzspannungsquelle

Die reale Spannungsquelle

Eine reale Spannungsquelle besteht wie bereits aus Modul 3 Elektrische Bauelemente bekannt aus
einer idealen Spannungsquelle Uy sowie einem Innenwiderstand R;.

Uri
R; !

Abbildung 4.16: Aus einer idealen Spannungs- Abbildung 4.17: Mit einem Lastwider-
quelle Uy und einem Innenwiderstand R; be- stand R, belastete reale Spannungsquelle
stehende reale Spannungsquelle

Ist die reale Spannungsquelle unbelastet, also kein Bauteil an den Ausgangsklemmen angeschlossen,
fliefit kein Strom I(siehe Abbildung 4.16).

I1=0

—>URi=Ri-I:O

Da die Spannung iiber dem Innenwiderstand R; 0 Volt betrégt, gilt fiir die Klemmspannung U:
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U="Up

Wird die reale Spannungsquelle wie in Abbildung 4.17 gezeigt mit einem Widerstand R, belastet,
fliefit ein Strom I > 0 durch die Leitung.

Folglich f&llt an dem Innenwiderstand R; eine Spannung Ur; = R; - I ab, und die Klemmspannung
betragt

U ="Uy— Ugi

Um den Spannungsabfall innerhalb der Spannungsquelle zu reduzieren, sollte der Innenwiderstand
R; moglichst klein gehalten werden:

Uyg << I-R;

Die Ersatzspannungsquelle

Jeder aktive Zweipol mit mindestens einer Quelle und beliebig vielen Widerstdnden kann zu einer
Ersatzspannungsquelle (Abbildung 4.18) zusammengefasst werden. Wie bei einer realen Spannungs-
quelle geniigt die Bestimmung einer idealen Spannungsquelle Uy sowie eines zusammengefassten In-
nenwiderstandes R;, um die Ersatzspannungsquelle vollstdndig zu charakterisieren. Sie verfiigt nach
auBen hin iiber ein vollstdndig gleichwertiges Klemmverhalten wie die originale Schaltung an ihren
zwei Anschlussklemmen.

Abbildung 4.18: Die Ersatzspannungsquelle (gestrichelter Kasten) verfiigt iiber das gleiche Ersatz-
schaltbild wie eine reale Spannungsquelle

Wie bei einer belasteten realen Spannungsquelle ist die resultierende Ausgangsspannung U sowohl
vom Innenwiderstand R; als auch vom Belastungsstrom I abhéngig (Abbildung 4.19):

U=Uy—-1-R;
Die zur Charakterisierung notwendigen Parameter Uy und R; kénnen mit Hilfe von zwei Versuchen
ermittelt werden: dem Kurzschlussversuch sowie dem Leerlaufversuch.

Beim Leerlaufversuch werden die beiden Klemmen der Ersatzspannungsquelle offen gelassen (Abbil-
dung 4.20).

Da durch die offenen Klemmen der Strom I durch den Widerstand R; null Ampere betrigt, fillt
auch keine Spannung iiber ihn ab. Die Leerlaufspannung ist also mit der Spannung Uy identisch:
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} >
U
IK:F? I

Abbildung 4.19: Die an den Klemmen der FErsatzspannungsquelle anliegende Spannung U in
Abhéngigkeit von der resultierenden Stromstérke I

I1=0
Leer- [—*>°
lauf- i U=U;,
versuch | o

Abbildung 4.20: Ermittlung der Leerlaufspannung Uy, einer Ersatzspannungsquelle

Merke: Leerlaufspannung einer Ersatzspannungsquelle

Up = UL

Beim Kurzschlussversuch werden die beiden Klemmen des aktiven Zweipols direkt kurzgeschlossen,
sprich eine ideal leitende Verbindung zwischen ihnen hergestellt (Abbildung 4.21).

I =1Ix
Kurz- ->
schluss- i U=
versuch o

Abbildung 4.21: Ermittlung des Kurzschlussstromes Ik einer Ersatzspannungsquelle

Uber dem so erzeugten Kurzschluss kann keine Ausgangsspannung U anliegen:

U=0

Folglich fallt die gesamte von Uy generierte Spannung am Innenwiderstand R; ab. Dem Ohmschen
Gesetz folgend bestimmt dieser damit den Kurzschlussstrom Ix.

Uri = UL = Rr; - Ik

Der Kurzschlussstrom I betriagt folglich:

Somit kann der Innenwiderstand R; folgendermaflen berechnet werden:
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Merke: Innenwiderstand einer Ersatzspannungsquelle

Achtung: Uy, und Ik sind in zwei vollkommen unabhéngigen Versuchen bestimmte Groflen, die nicht
gleichzeitig auftreten. Die Formel sieht also nur wie Ohmsches Gesetz am Widerstand R; aus, ist es
aber nicht.

4.4.5.2 Kurzschluss- und Leerlaufversuch an der Ersatzstromquelle

Die reale Stromquelle

Auch eine reale Stromquelle besteht aus einer idealen Stromquelle Uj sowie einem Innenwiderstand
R; (siehe Abbildung 4.22). Dieser ist im Gegensatz zur realen Spannungsquelle jedoch parallel anstatt
in Reihe zur Quelle geschaltet.

Abbildung 4.22: Aus einer idealen Stromquelle Iy und einem Innenwiderstand R; bestehende reale
Stromquelle, welche mit einem Widerstand R, belastet ist

Abhangig von der sich einstellenden Ausgangsspannung U fliefit durch den endlichen Innenwiderstand
R; der Strom Ig; = U/Rg;, der Ausgangsstrom I ergibt sich also zu

Merke: Ausgangsstrom einer realen Stromquelle

Um die Reduktion den Ausgangsstroms I durch den Innenwiderstand zu reduzieren, sollte dieser
moglichst grofl gewihlt werden:

U
I(]>>E

Die Ersatzstromquelle
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Alternativ zur Ersatzspannungsquelle kann ein aktiver Zweipol auch als Ersatzstromquelle dargestellt
werden (Abbildung 4.23). Auch sie kann durch eine ideale Stromquelle I sowie einen zusammenge-
fassten Innenwiderstand R; vollsténdig charakterisiert werden.

In;
I 1 0 :
i Ri : U Ra

~

Abbildung 4.23: Die Ersatzstromquelle (gestrichelter Kasten) verfiigt iiber das gleiche Ersatzschalt-
bild wie eine reale Stromquelle

Analog zur Ersatzspannungsquelle konnen auch hier die Parameter Iy sowie R; mit Hilfe des Leerlauf-
und Kurzschlussversuchs bestimmt werden.

Beim Leerlaufversuch flieit der gesamte Strom Iy durch den Innenwiderstand. An den dazu parallel
anliegenden Klemmen stellt sich die folgende Leerlaufspannung Uy, ein:

UL:Ri'IO
[(U)A
Iy -
O | -
T »
U.=1,-r U

Abbildung 4.24: Die aus der Ersatzstromquelle herausflieBende Stromstérke I in Abhéngigkeit der
sich einstellenden Spannung U

Beim Kurzschlussversuch werden die beiden Klemmen der Ersatzstromquelle kurzgeschlossen. Da
die Spannung iiber dem Kurzschluss und somit auch tiber dem dazu parallelgeschalteten Innenwider-
stand null Volt betrigt, fliefit durch R; kein Strom.

Der gesamte Strom Iy flieft also durch den Kurzschluss:

Merke: Kurzschlussstrom einer Ersatzstromquelle
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Mit Uy, = R; - Iy kann nun der Innenwiderstand bestimmt werden:

Merke: Innenwiderstand einer Ersatzstromquelle

4.4.5.3 Umwandlung von Spannungs- und Stromquellen

Bei der Netzwerkanalyse kann es sinnvoll sein, Stromquellen in Spannungsquellen oder Spannungs-
quellen in Stromquellen umzuwandeln. Dies funktioniert sowohl fiir reale Strom- bzw. Spannungs-
quellen, als auch fiir Ersatzstrom- bzw. Ersatzspannungsquellen identisch. Dabei bleibt der Wert des
Innenwiderstandes R; identisch, seine Position im Ersatzschildbild &ndert sich jedoch (siehe Abbil-
dung 4.25)

sy )
3

Abbildung 4.25: Umwandlung einer Ersatzstromquelle (links) in eine Ersatzspannungsquelle (rechts)
und umgekehrt

Die Leerlaufspannung beziehungsweise der Kurzschlussstrom bleiben bei der Umwandlung der Quelle
erhalten und werden auf die jeweils andere Quelle umgerechnet.

Achtung: Die Z#hlpfeile von ineinader umgewandelten Strom- und Spannungsquellen sind entge-
gengesetzt gerichtet!

Beim Umwandeln einer Stromquelle in eine Spannungsquelle betrigt die Spannung Uy:

Merke: Spannung einer umgewandelten Spannungsquelle

Die Stromstérke Iy betragt beim Umwandeln einer Spannungsquelle in eine Stromquelle:
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Merke: Strom einer umgewandelten Stromquelle




KAPITEL 4.5: 99

4.5 Einfache Kondensatornetzwerke

Wie Widerstidnde lassen sich auch Kapazitidten zu Netzwerken zusammenschlieen. Die einfachen
Grundschaltungen, welche wiederum zu beliebig komplexen Netzwerken zusammengeschaltet werden
konnen, werden nachfolgend vorgestellt.

4.5.1 Parallelschaltung von Kapazititen

Sind in einer Schaltung mehrere Kapazitéiten parallel zueinander geschaltet, lassen sie sich zu einer
Gesamtkapazitit zusammenfasssen (siche Abbildung 4.26).

Uo LC) Cy ::Jm o ::JUQ & U LC) Cres ::JUU

Abbildung 4.26: Zusammenfassen von zwei parallel geschalteten Kapazititen C; und Cy zu einer
Gesamtkapazitit Cges

Dabei liegt an allen Einzelkapazitéiten die gleiche Spannung an:

Uy =U, =U,

Die Ladung, welche auf jedem der Einzelkondensatoren gespeichert ist, kann wie folgt bestimmt
werden:

Qr =Ck - Uy

Die Gesamtladung Cyes auf dem in Abbildung 4.26 Ersatzschaltbild entsprechend mit

Qges = Cges -Uo

Die Gesamtladung setzt sich aus der Summe der Einzelladungen zusammen:

Ques =Q1+Q2=C1-Ug+C2-Up

Qges = (Cl + CQ) . UO

Ein Quotientenvergleich mit der urspriinglichen Berechnung der Gesamtladung Qgcs zeigt nun:

— Cl +CQ = Cges

Auch fiir beliebig viele parallelgeschaltete Kapazitéiten gilt, dass die Summe der Einzelkapazitéiten
die Gesamtkapazitit ergibt:
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Merke: Gesamtkapazitit einer Parallelschaltung

4.5.2 Reihenschaltung von Kapazititen

Bei der Reihenschaltung von Kapazitéten teilt sich die gesamte an den Eingangsanschliissen anlie-
gende Spannung Uy in die Teilspannungen Uy an den einzelnen Kapazitéiten auf (Abbildung 4.27).

U,
—
. | | .
+Ql1-q
(&
+Q
Uo &~ Uo —— Cges
Cy
vy +Q | |—Q
|
U,

Abbildung 4.27: Zusammenfassen von zwei in Reihe geschalteten Kapazitidten C7 und Cs zu einer
Gesamtkapazitéit Cyeg

Auf den jeweils mit den Anschlussklemmen verbundenen Kondensatorplatten wird eine Ladung + @
aufgepréigt. Beide Platten des selben Kondensators haben stets betragsgleiche Ladungen, was dazu
fithrt, dass beide Kondensatoren an den Anschlussklemmen der Reihenschaltung auf beiden Platten
die Ladung + @ haben. Die duflere Platte des jeweils néchsten angeschlossenen Kondensators muss
betragsméfig identisch mit umgekehrten Vorzeichen geladen sein, da aus der urspriinglich elektrisch
neutralen Verbindung keine Ladungstriger entweichen oder hinzugefiigt werden kénnen. Diesem Sche-
ma folgend besitzen alle Kondensatoren einer Reihenschaltung die gleiche Ladung Q.

Ausgehend von der Kondensator-Grundgleichung @Q = C-U ergibt sich fiir die Teilspannungen, welche
an den in Abbildung 4.27 gezeigten Kondensatoren abfallen:

Q Q

U == Uy = =
1 cy 2 c,

Eingesetzt in das Ergebnis des Maschenumlaufs der Ausgangsschaltung ergibt sich:

1 1
Uo—U1+U2—<a+F>'Q

Die Spannung Uy im Ersatzschaltbild kann wie folgt berechnet werden:

1

U =
0 C(ges

Q

Ein Quotientenvergleich offenbart:
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1 1 1

Cl 02 B C'ges

Allgemein gilt fiir eine Reihenschaltung aus beliebig vielen Kondensatoren:

Merke: Gesamtkapazitit einer Reihenschaltung;:

1 2,1
-\ = 4.1
Cges Z ) ( 6)

Bei zwei in Reihe geschalteten Kondensatoren kann die Gesamtkapazitit Cyes analog zur Parallel-
schaltung von Widerstdnden auch mit folgendem Ausdruck ermittelt werden:

Cy-Cy
C'es:—
& Ci + Oy

4.5.3 Spannungsteiler an Kapazititen

Ahnlich wie beim Spannungsteiler an in zwei in Reihe geschalteten Widerstinden lisst sich auch
das Verhéiltnis der Teilspannung an zwei in Reihe geschalteten, identisch geladenen Kondensatoren
ermitteln (siche Abbildung 4.28).

Uy
. | | o
+Ql1-¢
Cy
+@Q
Uo ~ U — Ches
-Q
Cy
SRR
||
Us

Abbildung 4.28: Spannungsteiler an einer Reihenschaltung von zwei Kapazititen (links) sowie Er-
satzschaltbild nach Zusammenfassen der Kapazititen zu Cges

Die Spannung U; kann wie folgt ermittelt werden:

Q

=g

Die Ladung @ ist unbekannt, jedoch sowohl bei beiden Kondensatoren C; und C5 als auch in der
Ersatzschaltung bei Cyes identisch:

Cy1-Cy

= Ches - Up = ——2 . U]
Q g 0 Cl+02 0
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Eingesetzt ergibt sich fiir Uy:

Ul 1 % CQ UO _ UO . CQ

:Q_{.Cl‘f'cé. Ch+ Gy
Der Spannungsteiler fiir Uy berechnet sich analog:
Cy C1
U = —— Uy, = —F U
! C1 4+ Cs 0 2 C1+ Co 0

4.6 Messen von Strom und Spannung

4.6.1 Spannungsmessung im Gleichstromkreis

Die elekrische Spannung, die iiber einem Bauelement iiber einer Zusammenschaltung mehrerer Bau-
elementen abfillt, kann mit Hilfe eines Spannungsmessgeriites (auch Voltmeter genannt) ermittelt
werden. Dazu muss das Voltmeter parallel zu diesem Bauelement angebracht werden. Eine Unter-
brechung des Stromkreises ist dazu in der Regel nicht notwendig.

Ideales Voltmeter

©

|
!
!
[
!
|
|
!
| Ra UIIIGSS
|
|
|
I
|
|

Abbildung 4.29: Eine reale Spannungsquelle (Kasten links) speist einen Lastwiderstand R,. Die
dariiber abfallende Spannung wird mit einem idealen Voltmeter (blau) gemessen

Merke: Innenwiderstand ideales Voltmeter

Ein ideales Voltmeter (sieche Abbildung 4.29) besitzt einen unendlich hohen Innenwiderstand.

Folglich flieit kein Strom ,,am Lastwiderstand vorbei* durch das Messgerit, und die Spannungsmes-
sung erfolgt vollstindig riickwirkungsfrei.

Ein reales Voltmeter besitzt einen endlichen Innenwiderstand Rjy, welcher parallel zum Voltmeter
geschaltet ist (siehe Abbildung 4.30). Der durch diesen Innenwiderstand flielende Strom verfiilscht
das Messergebnis, weswegen dieser so hoch wie moglich sein sollte. In modernen, elektronischen
Spannungsmessgeriten ist er iiblicherweise in der Gré8enordnung von 10% Q bis 109 Q

Die um den Messfehler durch den Innenwiderstand Ry korrigierte Spannung Uye,, ldsst sich unter
Kenntnis des Innenwiderstandes der Spannungsquelle R; wie folgt berechnen:
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Abbildung 4.30: Messung der Spannung U iiber einem Lastwiderstand R, durch ein reales Voltmeter
mit endlichem Innenwiderstand Ry

Ukorr =U. (1+ %)

iV

4.6.2 Strommessung im Gleichstromkreis

Die Stromstérke I, welche durch ein Bauelement fliefit, ldsst sich mit Hilfe eines Strommessgerites
(auch Amperemeter genannt) bestimmen. Im Gegensatz zur Spannungsmessung muss das Ampereme-
ter in Reihe zum Bauelement geschaltet werden. Eine Unterbrechung des Stromkreises ist dazu
erforderlich.

Merke: Innenwiderstand ideales Amperemeter

Ein ideales Ampermeter (sieche Abbildung 4.31) hat keinen Innenwiderstand.

Folglich kann der Strom riickwirkungsfrei durch es hindurchflielen.

Ideales Amperemeter

_______________

Abbildung 4.31: Eine reale Spannungsquelle (Kasten links) speist einen Lastwiderstand R, . Der durch
den Lastwiderstand flieBende Strom I von einem idealen Amperemeter (rot) gemessen

Ein reales Amperemeter verfiigt iiber einen in Reihe geschalteten Innenwiderstand R;a (Abbildung
4.32). Auch hier wird das Messergebnis durch diesen Innenwiderstand beeinflusst. Je nach Messbereich
liegt dieser bei elektronischen Amperemetern typischerweise im Bereich einiger pf2 bis weniger mS2.

Unter Kenntnis der Innenwiderstinde lisst sich auch beim Amperemeter der Messfehler herausrech-
nen. Die korrigierte Stromstéirke Iyo.,, bei der der Einfluss des Messgerites herausgerechnet wird,
lasst sich mit Hilfe folgender Formel ermitteln:
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Reales Amperemeter
Ria

Abbildung 4.32: Messung der Stromstérke I durch einen Lastwiderstand R, durch ein reales Am-
peremeter mit Innenwiderstand R;ja (rot)

Ria
Iorr:I' 1 B
k ( +R1+Ra>

4.6.3 Strom- und spannungsrichtiges Messen

Sollen sowohl die Spannung als auch die Stromstérke in einer Schaltung gemessen werden, beeinflussen
sich die realen Messgerite durch ihre Innenwiderstinde gegenseitig. Abhéngig von der Qualitét der zur
Verfiigung stehenden Messgerite und der Priorisierung der Messgroflen untereinander wird zwischen
stromrichtiger und spannungsrichtiger Messung unterschieden.

4.6.3.1 Stromrichtiges Messen

Bei der stromrichtigen Messung (Abbildung 4.33), welche auch Spannungsfehler-Schaltung genannt
wird, wird ein hoherer Fokus auf die genaue Bestimmung der Stromstérke gelegt. Bei dieser Schaltung
zeigt das Amperemeter den durch den Lastwiderstand flieBenden Strom an, das Voltmeter misst
jedoch die Summe der Spannungsabfille von Amperemeter und Lastwiderstand:

Umess =U+ UAmperemeter

Abbildung 4.33: Stromrichtige Messchaltung zur Bestimmung der Stromstérke I sowie der Spannung
U an einem Lastwiderstand R,

Die Spannungsfehlerschaltung bietet sich tendenziell fiir Schaltungen mit verhétnismé#fig hohen Last-
widerstdnden an. Als Faustregel fiir den Einsatz dieser Messchaltung dient hiufig folgende Unglei-
chung:

Rin < R,
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4.6.3.2 Spannungsrichtiges Messen

Im Gegensatz zur stromrichtigen Messchaltung misst das Voltmeter in der spannungsrichtigen Mess-
schaltung die korrekte am Widerstand abfallende Spannung (sieche Abbildung 4.34). Das Ampereme-
ter hingegen misst den Strom, welcher durch die Parallelschaltung aus Spannungsmesser und Last-
widerstand fliefft. Diese Messanordnung ist zu empfehlen, wenn ein hoherer Fokus auf die korrekte
Messung der Spannung gelegt werden soll, oder fiir die Widersténde gilt:

Riyv > R,

Abbildung 4.34: Stromrichtige Messchaltung zur Bestimmung der Stromstérke I sowie der Spannung
U an einem Lastwiderstand R,

Bei unklaren Verhéaltnissen, ob die stromrichtige oder die spannungsrichtige Messung verwendet wer-
den sollte, kann folgende Faustregel verwendet werden:

Merke: Faustregel fiir strom-/spannungsrichtiges Messen

e Stromrichtig: R, > v/Ria - Riv
e Spannungsrichtig: R, < v/Ria - Riv
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Modul 5

Erweiterte Gleichstromnetzwerke

5.1 Einleitung

Waihrend die Berechnungen von Serienschaltungen ohne parallele geschaltete Bestandteile recht auf-
wendungsarm zu bewerkstelligen sind, wird die Analyse von Gleichstromnetzwerken mit Knoten,
welche n Abzweigungen aufweisen, wobei die Anzahl der Zweige dabei n > 2 ist, bei steigender
Knotenanzahl schnell uniibersichtlich. Eine vielschichtige Betrachtung des Gleichstromnetzwerkes ist
hier von Noten. Fiir die Berechnung von Gleichstromnetzwerken stehen die folgenden Methoden zur
Verfiigung;:

¢ Knoten- und Maschenregel

e Superposition

e Knotenpotentialanalyse

e Maschenstromanalyse
Auch die Analyse von elektrischen Netzwerken mit mehr als einer Strom- oder Spannungsquelle
ist nicht trivial. Die Bestimmung aller Stréme und Spannungen des elektrischen Netzwerkes aus

Abbildung 5.1 ist allein durch die Berechnungen von Serienschaltungen und Parallelschaltungen nicht
moglich.

Abbildung 5.1: Beispielnetzwerk. Elektrisches Gleichstromnetzwerk mit einer Vielzahl an Wi-
dersténden, Stromquellen und Spannungsquellen.
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5.2 Knoten- und Maschenanalyse

Bei der Betrachtung von elektrischen Netzwerken werden vor allem die Stréome in Knoten und die
Spannungen in Maschen analysiert. Die Analyse von Knoten und Maschen in elektrischen Netzwerken
erfolgt durch die beiden Kirchhoffsche Regeln.

Lernziele: Knoten- und Maschenanalyse

Die Studierenden

1. kennen die grundlegenden Definitionen zur Beschreibung eines elektrischen Netzwerkes.

2. konnen die Knotenregel und die Maschenregel auf elektrische Netzwerke anwenden.

5.2.1 Stromdichte im freien Raum

Gegebenheiten und Begriffe aus der Feldtheorie fithren zu den Erkldrungen im strukturierten Feldraum.
Dazu werden in der Abbildung 5.2 eine positiv geladene Platte und eine negativ geladene Platte dar-

gestellt, die sich gegeniiberstehen. Der Raum zwischen den beiden Platten weist ein Elektrisches

Feld E und ein Medium mit der Leitfahigkeit o auf. Ladungstrager konnen sich in dem freien Raum

bewegen. Es stellt sich eine gerichtete Bewegung von Ladungstrigern und damit eine Stromdichte J
zwischen den Platten ein. Die Stromdichte ist dabei in der betrachteten Fliache quellenfrei.

—

E

)
YyvYy

\1!
YY

Abbildung 5.2: Elektrisches Feld zwischen einer positiv geladenen und einer negativ gela-
denen Platte. Die Stromdichte einer Beispielfliche im elektrischen Feld ist quellenfrei.

Die Quellenfreiheit der Stromdichte wird durch die Gleichung 5.1 verdeutlicht. Hier wird beschrieben,
dass keine Quellen oder Senken existieren, da sich keine feldbildenden Ladungen im Raum befinden.
Fiir diesen Fall ist die Stromdichte quellenfrei und es flielen dieselbe Anzahl an Ladungen in die
Fliche hinein und wieder heraus. Mathematisch wird dies fiir die Betrachtung im freien Raum in der
Kontinuitétsgleichung ausgedriickt:

§£de= 0 — divJ=0 (5.1)

5.2.2 Stromdichte im strukturierten Raum

Im strukturierten Feldraum (vgl. Abbildung 5.3) gilt ebenfalls die Quellenfreiheit der Stromdichte.
Alle Ladungen, die in den Feldraum eindringen, miissen ihn auch wieder verlassen. Dies gilt auch fiir
den Fall, dass ein elektrischer Leiter mehr als einen Ableiter aufweist. Es wird eine Zuleitung mit
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zwei Ableitungen angedeutet, bei dem sich die Ladungen auf die beiden Ableitungen aufteilen. Die
Zylinder-Mantelflichen A;, As und A3 definieren mit den angrenzenden Zylindern einen strukturier-
ten Feldraum. Wie die Ladungen teilen sich die Stromdichten durch den strukturierten Raum auf.
So ergibt sich die Stromdichte J_i aus der Summe der abflielenden Stromdichten fg und ,]_;,

Abbildung 5.3: Strukturierter Feldraum. Vereinfachte Darstellung eines sich aufteilenden Leiters
mit den Stromdichten Ji, Jy und J3 und den Flichen Ay, A5 und As.

Da der Feldraum im Beispiel durch die Fliachen strukturiert und der Querschnitt der Leitung definiert
ist, lassen sich aus der Beziehung zwischen der Stromdichte und der Fléche die Strome der Leitungen

gemif Gleichung 5.2 ermitteln.
I = // JidA (5.2)
A

Der Zusammenhang der Stromdichten zueinander lésst sich so auf die Strome iibertragen. Der Strom
der Zuleitung I ergibt sich aus der Summe der beiden Ableitungsstromen I und I3. Der Beispielleiter
kann auch als vereinfachtes elektrisches Netzwerk dargestellt werden. Die ermittelten Strome um den
Verbindungspunkt K (Knoten) werden in der Abbildung 5.4 abgebildet.

I K P!

I3

Abbildung 5.4: Beispielknoten aus dem strukturierten Raum. Aus den Stromdichten Ji, Jo
und J3 ergeben sich um den Knoten K die Stréome Iy, I und I3.

5.2.3 Exkurs: Graphentheorie

In der Mathematik beschéftigt sich die Graphentheor.i_e mit der Beschreibung von Knoten und Kanten,
in der Kontenanalyse werden ebenfalls Knoten und Aste definiert. Durch die Graphentheorie kénnen
die Kanten und Knoten, welche in der Abbildung 5.5 dargestellt werden, sowie deren Eigenschaften
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miteinander in Beziehung gesetzt werden. Uber die Kanten kénnen mehrere Knoten miteinander
verbunden werden.

Kanten

Knoten

Abbildung 5.5: Beispielknoten der Graphentheorie. Knoten mit 4 Kanten zur Erlduterung von
Knoten und Kanten in der Graphentheorie.

Werden mehrere Knoten mit ihren Kanten miteinander verbunden entsteht ein Graph. Mit diesem
Graph kann exemplarisch ein elektrisches Netzwerk beschrieben werden. Das Beispiel eines Netz-
werkes mit fiinf Knoten und den zwischen den Knoten liegenden Kanten wird in der Abbildung 5.6
gezeigt. Wird ein Weg durch das Netzwerk gesucht ergeben sich unterschiedliche Moglichkeiten. Ein
Weg vom Knoten 1 iiber die Knoten 2, 4 und 5 zuriick zum Knoten 1 wird rot hinterlegt. Sind Anfang
und Ende derselbe Knoten, so wird dieser Weg in der Graphentheorie auch als Zyklus bezeichnet. Je-
der Zyklus, bei dem jeder Knoten bis auf den Anfang und das Ende nur einmal ,,besucht“ wird, nennt
man einen ,Kreis“. In elektrischen Netzwerken werden diese Kreise auch als Maschen bezeichnet.

1 2 3

5 4

Abbildung 5.6: Beispielnetzwerk der Graphentheorie. Netzwerk mit 5 Knoten und zwischen
den Knoten verlaufenden Kanten zur Erliuterung eines Zyklus in der Graphentheorie.

Um die Beziehung der Knoten untereinander zu erkléren bietet sich in der Mathematik eine Matrix an.
Die Knoten weisen eine differenzierte Anzahl von Kanten auf und nicht alle Knoten sind miteinander
verbunden. Die Adjazenz-Matrix beschreibt die Beziehung der Knoten untereinander. Eine solche
Adjazenz-Matrix wird in der Gleichung 5.3 fiir das beschriebene Beispielnetzwerk aufgestellt. Sie
beschreibt damit vollstdndig den Graphen, abgesehen von der grafischen Reprisentanz in der 2D-
Darstellung.

(5.3)

b

Il
— O O = =
== ==
O = == O
e =)
— = O R
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Merke: Graphentheorie

In der Graphentheorie werden Netzwerke mit Kanten und Knoten beschrieben. Bei der Ana-
lyse der Netzwerke werden Wege und Zyklen definiert. Ein durchgehender Zyklus mit einem
identischen Startpunkt und Endpunkt wird als Kreis bezeichnet.

5.2.4 Knoten, Zweig, Masche

Ein elektrisches Netzwerk besteht aus Knoten, Zweigen und Maschen. Ein Zweig verbindet genau zwei
Knoten durch ein oder mehrere Schaltungselemente miteinander. Durch alle Elemente eines Zweiges
flieBt der gleiche Strom. In Abbildung 5.7 existieren drei Zweige. Ein Zweig mit den Komponenten
Ry, Rs und Ugqy, ein Zweig mit dem Widerstand R4 und ein Zweig mit den Komponenten Ro, R3
und Uga.

Ein Knoten ist ein Punkt, an dem mindestens drei Anschliisse der Schaltungselemente zusammenlau-
fen. Der Strom kann sich hier also aufteilen. Das elektrische Potential ist hierbei fiir alle verbundenen
Anschliisse identisch. Im Schaltplan wird ein Knoten durch einen ausgefiillten Kreis gekennzeichnet.
Sind jedoch zwei oder mehrere dieser Kreise nur durch eine Leitung miteinander verbunden, handelt
es sich um einen einzigen Knoten, da das Potential auch hier gleich ist. Ein Knoten wird mit K,
bezeichnet.

FEine Masche ist ein geschlossener Weg, der aus mindestens zwei Zweigen besteht. In dem Netz in
Abbildung 5.7 kénnen drei Maschen definiert werden:

e M; bestehend aus Ry, R4, Rs und Uy
e M5 bestehend aus Ra, Rz, R4 und Ugy
e M3 bestehend aus Ry, Ry, R3, Ug, RBs und Uqy

Eine Masche wird mit M, bezeichnet. Die Umlaufrichtung ist dabei von Bedeutung und wird mit
einem Pfeil gekennzeichnet.

Rl Il Kl I2 R2

Ugt i() M, Ry Uy M,y |:j| R3

I—I m
= Koy \_/
5 <+

Abbildung 5.7: Gleichstromnetzwerk. Netzwerk mit Knoten, Zweigen und Maschen

Merke: Knoten, Zweige und Maschen

Elektrische Netzwerke werden analog zur Graphentheorie durch Knoten, Zweige und Maschen
beschrieben.
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5.2.5 Der vollstindige Baum

Fiir die weitere Analyse des Netzwerkes ist es notwendig, die Netzwerkgleichungen zu ermitteln.
Dieses lineare Gleichungssystem ist aber immer iiberbestimmt, weshalb es nétig wird, die Anzahl der
Gleichungen zu reduzieren. Dabei ist es wichtig, die linear abhéngigen Gleichungen zu identifizieren
und zu eliminieren.

Die Knoten, Zweige und Maschen eines Netzwerkes kénnen in einem Graph dargestellt werden, der nur
die Verbindungen untereinander darstellt. Zur Darstellung des Graphen werden alle Zweige als Linien
dargestellt, welche die Knoten verbinden. Der Inhalt des Zweiges ist dafiir irrelevant. In Abbildung
5.8 ist ein beispielhaftes Netz mit dem sich ergebenden Graphen dargestellt.

U

)
N\

Ry

R3

N
&

Us LC

Ry

O

Abbildung 5.8: Gleichstromnetzwerk und Graph. Erzeugung des Graphen aus einem zu berech-
nenden Netzwerk

In diesem Graph kann ein vollstdndiger Baum aufgezeichnet werden, der alle Knoten enthilt, aber
selbst keine Masche bildet. Die Baumzweige verbinden also alle Knoten miteinander, bilden aber
keine geschlossene Linie. Die Baumzweige konnen Abzweigungen bilden, ein Knoten kann also auch
mehr als zwei Baumzweige beriihren. In gréfleren Netzwerken gibt es mehrere Moglichkeiten fiir
einen vollstindigen Baum, die prinzipiell gleichwertig sind. Bei der Vorstellung der verschiedenen
Berechnungsverfahren werden aber abhéngig vom Verfahren bestimmte Kombinationen bevorzugt.
Ein vollstdndiger Baum beinhaltet genau k — 1 Zweige.

Abbildung 5.9: Beispielbidume. Beispiele fiir verschiedene in rot gezeichnete vollstindige Bidume
eines Netzes

Die Zweige, die zum Baum gehoren, werden Baumzweige (rot), die anderen Verbindungszweige
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(schwarz) genannt. Um die linear unabhéingigen Maschen zu finden, wird zu jedem Verbindungs-
zweig eine Masche gebildet, die aufler dem Verbindungszweig nur Baumzweige enthélt.

e Ein Netzwerk mit z Zweigen und k Knoten enthilt z — k + 1 Verbindungszweige.

Merke: Der vollstindige Baum

Mithilfe eines vollstdndigen Baumes werden alle Knoten miteinander durch Baumzweige ver-
bunden. Es ergeben sich dabei immer k - 1 Baumzweige. Der vollstdndige Baum bildet keine
Masche.

5.2.6 Knotenregel

Treffen sich mehr als zwei Leitungen an einem Punkt eines elektrischen Netzwerkes handelt es sich
um einen Knotenpunkt K. Die Pfeilrichtung aus der Sicht des Knotens bestimmt das Vorzeichen des
Stromes. Fiihrt ein Strom in einen Knoten hinein, so zeigt der Strompfeil auf den Knoten und es
handelt sich um eine Einstromung. Zeigt der Strompfeil aus dem Knoten heraus, wird der Strom
aus dem Knoten herausgefiihrt und es handelt sich um eine Ausstromung. Die Knotenanalyse ergibt
sich aus dem 1. Kirschhoff‘schen Gesetz, welches besagt: Die Summe aller Stréme an einem Knoten
ist Null (Gleichung 5.4). Dieses Gesetz folgt direkt aus der Kontinuitéitsgleichung (vgl. Abschnitt
Stromdichte im freien Raum)

M=

=0 (5.4)
k=1

So miissen sich fiir jeden Knoten die Summe der Stromstérken aus Einstromungen und Ausstrémungen
gegenseitig ausgleichen. In der Abbildung 5.10 sind ein Knoten K und die Ein- und Ausstrémungen
eingezeichnet. Bei den Stromen I; und I; handelt es sich um Einstromungen. Die drei Strome I3, Iy
und I5 sind Ausstromungen.

Abbildung 5.10: Beispielknoten. Knoten fiir die Knotenanalyse mit zwei einstrémenden und drei
ausstromenden Zweigen.

Werden die Strome nacheinander aufgetragen und gleich Null gesetzt, ergibt sich die Gleichung 5.5.
Je nachdem ob es sich um eine Einstromung oder eine Ausstréomung handelt, wird das Vorzeichen
gewdhlt. Einstromungen werden mit einem positiven und Ausstrémungen mit einem negativen Vor-
zeichen behaftet.

N
ka:0:11+12—13—14—15 (5.5)
k=1
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Merke: Knotenregel

Die Summe der zuflieBenden Stréme ist gleich der Summe der abfliefenden Stréme oder die
Summe aller Strome an einem Knoten ist Null:

N
> Lc=0 (5.6)
k=1

5.2.7 Maschenregel

Bewegt sich ein Teilchen zwischen zwei Punkten in einem elektrischen Feld, wird Arbeit verrichtet. Ist
der Startpunkt identisch mit dem Endpunkt, muss ebenso viel Arbeit abgegeben wie aufgenommen
werden. Die Summe der Arbeit ist in diesem Fall gleich Null. Wenn so ein kompletter Maschenumlauf
entlang einer geschlossenen Strecke vollzogen wird, muss die Summe der Teilspannungen ebenfalls
gleich Null sein. Vorausgesetzt wird hier, dass sich keine zeitlich verénderte magnetische Flussdichte
ergibt und somit kein elektrisches Wirbelfeld entsteht (vgl. Gleichung 5.7). Die Gleichung beschreibt
hier das Faradaysche Induktionsgesetz fiir statische Felder (hier: keine Anderung eines Magnetfeldes).

?gﬁd§: 0 — rotE=0 (5.7)
S

Die Maschenanalyse besagt nach der 2. Kirchhoffschen Regel, dass bei einem vollsténdigen Umlauf
(Masche) in einem elektrischen Netzwerk die Summe aller Spannungen gleich Null ist. Dies wird
durch die Gleichung 5.8 verdeutlicht.

M=

Ue=0 (5.8)
k=1

Innerhalb einer Masche werden die Spannungen mit einer gleichgerichteten Pfeilrichtung positiv
gezéhlt, Spannungen mit der Umlaufrichtung entgegengesetzten Pfeilrichtung werden negativ gezéhlt.
Ausgehend von den Stromverldufen und Potentialen aus der Abbildung 5.11 kénnen die Spannungen
der jeweiligen Zweige ermittelt werden. Oberhalb der Parallelschaltung der Widerstéinde gibt es keine
Potentialdifferenz. Selbiges gilt fiir die elektrische Verbindung unterhalb der Parallelschaltung. Der
Strom Ig; flieBt durch den Widerstand R;. So ergibt sich nach dem ohmschen Gesetz die Spannung
Ur, iiber R;. Aquivalent wird die Spannung Ugs iiber Ry bestimmt.

Uri1 Ry Ur2 Ry

v VIR v VIR

Abbildung 5.11: Beispielnetzwerk mit einer Stromquelle und zwei parallelen Wi-
derstinden. In der Masche M7 miissen die Spannungen Ugr; und Ugs identisch sein und sich en-
sprechend ihrer Richtungen in der Masche aufheben.
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Geméf des vorgestellten Netzwerkes und der Richtung der eingezeichneten Masche M; stellt sich der
Zusammenhang nach Gleichung 5.9 ein. Die Spannung Ugrs verlduft in derselben Richtung, wie die
eingezeichnete Masche und wird mit einem positiven Vorzeichen behaftet. Die Spannung Ug; verlauft
gegenlaufig der Masche M; und wird somit negativ. In Summe miissen diese beiden Spannungen null
ergeben.

N

Z Uk =+4+Ur2 —Ur1 =0 (5.9)
k=1

Merke: Maschenregel ‘

In einer Masche ist die Summe aller Teilspannungen gleich Null:

N
> Uk=0 (5.10)
k=1

5.2.8 Knoten- und Maschenanalyse

Bei der Knoten- und Maschenanalyse wird das vollstdndige Gleichungssystem bestehend aus Knoten-
und Maschengleichungen aufgestellt und anschlieend geltst. Das Verfahren ist einfach, erzeugt jedoch
fiir ein Netzwerk eine Anzahl Gleichungen, die der Anzahl der Zweige entspricht. Das Verfahren hat
den folgenden Ablauf:

1. Vereinfachen des Netzwerkes.

2. Einzeichnen aller Strompfeile und Erstellen des Graphen.

3. Aufstellen von k& — 1 Knotengleichungen. Eine beliebige Knotengleichung kann weggelassen
werden, da in einem Netzwerk mit k& Knoten nur £ — 1 Knotengleichungen linear unabhéngig
voneinander sind. Prinzipiell ist es egal, welche Knotengleichung unberiicksichtigt bleibt. Am
geschicktesten wird die komplizierteste Gleichung gestrichen.

4. Aufstellen der m = z — k + 1 linear unabhéngigen Maschengleichungen. Dabei werden die
Gleichungen mit Hilfe des vollstédndigen Baumes erstellt.

5. Losen des Gleichungssystems mit der Dimension z.

6. Ggfs. riickgéingig machen von Schritt 1.

Es wird folgendes Beispielnetzwerk betrachtet:
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Uy
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R4 I, I R1
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Abbildung 5.12: Beispielnetzwerk zur Knoten- und Maschenanalyse.

Der zugehorige Graph und die damit festgelegten Maschen werden in der Abbildung 5.13 dargestellt.
Eine andere Aufstellung der Maschen ist moglich. Wie gezeigt, konnen Maschen auch {iber Zweige
hinaus reichen.

K4
K5 K K3
Moy My
K,

Abbildung 5.13: Graph mit Maschen zum Beispiel. Die Baumzweige werden rot und die Maschen
blau geférbt.

Das Netzwerk hat z = 8 Zweige, k = 5 Knoten. Es miissen daher £k — 1 = 4 Knotengleichungen und
z — k + 1 = 4 Maschengleichungen aufgestellt werden. Knoten 5 hat vier Zweige, die anderen nur
drei. Daher wird die Knotengleichung von Knoten 5 weggelassen.

Kll Il+l4—1520
KQZ I2—I4—18:0
Kg: 7[17]34’[6:0

Ky Is—I; +1Is=0

My:  Roly+ Rals+ RsIs — Uy =0
My:  Ryly+ Rsls — Rl — Rels = 0
Ms - — Ri1I1 — Rsls — Rglg + U1 =0
My:  Rsls+ Rels+ Rel; — Us = 0

Um das Gleichungssystem einfacher 16sen zu kénnen, und die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, kann es in
Matrizenschreibweise dargestellt werden. Mit etwas Ubung kann auch sofort die Matrizenschreibweise
benutzt werden.
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1 0o 0 1 -1 0 0 0 I
0 1 0 -1 0 0 0 -1 Iy
-1 0 -1 0 0 1 0 0 I3
0O 0 1 0 0 0 -1 1 Iy
0 Ry 0 R4 Rs 0 0 0 | I
0 0 0 Ry Rs 0 —Ry —Rs Is
-R, 0 0 0 —-R;s —Rg O 0 I;

| 0 0 Ry 0 O Rs Ry 0 | Iy

OO OO

U,
0
—U,
Us

Dieses Gleichungssystem 8. Ordnung kann nun prinzipiell mit den aus der Mathematik bekannten
Verfahren gelost werden. Das wollen wir aber hier nicht tun, da im folgenden einfachere Verfahren

vorgestellt werden, die besser zu berechnen sind.
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Beispiel 5.1: Netzwerkanalyse

Gegeben ist das elektrische Netzwerk nach Abbildung 5.14. Die folgenden Aufgaben sollen
bearbeitet werden:

a) Einzeichnen der Stréme und Spannungen

b) Aufstellen der Knotengleichungen

c) Aufstellen der Maschengleichung M

d) Aufstellen der Maschengleichung Ms ohne den Ausdruck Uy

fot iU1 iUQ

@ Rl M1 M2

Abbildung 5.14: Beispiel. Netzwerkanalyse mit Kirchhoffschen Regeln.

a) Angabe der Strome und Spannungen:

Lo Ko
! P P
Uri Ry M, My
Y an R U 1{3{ R3
I
I I3
Iy Ko K, I3

b) Knotengleichungen:

Kll_lo—.[l—lg—_[g,:o
KQ:—IO+I1+IQ+I,‘3:0

c) Aufstellen der Maschengleichung M; und Ms:

My :Uy +Ur2 —Ur1 =0
My :Us+Urs —Ure —U; =0

d) Aufstellen der Maschengleichung Ms ohne den Ausdruck U;
M, : Uy = Ury — Ure
Ms : Uz + Urs — Ur2 — (Ur1 — Ura) =0

My :Us +Urs —Urz —Uri1 +Urz =0
My :Us+Urs —Ur1 =0
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5.3 Superpositionsprinzip

Nach der grundsétzlichen Analyse von Maschen und Knoten in elektrischen Netzwerken werden fol-
gend zunehmend kompliziertere elektrische Netzwerke betrachtet. Hierzu wird das Uberlagerungsverfahren
nach Helmholtz verwendet. Das Uberlagerungsverfahren wird auch als Superpositionsprinzip bezeich-

net. Beim Superpositionsprinzip werden nacheinander alle Quellen einzeln ausgewertet und die Fr-
gebnisse der einzelnen Berechnungen iiberlagert.

Lernziele: Superpositionsprinzip .

Die Studierenden

e verstehen die Bedingungen der Systemtheorie fiir die Analyse von Gleichstromnetzwer-
ken.

e konnen den Uberlagerungssatz (das Superpositionsprinzip) auf elektrische Netzwerke
anwenden.

5.3.1 Exkurs Systemtheorie

Wird in einem Modell lediglich das Einganssignal und das Ausgangssignal betrachtet, wird von einer
Blackbox gesprochen. Hier ist keinerlei Information dariiber gegeben, was zwischen diesen beiden
Signalen passiert. Die Abbildung 5.15 beschreibt so ein Modell. Hier wird eine Black Box betrachtet,
welche als Eingansgrofle Fg und als Ausgangsgrofie Fia aufweist. In der Blackbox wird das Eingangs-
signal in das Ausgangssignal transformiert. Das Bildnis insgesamt wird als System bezeichnet.

Fg

Fa

Abbildung 5.15: Blackbox in der Systemtheorie. Eine Blackbox mit linksseitiger Eingangsgrofie
und rechtsseitiger Ausgangsgrofien.

Ausgehend von der vorgestellten Blackbox lisst sich das Ausgangssignal 'y in der Abhingigkeit des
Eingangssignals Fr bestimmen. Diese Transformation ldsst sich durch die Gleichung 5.11 beschrei-
ben.

Fa =T(Fg) (5.11)

Ein elektrisches Netzwerk kann auch als solch ein System betrachtet werden. Das in der Abbildung
5.16 dargestellte elektrische Netzwerk verfiigt {iber eine Eingangsspannung Ug als Eingangsgrofie und
eine Ausgangsspannung Uy als Ausgangsgrofie. Die Blackbox, welche das zu transformierende System
abbildet, setzt sich aus den beiden Widerstéinden R; und Ry zusammen.
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T 1
Ry T
o ju
v |n
. 1 .

Abbildung 5.16: Spannungsteiler als Blackbox. Betrachtung eines elektrischen Netzwerkes als
Blackbox mit Eingangsspannung und Ausgangsspannung.

Der Zusammenhang der Abh#nigkeit des Ausgangssignals eines Systems vom Eingangssignal aus
Gleichung 5.11 gilt weiterhin. Das Ausgangssignal ldsst sich als Transformation des Eingangssignales
wie in der Gleichung 5.12 beschreiben. Das Ausgangssignal ist gleich der Spannung, welche {iber dem
Widerstand Rs abfillt. Diese Spannung lisst sich aus dem Produkt der Eingangsspannung und dem
Widerstandsverhéltnis berechnen. Dieser Zusammenhang wurde auch bereits beim Spannungsteiler
im Kapitel 4 behandelt.

Ry

Up=T(Ug)=Ug  —————
A (E) B Ri+ R

(5.12)

Kausalitit

Beruht eine Ausgangsgrofie ausschliefllich aus der Transformation einer Eingangsgrofle, so ergibt sich
ein direktes Verhéltnis zwischen Ursache und Wirkung. Dies bedingt auch, dass die Ausgangsgrofie vor
einer Anregung keine sich dndernde Systemantwort liefert. Ein System, in welchem diese Bedingungen
vorherrschen, wird als kauseles System bezeichnet (vgl. Abbildung 5.17). So zeigt beispielsweise eine
Gleichspannungsanregung eines Systems eine zeitlich indifferente Gleichstromantwort. Ein System,
welches sich anders verhilt, wird als nicht kausales Systeme bezeichnet. Wenn fiir ¢t < ¢y der Wert
des Eingangssignals Null ist, muss der Wert des Ausgangssignals fiir denselben Zeitraum ebenfalls
Null sein, damit es die Bedingungen eins kausalen Systems erfiillt.

a(t) y(t)

z(t) —> T —> y(t)

to to

Abbildung 5.17: Transformation eines kausalen Systems. Aus z(t) transformiertes System zu
y(t) fur ein kausales System.

Zeitinvarianz

Reagiert das Ausgangssignal eines Systems zeitlich immer gleich auf ein Eingangssignal, so wird
von einem zeitinvarianten Systemen gesprochen. Verschiebt sich der Zeitpunkt des Eingangssignals
beispielsweise um tg, so muss weiterhin bei zeitinvarianten Systemen das Ausgangssignal immer gleich,
ausgehend vom Eingangssignal, reagieren.

Die Stabilitéit eines Systems beschreibt ebenfalls einen Zusammenhang zwischen dem Eingangssignal
und dem Ausgangssignal. Stellt sich bei einem Eingangssignal mit endlicher Amplitude ein nicht iiber
alle Grenzen wachsendes Ausgangssignal ein, ist das System stabil. Wichst das Ausgangssignal nach
der Inaktivierung des Eingangssignales weiter, ist das Systen instabil.
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T(a-ue) =a-T(ue) (5.13)

Linearitét

Ist die Reaktion des Ausgangssignals zu der Anregung des Eingangssinals proportional, wird das
System als lineares System beschrieben (Gleichung 5.13). Wirken zwei iiberlagerte Eingangssignale
in ein System, so konnen sie in diesem Fall separat betrachtet und aufsummiert werden. Auf diese
Weise kénnen auch die Transformationen der Eingangssignale, wie in der Gleichung 5.14, getrennt
betrachtet werden.

T(ul + UQ) = T(ul) + T(UQ) (514)

Systeme, die sowohl zeitinvariant, als auch linear sind, werden als LTI-Systeme (Linear Time Inva-
riant) bezeichnet. Die Systeme in diesem betrachteten Modul werden in Nidherung als LTI-Systeme
betrachtet. Bauelemente, welche Nichtlinearitdten aufweisen, werden beispielsweise im Kapitel iiber
periodische Grofien behandelt.

Merke: LTI-Systeme

LTI-Systeme stellen lineare und zeitinvariante Systeme dar. Gleichstromnetzwerke miissen
als LTI-Systeme betrachtet werden, damit der Uberlagerungssatz auf sie angewendet werden
kann.

5.3.2 Uberlagerungssatz

Sind die elektrischen Netzwerke als betrachtete Systeme auf ihre vorhandene Linearitét gepriift, kann
der Uberlagerungssatz angewendet werden. Hier kénnen verschiedene Quellen von einander getrennt
betrachtet werden. Auf diese Weise werden beim Uberlagerungssatz alle Quellen ausgeschaltet und
reihenweise die einzelnen Quellen eingeschaltet. Beim Ausschalten von Quellen werden Stromquellen
und Spannungsquellen verschieden umgewandelt. Beim Ausschalten einer idealen Spannungsquelle
entsteht nach Abbildung 5.18 am Ort der Spannungsquelle ein Kurzschluss.

Ideale
; Kurz-
Spannungs- Uy T
schluss
quelle

Abbildung 5.18: Umwandlung einer Spannungsquelle. Wird eine Spannungsquelle deaktiviert,
verbleibt ein Kurzschluss. Mit diesem Kurzschluss erfolgt die weitere Netzwerkberechnung.

Eine Stromquelle hinterlésst beim Ausschalten lediglich offene Klemmen (Abbildung 5.19). Dieser
Leerlauf verhindert die weitere Betrachtung dieses Pfades im Netzwerk.
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I J
Leerlauf

- (offene

Ideale

Stromquelle ( Klemmen)

Abbildung 5.19: Umwandlung einer Stromquelle. Die Deaktivierung einer Stromquelle hinterlésst
offene Klemmen.

Merke: Umwandlung von Quellen

Beim Ausschalten von Spannungsquellen und Stromquellen hinterlassen deaktivierte Span-
nungsquellen einen Kurzschluss und deaktivierte Stromquellen einen Leerlauf.

Sind bis auf eine Quelle alle anderen Quellen ausgeschaltet, wird das elektrische Netzwerk fiir die
iibriggebliebene Quelle analysiert. Das wird dann aufeinanderfolgend mit jeder Quelle durchgefiihrt.
Am Ende werden die Einzelwirkungen als Summe betrachtet. Beispielsweise ldsst sich der Strom Iy
durch einen Widerstand R, welcher von zwei Quellen @)1 und Q2 versorgt wird, durch die Summe
der Teilstrome der beiden Quellen erkliren (vgl. Gleichung 5.15).

Ir = f(Q1,Q2) (5.15)

Zur Verdeutlichung des Uberlagerungssatzes wird in der Abbildung 5.20 ein elektrisches Netzwerk
mit zwei Spannungsquellen und drei Widerstdnden abgebildet. Um dieses Netzwerk mit mehr als
einer Quelle zu berechnen, wird das Netzwerk fiir beide Spannungsquellen einzeln betrachtet.

Rl RS

W@ [ Ow

Abbildung 5.20: Elektrisches Netzwerk mit zwei Spannungsquellen zur Erkldrung des
Uberlagerungssatzes. Die Spannungsquellen sollen nacheinander fiir das elektrische Netzwerk ana-
lysiert werden.

Das vorgestellte elektrische Netzwerk wird in der Abbildung 5.21 noch einmal jeweils fiir die Berech-
nung der beiden Spannungsquellen seperat angezeigt. Fiir die Netzwerkbetrachtung mit der Span-
nungsquelle U; wird die Spannungsquelle Us kurzgeschlossen. Die beiden Widerstdnde Ro und Rj
liegen nun parallel zueinander. Die Spannung von U; verteilt sich nun iiber R; und die Parallelschal-
tung Ras. Aquivalent dazu wird bei der Betrachtung des Netzwerkes fiir die Spannungsquelle Us die
Spannungsquelle U; kurzgeschlossen. Nun bilden die beiden Widerstdnde R; und Ry eine Parallel-
schaltung. Die Spannung der Spannungsquelle Us verteilt sich iiber die Parallelschaltung Ri5 und
den Widerstand Rj.
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Uy ) Ry R3 UZ) Ry R
1 1 1 1
L 1 L 1 L 1 L 1

ZORENIC I O

Abbildung 5.21: Elektrisches Netzwerk mit zwei Spannungsquellen zur Erkldrung des
Uberlagerungssatzes. Links wird das Netzwerk fiir die Analyse der Spannungsquelle U; und rechts
fiir die Spannungsquelle U, gezeigt.

In der Gleichung 5.16 und der Gleichung 5.17 werden die Spannungen fiir die beiden Spannungsquellen
U1 und Us; am Widerstand R3 separat besti.l.rnmt. In der Gleichung 5.18 werden die beiden Spannungen
iiber den Widerstand R3 dann nach dem Uberlagerungssatz aufsummiert.

Ra3

Urs(Uy)) =U; - —————— 5.16

r3(U1) R T R (5.16)
Ris

Ur3(Us3) =U; » ———— 5.17

rs(U2) ? R3 + Ry (5.17)

Urs = Urs(U1) + Urs(U2) (5.18)

Merke: Uberlagerungssatz

Lineare und zeitlich invariante elektrische Netzwerke mit mehr als einer Quelle konnen als
Summe der Teilanalysen von jeder einzelnen Quelle bestimmt werden.
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Beispiel 5.2: Superpositionsverfahren

Gegeben ist das elektrische Netzwerk nach Abbildung 5.22. Die folgenden Aufgaben sollen
bearbeitet werden:

Anwendung des Superpositionsverfahrens (Uberlagerungssatz):

a) Einzeichnen der Stréme und Spannungen
b) Netzwerkberechnung I5 fiir U,

c) Netzwerkberechnung I3 fiir I

d) Wie gro8 ist der Strom I3

DRI

Abbildung 5.22: Beispiel. Netzwerkanalyse mit Kirchhoffschen Regeln.

w L=

a) Angabe der Strome und Spannungen:

. |
Iy | 4
Us
R] UR‘
Uy Ry Us Ry
Jo.
I I
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Kl : Iges :I1 +I3

I _ Ug _ Ug
ges — = ;
P s B
I3 Ry

E:R1+R2+R3
Ry U,

Ry

I3(Usg) = Iges -

Ri+Ro+ Ry R4 Bu(etR) "R 4Ry + Ry

Ri1+Ra+R3
c) Netzwerkberechnung I3(I) fiir I,:
K |—|R3 {; Ky
Ty ‘ L ‘
Us I,
R Uri
Uy Ry U, Ry
I I
K2 :Iges ZIg :I2—I3
5 Itz
Iges (R1||R1) + R2 + R3
R
I (Ig) =1y :

(R1]|Ri) + R2 + Rs

d) Wie groB ist der Strom I3(Ug,I5)?

Superposition:

IS(Ug’Ig) = I3(Ug) + I3(Ig)
U, Ry

Ry

I3(Ug,Ig) = 7
Ri+Ra2+R3

g
. _I..
Ry + Buliztls) Ry 4 Ry 4 Ry (e (R1||Ri)+R2+R3)
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5.4 Knotenpotentialverfahren

Die Analyse eines elektrischen Netzwerkes kann mitunter aufwendig werden. Mit gréfler werdendem
Netzwerk steigt auch der Aufwand zur Analyse. Auch reichen unter Umsténden die bisher vorgestell-
ten Analysemethoden zu Knoten- und Maschenanalyse nicht aus, um alle Groflen eines elektrischen
Netzwerkes zu bestimmen. Hier bietet das Knotenpotentialverfahren eine Méglichkeit zur Analyse.
Beim Knotenpotentialverfahren werden ausgehend von einem Bezugspotential, mit der Zuordnung
0V, alle iibrigen Potentiale bestimmt. Mithilfe des Knotenpotentialverfahrens wird folgend das elek-
trische Netzwerk aus der Abbildung 5.23 analysiert.

Uro |::| Ry

Uri R’y ¢
AL I
U(J <> Rz L“YRQ
i v I
qu

Abbildung 5.23: Netzwerk fiir das Knotenpotentialverfahren. Elektrisches Netzwerk mit einer
Spannungsquelle, einer Stromquelle und vier Widerstdnden. Anhand des Netzwerkes wird das Kno-
tenpotentialverfahren erlautert.

Lernziele: Knotenpotentialverfahren <

Die Studierenden
e kennen die Schritte des Knotenpotentialverfahrens.

e konnen mit Hilfe des Knotenpotentialverfahrens elektrische Netzwerke analysieren.

5.4.1 Vorbereitung des Netzwerkes

Das Knotenpotentialverfahren arbeitet mit Stromquellen und Leitwerten. Das vorgestellte Netzwerk
weist neben der Stromquelle eine Spannungsquelle und Widerstandswerte auf. Diese gilt es umzuwan-
deln. Die Spannungsquelle wird wie in der Abbildung 5.24 zu einer Stromquelle transformiert. Dabei
wird aus dem Reihenwiderstand der Spannungsquelle ein Parallelwiderstand fiir die Stromquelle.

R

D o > A

T/ Igri

Abbildung 5.24: Umwandlung einer Spannungsquelle. Umwandlung einer Spannungsquelle mit
Reihenwiderstand zur Stromquelle mit Parallelwiderstand.
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Bei der Umwandlung der Spannungsquellen in Stromquellen miissen auch die Spannungswerte der
Spannungsquellen in Stromwerte iiberfithrt werden. Dies erfolgt nach Gleichung 5.19.

I,=Uy- G (5.19)

Da bei dem Knotenpotentialverfahren nicht die Widerstandswerte der Komponenten verwendet wer-
den, sondern die Leitwerte, werden alle Widerstandswerte nach Gleichung 5.20 in Leitwerte umge-
rechnet.

Gi=— (5.20)

In der Abbildung 5.25 wird die Umwandlung der Spannungsquellen aus dem angegeben Netzwerk in
eine dquivalente Stromquellen dargestellt. Aus der Spannungsquelle Uy und dem Widerstand Ry wird
die Stromquelle I,o und dazu der parallel liegende Leitwert Gg. Die restlichen Widerstédnde werden
ebenfalls in Leitwerte iiberfiihrt.

Ry I Gs I

I — | —
L L
Uz Ucs

I

O ;

Abbildung 5.25: Umwandlung des Netzwerkes fiir das Knotenpotentialverfahren. Die Span-
nungsquelle Uy wird zu der Stromquelle I, auBerdem werden die Widerstandsangaben R zu Leit-
werten G.

Merke: Knotenpotentialverfahren

Beim Knotenpotentialverfahren wird ein elektrisches Netzwerk mit Stromquellen und Leit-
werten analysiert.

5.4.2 Bestimmung der Knoten und der Knotenpotentiale

Nun miissen die Knoten bestimmt werden. Hierzu legen wir einen Bezugsknoten mit dem Index
0, also Ky, fest. Weiter werden alle Knoten fortlaufend nummeriert. Das elektrische Netzwerk mit
den nummerierten Knoten wird in der Abbildung 5.26 abgebildet. Die eingezeichneten Knoten ohne
Komponenten zwischen den nummerierten Knoten weisen das identische Potential auf und bilden
somit einen Knoten.
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K, G3 I
| — -
| I—

Ucs

Ky

Abbildung 5.26: Umgewandeltes Netzwerk. Festlegung des Bezugsknotens Ky und der fortlau-
fenden Knoten K; und Ks.

Um die Knotenpotentiale festzulegen, werden alle Potentiale der Knoten K; und K5 auf den Be-
zugsknoten bezogen. Zur Durchfithrung des Knotenpotentialverfahrens werden & — 1 Gleichungen
benoétigt. Auf das angegebene Netzwerk bezogen, ergeben sich somit zwei Gleichungen, welche in
vektorieller Schreibweise nach Gleichung 5.21 notiert werden. Hier wird das Potential fiir den Knoten
K iber die Spannung vom Knoten K; zum Bezugknoten definiert. Daraus ergibt sich die Notation
Uk1-_xko- Selbiges wird fiir den Knoten K5 durchgefiihrt. Hier wird die Spannung Uks_xkqo definiert.

Uki1-xo
Uy = (5.21)
Uka2-xo

5.4.3 Zuordnung der Quellstréme

Fiir die festgelegten Knoten, abgesehen vom Bezugsknoten, miissen die abflielenden und zuflieBende
Strome festgehalten werden. Jede Stromquelle an den Knoten wird notiert. Hier werden zuflielende
Stromquellen mit einem positiven Vorzeichen und abflielende Stromquellen mit einem negativen
Vorzeichen versehen. Aus dem Knoten K flieBt der Strom der Stromquelle —Io, dieser Strom wird
mit einem negativen Vorzeichen versehen. Aus dem Knoten K fliefit der Strom der Stromquelle —1»
heraus, dieser wird ebenfalls mit einem negativen Vorzeichen versehen. Nach Gleichung 5.22 ergibt
sich der Vektor fiir die Quellstrome.

q0
(5.22)

=
I

q2

5.4.4 Leitwertmatrix

Nach der Umwandlung der Widerstandswerte in Leitwerte, wird mit den Leitwerten die Leitwert-
matrix erstellt. Hierzu werden wieder die Knoten abgesehen vom Bezugsknoten untersucht. Hierfiir
wird das vorgestellte elektrische Netzwerk noch einmal in der Abbildung 5.27 mit farbig hervorge-
hobenen Zweigen gezeigt. Uber die Hauptdiagonale werden die Leitwerte der Knoten notiert. Fiir
jeden Knoten werden die Leitwerte der direkt angrenzenden Komponenten aufgeschrieben. Fiir den
Knoten K; wiren das die an dem blau hervorgehobenen Zweig angrenzenden Leitwerte G, G; und
G35 und fiir den Knoten Ky die Leitwerte Go und G3. Abseits der Hauptdiagonalen auf den anderen
Elementen der Leitwertmatrix werden die Leitwerte protokolliert, welche direkt zwischen den Knoten
liegen. Zwischen den Knoten K7 und K liegt auf direktem Wege der in griin hervorgehobenen Zweig
mit dem Leitwert G3. Liegen zwischen den betrachteten Knoten weitere Knoten, so sind diese nicht
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direkt miteinander Verbunden und in das Element der Leitwertmatrix wird eine 0 eingetragen. Die
auf diese Weise angefertigte Leitwertmatrix wird in der Gleichung 5.23 veranschaulicht.

|

|

|

|

|

|

:

| K2
Uci |::|G1 [

Abbildung 5.27: Elektrisches Netzwerk mit hervorgehobenen Zweigen. Erstellung der Leit-
wertmatrix fiir das Knotenpotentialverfahren

Go+ G+ G5
Gk = (5.23)
Go+Gs

5.4.5 Gleichungssystem aufstellen

Nachdem der Vektor der Knotenpotentiale, der Vektor der Quellstrome und die Leitwertmatrix be-
stimmt wurden, wird aus diesen Gleichungen das Gleichungssystem des Knotenpotentialverfahrens
aufgestellt, welches in der Gleichung 5.4.5 angezeigt wird.

Go+G1+Gs —Gjs Uk1-xo —1Iq0
: - (5.24)
-G3 G2 +Gjs Uka-xo —Ig2

Das Gleichungssystem des Knotenpotentialverfahrens kann anschliefend exemplarisch mit dem Gauf-
schen Eliminationsverfahren gelost werden. Durch das Umstellen der Gleichung nach den gesuchten
Knotenpotentialen kénnen diese identifiziert werden. Ist so beispielsweise in dem untersuchten Netz-
werk die Spannung iiber den Widerstand R; berechnet worden, kann der Strom durch den Widerstand
bestimmt werden. Als Alternative zum Gaufischen Eliminationsverfahren wére noch die Cramersche
Regel zu nennen um lineare Gleichungssysteme zu losen.
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Beispiel 5.3: Knotenpotentialverfahren

Analyse des elektrischen Netzwerk aus der Abbildung 5.28 mittels des Knotenpotentialver-
fahrens.

Die folgenden Schritte sollen fiir das Knotenpotentialverfahren bearbeitet werden:

a) Vorbereitung des Netzwerkes
b) Bestimmung der Knoten und der Knotenpotentiale
¢) Zuordnung der Quellstrome
d) Aufstellung der Leitwertmatrix
e) Gleichungssystem aufstellen
Uy Rl

bi | S—
1 —_—
Ury

O

Uro Ro R I:] Urs

Ry
1
T

Ur2

I

Abbildung 5.28: Beispiel. Knotenpotentialverfahren an einem elektrischen Netzwerk.

a) Vorbereitung des Netzwerkes:

o D -

I3

JRC I
Uco Go @ s

I
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b) Bestimmung der Knoten und der Knotenpotentiale:

Uk1-ko
Uk = |Uk2-xko
Uks—ko
¢) Zuordnung der Quellstrome:
0
Ix = | =1+ Iy
gl T Iq?
d) Bestimmung der Leitwertmatrix:
Gs+ G4+ Gs -G3 —G5
Gk = —G3 Go+ G1 + Gs -Gy
—Gs —-G1 Gi+ G2+ Gs
e) Gleichungssystem aufstellen:
G3+ G4+ Gs -Gjs -G Uki1-Ko 0
-G Go+G1+Gs -G | Uke-xo| = |—Iq0 + Iqn

—Gs -G G, + G2 +Gs Uks-xo I —Ip2
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Lernziele: Maschenstromverfahren

Die Studierenden

e kennen die Schritte des Maschenstromverfahrens.

e konnen mit Hilfe des Maschenstromverfahrens elektrische Netzwerke analysieren.

5.5 Maschenstromverfahren

Neben der Knotenpotentialanalyse zur Untersuchung von elektrischen Netzwerken kann auch das
Maschenstromverfahren zur Berechnung herangezogen werden. Beim Maschenstromverfahren wird
ein Gleichungssystem aufgestellt, mit welchem die Maschenstrome ermittelt werden kénnen. Um das
Gleichungssystem des Maschenstromverfahrens aufstellen zu konnen, miissen einige Vorbereitungen
getroffen werden. In den folgenden Schritten soll das elektrische Netzwerk aus der Abbildung 5.29
mittels des Maschenstromverfahrens berechnet werden.

Uro |::| Ry '
I
Uri1 Ry @ Ry Ur2

vl

A [

o i() v 11

Abbildung 5.29: Netzwerk fiir das Maschenstromverfahren. Elektrisches Netzwerk mit einer
Spannungsquelle, einer Stromquelle und drei Widerstinden. Anhand des Netzwerkes wird das Ma-
schenstromverfahren erldutert.

5.5.1 Vorbereitung des Netzwerkes

Das Maschenstromverfahren arbeitet mit Spannungsquellen und Widerstandswerten. Hierfiir miissen
eventuelle Stromquellen in Spannungsquellen transformiert werden. Diese Art der Umwandlung einer
Stromquelle in eine Spannungsquelle wird noch einmal in der Abbildung 5.30 dargestellt. Hier wird
aus der Stromquelle und dem parallel liegenden Innenwiderstand eine Spannungsquelle mit einem in
reihe liegenden Innenwiderstand.

Ry
» o 4' '—o
Iy Uri g
v — (D)
L 2 O O

Abbildung 5.30: Umwandlung einer Stromquelle. Umwandlung einer Stromquelle mit Parallel-
widerstand zur Spannungsquelle mit Serienwiderstand.
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Die Gleichung 5.25 zeigt die Berechnung des Spannungswertes der Spannungsquelle aus dem ange-
gebenen Stromwert der Stromquelle und dem Widerstandswert des Innenwiderstands.

Ug=Ri-1I, (5.25)

Auflerdem miissen mogliche Leitwerte von elektrischen Widerstdnden in Widerstandswerte gedndert
werden. In der Gleichung 5.26 wird gezeigt, wie der Widerstandswert aus dem Kehrwert des Leitwerts
ermittelt wird.

= 2
Ri=g (5.26)

In der Abbildung 5.31 wird die Umwandlung der Stromquelle des vorgestellten Netzwerkes in eine
Spannungsquelle durchgefiihrt. Aus der Parallelschaltung der Stromquelle und des Widerstandes Ro
wird eine Reihenschaltung bestehend aus der neuen Spannungsquelle und dem Widerstand Rs.

Abbildung 5.31: Umwandlung einer Stromquelle in einem elektrischen Netzwerk. Umwand-
lung der Stromquelle mit Parallelwiderstand des zu berechnenden Netzwerkes in eine Spannungsquelle
mit Reihenwiderstand. Die Transformation der Quelle findet im roten Kreis statt.

Merke: Maschenstromverfahren

Fiir das Maschenstromverfahren werden zur Analyse eines elektrischen Netzwerkes Spannungs-
quellen und Widerstandswerte benotigt.

5.5.2 Maschen definieren

Fiir die Maschenstromanalyse miissen die Maschen festgelegt werden. Uber den Maschen werden
die Maschenstrome festgelegt. Auflerdem werden den Maschen die Widersténde zugeordnet. In der
Abbildung 5.32 wird das vorgestellte Netzwerk mit den eingezeichneten Maschen M; und Ms darge-
stellt.
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Abbildung 5.32: Maschen im elektrischen Netzwerk. Festlegung der Maschen M; und Ms sowie
der zugehorigen Maschenstrome.

Durch alle Komponenten welche sich an der Masche M; befinden, flieft der Maschenstrom Iy;;. So
wie auch alle Komponenten an der Masche M von dem Maschenstrom Iy durchflossen werden. Die
beiden Maschenstrome Iy; und Iy2 werden vektoriell in der Gleichung 5.27 notiert.

I
Iy = (5.27)
Ino

5.5.3 Widerstandsmatrix bestimmen

In der Masche M trifft der Maschenstrom I,;; auf die beiden Widerstiande Ry und R;. Die Masche
M wird in der Abbildung 5.33 in blau dargestellt. Der Maschenstrom ;o der Masche My durchflief3t
die Widerstinde R; und Rs. Der Widerstand R, ist somit teil der beiden Maschen M; und Ms und
wird von beiden Maschenstromen durchflossen. Wird ein Widerstand von mehreren Maschenstromen
durchflossen gilt dieser als Kopplungswiderstand zwischen den Maschen.

In der Widerstandsmatrix nach Gleichung 5.28 werden die Widerstédnde der Maschen und die Kopp-
lungswiderstéinde zugeordnet. Hier werden die Umlaufwiderstéinde aus den Maschen in die Hauptdia-
gonale eingetragen. Das heifit, dass die Reihenschaltung Ry + R; das Element der ersten Spalte und
Zeile fiir die erste Masche wird. Die Reihenschaltung R; 4+ Ry wird in das Element der zweiten Spalte
und Zeile fiir die zweite Masche eingetragen. In die tibrigen Elemente der Widerstandsmatrix werden
die Kopplungswidersténde zwischen den jeweiligen Maschen eingetragen. Der Kopplungswiderstand
bekommt ein positives Vorzeichen, wenn beide Maschenstrome in die selbe Richtung flielen und ein
negatives, wenn diese entgegengesetzt flieBen. Die Widerstandsmatrix wird in der Wechselstromtech-
nik auch als Maschenimpedanzmatrix bezeichnet.
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Abbildung 5.33: Festlegung der Zweige. Elektrisches Netzwerk mit hervorgehobenen Zweigen zur
Erstellung der Widerstandsmatrix fiir das Maschenstromverfahren

Ro+ Ry
R = (5.28)
Ri+ Ry

5.5.4 Quellenspannungen zuordnen

Den Maschen miissen die Spannungsquellen, die sogennanten Quellspannungen zugeordnet werden.
In der Masche M liegt die Quellenspannung Uy. Die Masche Ms weist die Quellenspannung U; auf.
Bei iibereinstimmender Richtung von Spannungspfeil und Maschenrichtung ergibt sich ein negatives
Vorzeichen fiir die Quellspannungen. Sind die Richtungen von Spannungspfeil und dem Maschen-
umlauf entgegengesetzt wird das Vorzeichen der Quellspannung positiv. Fiir den Fall, dass in einer
Masche keine Quelle vohanden ist, wird eine 0 eingetragen.

U
Unt = (5.29)
—U

5.5.5 Gleichungssystem aufstellen

Nach dem ohmschen Gesetz wird die elektrische Spannung als Produkt aus dem elektrischen Wider-
stand und Strom berechnet. Bei der Maschenstromanalyse werden zur Berechnung des Vektors der
Maschenstrome Iy; die Widerstandsmatrix Ry; und der Vektor der Quellspannungen Uy verwendet.
Das Gleichungssystem wird in der Gleichung 5.30 abgebildet.

Ry + Ry —Ry L Uo
. = (5.30)
—R; Ri + Ry Invio -U;

Die gesuchte Groflen werden aus den Maschenstromen berechnet. Beispielsweise werden die Strome
Iy, I; und I, gesucht. Die Ergebnisse der Maschenstrome sind mit den Stromen gleichzusetzen, welche
lediglich von einem Maschenstrom durchflossen werden. In dem vorgestellten elektrischen Netzwerk
betréagt der Strom der Masche M : Iy; = Iy und der Masche Ms : Iy = —I5. Der Strom durch den
Widerstand R; ldsst sich beispielsweise iiber die Knotengleichung berechnen: Iy = Iy + Is.
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Beispiel 5.4: Maschenstromverfahren

Analyse des elektrischen Netzwerk aus der Abbildung 5.34 mittels der Maschenstromanalyse.

Fiir die Maschenstromanalyse sollen die folgenden Schritte bearbeitet werden:

a) Vorbereitung des Netzwerkes

b) Maschen und Maschenstrome definieren
c) Widerstandsmatrix bestimmen

d) Quellspannungen zuordnen

e) Gleichungssystem aufstellen

Abbildung 5.34: Beispiel. Maschenstromanalyse an einem elektrischen Netzwerk.

a) Vorbereitung des Netzwerkes:

Iy Ura

Uro |::| Ry R Urs

Uy i() Ra| || Uma

(O
]

Ry

b) Maschen und Maschenstrome definieren:
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Inn
Iy = |Ive
Ins
¢) Widerstandsmatrix bestimmen:
Ro+ Rs+ Ry —R3 —Ry
Ry = —R3 R+ Rs+ Rs —Rs
—Ry —Rs Ry + Ry + Rs
d) Quellspannungen zuordnen:
Uo
Un=| U
U,
e) Gleichungssystem aufstellen:
Ro+ Rs + Ry —R3 —Ry I Uy
—R3 Ri+Rs+ Rs —Rs N2l = | Ua
—Ry —Rs Ry + R4+ Rs Ius —Us
Stréme Berechnen:
Is=1Iy— 1
I, =135 — I
Iy=1I1,—1
—Is=1+1;
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Modul 6

Magnetische Grofien

6.1 Einleitung

Der Elektromagnetismus bildet die Grundlage vieler Technologien in unserem téglichen Leben. Die
Magnetresonanztomographie ermoglicht zum Beispiel prizise Diagnosen und Therapien in der Medi-
zin. Die effiziente Erzeugung, Ubertragung und Verteilung von elektrischer Energie wird durch Gene-
ratoren und Transformatoren gewé#hrleistet. In der Computertechnik sind magnetische Speicher, wie
Festplattenlaufwerke, fiir die Datenverarbeitung und -speicherung unverzichtbar. Die Grenzen der
Anwendungsgebiete sind jedoch noch nicht erreicht. Zukiinftige technologische Entwicklungen wie
Quantencomputer, drahtlose Energieversorgung und magnetische Levitation werden diese weiter ver-
schieben. Ein fundiertes Verstdndnis magnetischer Groflen ist entscheidend fiir die Weiterentwicklung
und Optimierung existierender sowie zukiinftiger Technologien.

Dieses Kapitel bietet eine Einfithrung in die elektromagnetischen Wirkweisen und die dazugehérigen
magnetischen Groflen. Zunéchst wird das magnetische Feld beschrieben, gefolgt von einer Erkldrung
relevanter Groflen fiir den magnetischen Kreis wie Durchflutung, magnetischer Fluss und magneti-
scher Widerstand. Anschlieend werden die Funktionsweisen der Lorentzkraft, der Induktion und
der Induktivitét erlautert, gefolgt von der Berechnung des Energieinhalts im magnetischen Feld. Das
Kapitel schliefit mit einem Exkurs zum Skin-Effekt und Hall-Effekt.

Lernziele: Magnetische Groéflen <

Die Studierenden

e kennen die grundlegenden magnetischen Groflen im magnetischen Kreis.
e verstehen die physikalischen Wirkprinzipien hinter den einzelnen magnetischen Groéfen.
e konnen die Wechselwirkungen der magnetischen Gréflen zueinander beschreiben.

e konnen die einzelnen Groflen im magnetischen Kreis berechnen.

6.1.1 Magnetismus

Der Magnetismus ist ein physikalisches Phdnomen, das sich in Form von wechselwirkenden Kréften
von magnetisierten bzw. magnetisierbaren Festkorpern und bewegten elektrischen Ladungen duflert.
Die Krifte werden mittels eines Magnetfeldes dargestellt. Zu den geldufigsten Formen des Magne-
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tismus werden der Elektromagnetismus und der Magnetismus von Festkorpern gezéhlt. Der Ferro-
magnetismus ist die bekannteste und wichtigste Art magnetisierter Festkorper und beschreibt das
magnetische Verhalten einiger metallischer Korper, sogenannter ferromagnetischer Werkstoffe. Wie
in Abbildung 6.1 ersichtlich, besteht ein ferromagnetisches Material wie Eisen, Cobalt oder Nickel aus
vielen kleinen Elementarmagneten in sogenannten Weissschen Bezirken, die durch Blochwénde von-
einander getrennt sind. In einem unmagnetisierten Koérper sind diese Weissschen Bezirke willkiirlich
angeordnet und somit nicht ausgerichtet. Der Korper ist nach auflen nicht (oder nur wenig) magne-
tisiert, da sich die Magnetisierungsrichtungen der einzelnen Bezirke grofiteils gegenseitig aufheben.

Durch ein starkes externes Magnetfeld (die benétigte Stérke ist temperatur- und materialabhéngig)
konnen die ungeordneten Elementarmagnete parallel ausgerichtet werden. Durch die gleiche Ausrich-
tung der Weissschen Bezirke wird das Material selbst magnetisch.

Blochwinde

Elementarmagnete

/\Weisssche Bezirke

Abbildung 6.1: Aufbau eines Permanentmagneten. Links sind die Weissschen Bezirke mit den
Elementarmagneten willkiirlich ausgerichtet, der Korper ist nicht magnetisiert. Der rechte Korper
ist magnetisiert, da dort die Elementarmagnete der Weissschen Bezirke gleichgeordnet ausgerichtet
sind.

6.1.2 Magnetisches Feld

Durch die geordnete Ausrichtung der Weissschen Bezirke entsteht ein auflerhalb des Kérpers messba-
res Magnetfeld. Magnetfelder sind Vektorfelder, die eine Krafteinwirkung auf magnetische Materialien
im Raum ausiiben. Die Starke des Magnetfeldes wird tiber die Gréfle der magnetischen Feldstarke H
beschrieben. Diese vektorielle Gréfie ordnet dabei jedem Punkt des Raums, auf den das Magnetfeld
einwirkt, eine entsprechende Richtung mit einer spezifischen magnetischen Stéirke ein. Magnetfelder
und die damit verbundene magnetische Feldstirke werden mittels Feldlinien dargestellt. Magnetische
Feldlinien besitzen charakteristische Eigenschaften:

e Magnetische Feldlinien sind immer geschlossen (Quellenfrei).
e Auflerhalb des Magneten verlaufen sie vom Nord- zum Siidpol.

e Sie treten immer senkrecht aus der Magnetoberfliche aus bzw. ein.
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Abbildung 6.2: Feldlinien eines Permanentmagneten. Links wurden die Feldlinien mit Hilfe
von Metallspénen iiber einem Magnenten visualisert. Die rechte Grafik stellt die Eigenschaften ma-
gnetischer Feldlinien dar: Geschlossenheit, Verlauf auflerhalb des Magneten von Nord nach Siid,
senkrechter Austritt aus dem Magneten.

Merke: Magnetfeld

Magnetfelder sind Vektorfelder, die an jedem Punkt des Raums, auf den sie einwirken, eine
fiir den Punkt spezifische Richtung mit einer spezifischen Stérke besitzen. Die Stérke und
Richtung werden mittels der magnetischen Feldstérke H beschrieben.

6.2 Elektromagnetismus

Ein magnetisches Feld kann, aufler durch einen Permanentmagneten, auch durch einen elektrischen
Strom erzeugt werden. Dabei ergibt sich ein kreisformiges magnetisches Feld um den stromdurch-
flossenen Leiter. Die Richtung des Feldes kann mit der ,rechten Hand Regel“ ermittelt werden: Bei
einer zur Faust geformten Hand mit gestrecktem Daumen zeigt der Daumen in Richtung des (techni-
schen) elektrischen Stromflusses (der ,technische Stromfluss“ verlduft vom Plus- zum Minuspol) und
die Finger in Richtung des magnetischen Feldlinienverlaufs.

Merke: Rechte Hand Regel

Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung des (technischen) elektrischen Stromflusses,
so zeigen die restlichen gebeugten Finger die Verlaufsrichtung der magnetischen Feldlinien an.
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Abbildung 6.3: Magnetisches Feld um einen stromdurchflossenen Leiter. Links: Die Rich-
tung des Feldes kann mit der ,,rechten Hand Regel“ veranschaulicht werden. Rechts: Die Leiterschleife
stellt die kleinste Einheit einer Spule dar. Die hier dargestellte mittlere Feldlinie schlief3t sich in der
Unendlichkeit.

6.2.1 Durchflutung

Die durch elektrische Strome hervorgerufenen Magnetfelder werden mit der Kenngrofle der magneti-
schen Durchflutung © (Theta) gemessen. Analog zur elektrischen Spannung wird die Durchflutung
auch als magnetische Spannung bezeichnet. Da die Durchflutung aus dem Strom resultiert, hat sie
wie der Strom die Einheit Ampere.

Der Name ist auf das Durchflutungsgesetz zuriickzufithren. Dieses besagt, dass die magnetische
Durchflutung @ gleich dem Gesamtstrom I einer von ihm durchfluteten Fliche ist (sieche Abbil-
dung 6.4). Die Gleichnung 6.1 gibt das Durchflutungsgesetz in der allgemeinen Form wieder. Die
rechte Seite bezeichnet das Flichenintegral der Stromdichte J. Dieses Integral driickt die Summe
des Stromes aus, der durch die Fliche A fliefit. Die linke Seite der Gleichung stellt das geschlossene
Linienintegral iiber die magnetische Feldstéirke H dar. Diese geschlossene Linie ds entspricht dabei

dem Rand der Fliche A.
@:ygﬁ-dE’://fd/T (6.1)
s A

Da in den allermeisten Féllen der Strom durch einen Leiter transportiert wird und folglich die Rich-
tung des Stromes als auch die Stromstirke eindeutig bekannt sind, geniigt es in diesem Fall, das
Integral (wie in der Gleichung 6.2 dargestellt) durch die Anzahl der stromfiithrenden Leiter N multi-
pliziert mit der Stromstérke I zu ersetzen.

—

O=QH - d5=N-T [A] (6.2)
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Merke: Magnetische Durchflutung

Die magnetische Durchflutung @ entspricht dem Gesamtstrom einer von ihm durchfluteten
Flache.

po

Durchflutete

Flache

Daraus

resultierende

Feldlinie Elektrische
Durchflutung
=N-I

Abbildung 6.4: Durchflutung einer Spule. Die Durchflutung entspricht dem Gesamtstrom durch
eine durchflutete Fliche. Die elektrische Durchflutung einer Spule ist daher abhéngig von der Wick-
lungszahl und der Stromstéirke. Fiir die Darstellung in einer zweidimensionalen Grafik wird das
Symbol ® fiir den Stromfluss ,,in die Bildflache hinein“, ® fiir ,,aus der Bildfliche heraus* verwendet.

Ist die magnetische Feldstéirke iiber dem Integrationsweg ds konstant, kann der Vektor H vor das
Integral gezogen werden. Diese Bedingung ist in der Regel erfiillt, wenn sich die Feldlinie iiber dem
ganzen Integrationsweg im gleichen Material befindet. Ein Beispiel wére ein kreisformiges Feld um
einen Leiter im Kreismittelpunkt oder eine Ringkernspule, wie in Abbildung 6.5 gezeigt. In dem
Fall wird das Integral ¢ H - d3 zur Lénge des Integrationsweges (Gleichung 6.3). Diese Linge wird
mittlere Feldlinienldnge genannt und mit ¢, bezeichnet. Sie steht fiir den Mittelwert der Summe aller
Feldlinien, die sich innerhalb des kreisférmigen Feldes befinden. Die magnetische Feldstédrke kann in
solchen Anordnungen einfach mit der Gleichung 6.4 ermittelt werden.

e :yf 745 = |H| -ty (6.3)
- |3 (6.4

Merke: Berechnungshilfe magnetische Feldstirke

Ist die magnetische Feldstérke iiber den ganzen Weg konstant, kann sie durch den Quotienten
von Durchflutung © und Wegléange ¢, berechnet werden. Ihre Einheit ist Ampere pro Meter.
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Abbildung 6.5: Ringkernspule mit mittlerer Feldlinienlinge. Die mittlere Feldlinienlédge re-
prasentiert den Mittelwert aller Feldlinien innerhalb der Spule, womit die Feldstérke einfach rechne-
risch ermittelt werden kann.

Beispiel 6.1: Magnetische Feldstirke iiber die mittlere Feldlinienléinge

Eine Ringspule (Abbildung 6.5) mit 1000 Windungen und einer mittleren Feldlinienléinge von
50cm wird von einer Stromstdrke von 100 mA durchflossen. Wie grofl ist die magnetische
Feldstérke?

O=H-l,=N-I
N-I 1000-0,1A

H = =
em 0,5m

=2002

Beispiel 6.2: Magnetische Feldstirke iiber den Kreisumfang

Ein gerader Leiter wird mit einem Strom von I = 50 A durchflossen. Wie grof} ist die magne-
tische Feldstédrke in einem Abstand von r = 20 cm?

N-I  1-50A

H: =
lm  27-02m

A
= 39,79 &

Die mittlere Feldlinienlédnge ¢, kann durch den Kreisumfang ermittelt werden und wird des-
halb mit der Formel zur Berechnung des Kreisumfangs 27 - r ersetzt.

6.2.2 Magnetischer Fluss und Flussdichte

Der magnetische Fluss ist analog zum elektrischen Kreis mit dem Strom vergleichbar. Entgegen der
Terminologie findet jedoch kein Fluss von magnetischen Teilchen statt, sondern er ist sinnbildlich
als ,,die Menge an Magnetfeld“ zu verstehen und wirkt in Folge der magnetischen Spannung. Das
Formelzeichen des magnetischen Flusses ist @, die Einheit ist Weber (Wb). Ein Weber (Wb) ist
gleichbedeutend mit einer Volt-Sekunde (Vs).
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Die Kraftwirkung eines Magneten ist abgesehen vom magnetischen Fluss auch von der durchfluteten
Fldche abhéngig. Je dichter die Feldlinien konzentriert sind, desto grofer ist die magnetische Wirkung.
Das wird durch die magnetische Flussdichte B beschrieben, die im einfachsten Fall (nicht gekriimmte
Fliche, homogene Flussdichte) durch den Quotienten aus dem magnetischen Fluss @ und der Fliche
A definiert ist. Die Einheit der Flussdichte ist Tesla (T). Die Richung der Flussdichte B ist senkrecht

zur Fliache, was durch den Normalenvektor zur Fléche A ausgedriickt wird.

B= [T] (6.5)

SRS

Im allgemeinen Fall (ohne die oben genannten Einschrinkungen) gilt:

@://é.dff (6.6)
A

Merke: Magnetische Flussdichte

Die magnetische Flussdichte B beschreibt die Konzentration des magnetischen Flusses @ senk-
recht auf einer Fliche A.

Sowohl die magnetische Feldstérke als auch die magnetische Flussdichte sind vektorielle Groflen. Sie
lassen sich daher grafisch durch Feldlinien zeichnen. Der magnetische Fluss @ ist dagegen eine skalare
Grofe.

Die magnetische Flussdichte B und die magnetische Feldstérke H sind iiber die Permeabilitit ,u
verbunden. Die Permeabilitdt besteht aus dem Produkt einer materialunabhéngigen Kenngrofle, der
magnetischen Feldkonstanten po = 1,256 637062 - 1076 X—;, und einer materialspezifischen Permea-
bilitdt p,. Die magnetische Feldkonstante beschreibt die Permeabilitdt im Vakuum und war bis zur
Neuordnung der SI-Einheiten im Jahr 2019 mit dem Wert po = 47 - 1077 % genau definiert. Jetzt
ist sie mit einer Messunsicherheit behaftet.

Tabelle 6.1: Materialabhiingige Permeabilitit. Exemplarische Ubersicht zur Permeabilititszahl
. unterschiedlicher Materialien:

Material Permeabilitdtszahl u,

Wasser 1-9,1-1076
Kupfer 1—-6,4-1076
Luft 14+4-1077
Aluminium 1-2,2-10"°
Fisen 300 bis 140000
B=ypo-p- H (67)

In einem ferromagnetischen Material verlduft der Zusammenhang zwischen der magnetischen Feld-
stirke H und der magnetischen Flussdichte B nicht linear. Die Permeabilitit geht mit steigender
Magnetisierung in Séttigung, sodass die relative Permeabilitit p, von einem materialabhéingigen
Anfangswert gegen 1 lduft. Wird das magnetische Feld wieder reduziert (oder auf Null gesetzt), bleibt
die Magnetisierung in einem gewissen Mafle erhalten (Punkt B, in Abbildung 6.7). Dieser Vorgang
wird Remanenz genannt. Die verbleibende magnetische Flussdichte bei einer magnetischen Feldstéirke
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von Null ist die Remanenzflussdichte B;. Um den Stoff wieder komplett zu untmagnetisieren, wird
eine umgekehrte magnetische Feldstirke, die Koerzitivieldstirke H., benotigt.

B
Séttigung
B, +
|
H
\
0 H,
Neukurve
A Hystereseschleife
Sattigung

Abbildung 6.6: Magnetisierungskurve eines ferromagnetischen Materials. Die magnetische
Feldstarke und die magnetische Flussdichte verhalten sich nicht linear zueinander.

Anhand der Koerzitivfeldstirke werden ferromagnetische Materialien in hart- und weichmagnetische
Materialien unterschieden. Hartmagnetische Werkstoffe (z. B. starke Dauermagnete aus Neodym-
Eisen-Bor) verfiigen dabei iiber einen Wert fiir H, grofier als 10-103 %, bei weichmagentischen Werk-
stoffen (z. B. Magnetkerne aus Mangan-Zink-Ferrit) liegt H. bei kleiner als 500 %. Hartmagnetische
Werkstoffe werden hauptséchlich fiir Permanentmagnete eingesetzt.

Beispiel 6.3: Magnetische Flussdichte

Im Inneren einer dicht gewickelten Ringspule soll die magnetische Feldstarke H = 100 %
erzeugt werden. Die Spule hat einen mittleren Radius von 5cm.

1. Berechnen Sie die erforderliche Stromstérke I wenn die Spule mit N = 200 Wicklungen
versehen ist.

Aus Gleichung 6.2 und 6.3:
©=H -{,=N-1I

I_H~£m 1002 -2-7-5-10"%m
- N 200

= 157,08 mA

2. Wie gro8 wird die Flussdichte B im Falle einer Luftspule (u, = 1) oder einer eisen-
gefiillten Spule (p, = 2000 im Arbeitspunkt)?
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Aus Gleichung 6.10:

Brute = po - pe - H =1,256-107% = . 100 & = 125,6 uT
BEisen = 2000 - BLuft = 251,2 mT

6.3 Magnetischer Fluss und Flussdichte

Der magnetische Fluss ist analog zum elektrischen Kreis mit dem Strom vergleichbar. Entgegen der
Terminologie findet jedoch kein Fluss von magnetischen Teilchen statt, sondern er ist sinnbildlich
als ,die Menge an Magnetfeld“ zu verstehen und wirkt in Folge der magnetischen Spannung. Das
Formelzeichen des magnetischen Flusses ist @, die Einheit ist Weber (Wb). Ein Weber (Wb) ist
gleichbedeutend mit einer Volt-Sekunde (Vs).

Die Kraftwirkung eines Magneten ist abgesehen vom magnetischen Fluss auch von der durchfluteten
Fliche abhéingig. Je dichter die Feldlinien konzentriert sind, desto grofler ist die magnetische Wirkung.
Das wird durch die magnetische Flussdichte B beschrieben, die im einfachsten Fall (nicht gekriimmte
Fldche, homogene Flussdichte) durch den Quotienten aus dem magnetischen Fluss ¢ und der Fliche
A definiert ist. Die Einheit der Flussdichte ist Tesla (T). Die Richung der Flussdichte B ist senkrecht

zur Flache, was durch den Normalenvektor zur Fléiche A ausgedriickt wird.

B= [T] (6.8)

SIS

Im allgemeinen Fall (ohne die oben genannten Einschridnkungen) gilt:

qﬁ://é-dfi' (6.9)

A

Merke: Magnetische Flussdichte

Die magnetische Flussdichte B beschreibt die Konzentration des magnetischen Flusses @ senk-
recht auf einer Fliche A.

Sowohl die magnetische Feldstéirke als auch die magnetische Flussdichte sind vektorielle Gréfien. Sie
lassen sich daher grafisch durch Feldlinien zeichnen. Der magnetische Fluss & ist dagegen eine skalare
Grofe.

Die magnetische Flussdichte B und die magnetische Feldstéirke H sind iiber die Permeabilitéit I
verbunden. Die Permeabilitdt besteht aus dem Produkt einer materialunabhiingigen Kenngrofle, der
magnetischen Feldkonstanten po = 1,256 637062 - 10~° X—nsn, und einer materialspezifischen Permea-
bilitdt u,. Die magnetische Feldkonstante beschreibt die Permeabilitdt im Vakuum und war bis zur
Neuordnung der SI-Einheiten im Jahr 2019 mit dem Wert pg = 4m - 1077 X—; genau definiert. Jetzt
ist sie mit einer Messunsicherheit behaftet.
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Tabelle 6.2: Materialabhiingige Permeabilitit. Exemplarische Ubersicht zur Permeabilititszahl
p unterschiedlicher Materialien:

Material Permeabilitdtszahl u,

Wasser 1-91-10"6
Kupfer 1-6,4-10"6
Luft 1+4-1077
Aluminium 1-2,2-107°
Eisen 300 bis 140000
B=ypg-p-H (6.10)

In einem ferromagnetischen Material verlduft der Zusammenhang zwischen der magnetischen Feld-
stirke H und der magnetischen Flussdichte B nicht linear. Die Permeabilitit geht mit steigender
Magnetisierung in Séttigung, sodass die relative Permeabilitit p, von einem materialabhéingigen
Anfangswert gegen 1 lduft. Wird das magnetische Feld wieder reduziert (oder auf Null gesetzt), bleibt
die Magnetisierung in einem gewissen Mafle erhalten (Punkt B, in Abbildung 6.7). Dieser Vorgang
wird Remanenz genannt. Die verbleibende magnetische Flussdichte bei einer magnetischen Feldstirke
von Null ist die Remanenzflussdichte B,. Um den Stoff wieder komplett zu untmagnetisieren, wird
eine umgekehrte magnetische Feldstirke, die Koerzitivieldstirke H., benotigt.

B
Sattigung
B, +
H
0 H.
Neukurve
/ Hystereseschleife
Sattigung

Abbildung 6.7: Magnetisierungskurve eines ferromagnetischen Materials. Die magnetische
Feldstiarke und die magnetische Flussdichte verhalten sich nicht linear zueinander.

Anhand der Koerzitivfeldstirke werden ferromagnetische Materialien in hart- und weichmagnetische
Materialien unterschieden. Hartmagnetische Werkstoffe (z. B. starke Dauermagnete aus Neodym-
Eisen-Bor) verfiigen dabei iiber einen Wert fiir H,. groBer als 10-103 %, bei weichmagentischen Werk-
stoffen (z. B. Magnetkerne aus Mangan-Zink-Ferrit) liegt H. bei kleiner als 500 %. Hartmagnetische
Werkstoffe werden hauptséchlich fiir Permanentmagnete eingesetzt.
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Beispiel 6.4: Magnetische Flussdichte
A

Im Inneren einer dicht gewickelten Ringspule soll die magnetische Feldstirke H = 100
erzeugt werden. Die Spule hat einen mittleren Radius von 5 cm.

1. Berechnen Sie die erforderliche Stromstérke I wenn die Spule mit N = 200 Wicklungen
versehen ist.

Aus Gleichung 6.2 und 6.3:
©O=H -{,=N-1

_H-f, 100&-2-7-5-10"%m
- N 200

I = 157,08 mA

2. Wie gro§ wird die Flussdichte B im Falle einer Luftspule (u, = 1) oder einer eisen-
gefiillten Spule (u, = 2000 im Arbeitspunkt)?

Aus Gleichung 6.10:

Brute = po - p - H =1,256-107% Y= . 100 & = 125,6 uT
Bgisen = 2000 - Bryg = 251,2mT

6.4 Der magnetische Widerstand

Im Kapitel 6.2.1 wurde bereits die magnetische Spannung thematisiert, die auch Durchflutung ge-
nannt wird, sowie im Kapitel 6.3 der magnetische Fluss, der das Aquivalent zum elektrischen Strom
darstellt. Es liegt daher die Vermutung nahe, dass es in einem magnetischen Kreis dquivalent zum
ohmschen Widerstand auch einen magnetischen Widerstand gibt. Er hat das Formelzeichen R,, und
die Einheit % und wird auch Reluktanz genannt.

Ein Beispiel fiir einen magnetischen Kreis ist in Abbildung 6.8 durch einen einfachen Eisenring mit
einer einseitigen Spule dargestellt. Die Spule erzeugt eine Durchflutung © analog zur elektrischen
Spannung. Der Eisenkreis besteht aus vier Teilwiderstdnden, da der magnetische Widerstand sowohl
von der Lénge als auch von dem durchflossenen Querschnitt abhéingig ist. Die vier Widersténde
werden vom magnetischen Fluss ¢ durchstréomt.

Rm4

Abbildung 6.8: Magnetischer Kreis mit einem Eisenring. Die vier magnetischen Teilwiderstéinde
sind abhéngig von der Lange, vom Material und dem Querschnitt des durchflossenen Eisenrings.

In einfachen Anordnungen (wie beispielsweise in Abbildung 6.8 zu sehen) kann unter Vernachléssigung
der Ecken der Widerstand durch die Gleichung 6.11 ausgedriickt werden. ¢, ist wie bei der magneti-
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schen Feldstédrke die mittlere Feldlinienlinge des Widerstandes innerhalb des magnetischen Kreises.
Zur Ermittlung der mittleren Feldlininenldnge ¢, werden die Léngen aller Seiten addiert. A ist
die Querschnittsfliche, die vom magnetischen Fluss durchflossen wird. p ist die Permeabilitéit des
Materials. Der magnetische Widerstand R, berechnet sich nun aus der aufsummierten Linge der
mittleren Feldlinienlénge ¢, geteilt durch das Produkt der durchflossenen Querschnittsfliche A und
der Permeabilitat u, - po.

Ry _fm [ A ] (6.11)

Merke: Magnetischer Widerstand

Fiir die Berechnung des magnetischen Widerstands Ry, wird die mittlere Feldlinienléngen £,
durch das Produkt aus der Permeabilitdt des Materials p, - pop und der Querschnittsfliche
A geteilt. Bei unterschiedlicher Materialbeschaffenheit oder unterschiedlicher Querschnitts-
flichen innerhalb des magnetisierten Korpers werden zunéchst die Teilwidersténde errechnet
und anschliefenden zum Gesamtwiderstand aufsummiert.

6.4.1 Der magnetische Kreis

Werden nun alle bekannten magnetischen Gréflen in ihrer Zusammenwirkung betrachtet, ergibt sich
die magnetische Analogie zum Ohmschen Gesetz. Sie beschreibt, dass die magnetische Spannung ©
dem Produkt aus dem magnetischen Widerstand R, und dem magnetischen Fluss @ entspricht.

©O=Ry- & (6.12)

Merke: Zusammenhiinge der magnetischen Feldgré3en N

Die magnetische Feldstidrke H im Spezialfall einer Ringkernspule errechnet sich aus dem Pro-
dukt der Windungsanzahl N und dem Stromfluss I, geteilt durch die mittlere Feldlinienlénge
Yo

NI
H=—"_"
I

Die magnetische Flussdichte B wird durch Multiplikation der magnetischen Feldstidrke H mit
der Permeabilitdt p, - po bestimmt.

B:,ur.,uO.H

Der magnetische Fluss @ ergibt sich aus dem Integral der magnetischen Flussdichte B iiber

einer Fliache A.
= // B-dA
A

6.5 Lorentzkraft

Befindet sich in einem Magnetfeld ein Leiter, der mit Strom durchflossen wird, wirkt auf ihn eine
Kraft, die senkrecht zum Leiter und dem Magnetfeld steht. Diese Kraft wird Lorentzkraft genannt.
Verliduft der Leiter senkrecht zu den magnetischen Feldlinien, ist die Kraft am grofiten.
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B

Abbildung 6.9: Versuchsaufbau zur Lorentzkraft. Ablenkung eines freischwingenden stromdurch-
flossenen Leiters im Feld eines Permanentmagneten, wodurch sich der Leiter in die Richtung der Kraft
bewegt. Die Richtung kann mit der Drei-Finger-Regel der rechten Hand bestimmt werden. Der Dau-
men orientiert sich dabei an der Richtung des Stromflusses, der Zeigefinger an der Richtung der
magnetischen Feldlinien. Der Mittelfinger zeigt dann in die Richtung, in die die Kraft wirkt.

Schrittweise Erklarung zum in Abbildung 6.9 gezeigten Versuchsaufbau mit einem stromdurchflosse-
nen Leiter im Feld eines Permanentmagneten:

N e Ein Leiter befindet sich zwischen den Polen eines Hufeisenmagneten.

e Der Leiter ist hier nicht stromdurchflossen, sodass das Feld des Per-
manentmagneten einzeln betrachtet werden kann.

e Die Magnetfeldlinien verlaufen auflerhalb des Permanentmagneten
vom Nord- zum Siidpol und schlieflen sich innerhalb des Magneten.

e Nun wird der Leiter stromdurchflossen betrachtet, ohne das Feld des
Permanentmagneten zu beriicksichtigen.
@ e Um den stromdurchflossenen Leiter entsteht ein magnetisches Feld

in Abhéngikeit der Flussrichtung des Stroms (Rechte-Hand-Regel).
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e Das Feld des Permanentmagneten und das magnetische Feld des
stromdurchflossenen Leiters werden nun zusammen betrachtet.

e Beide Felder iiberlagern sich, sodass auf der Rechten Seite eine Feld-
verstarkung und links eine Feldschwichung auftritt.

e Das System versucht diese Feldverzerrung auszugleichen, wodurch
eine Kraft auf den Leiter wirkt, die senkrecht zum Leiter und dem
Magnetfeld steht (Drei-Finger-Regel).

e Der Leiter bewegt sich in die Richtung, in die die Kraft wirkt.

e Hier wird die Flussrichtung des stromdurchflossenen Leiters umge-
kehrt.

e Die Lorentzkraft wirkt entsprechend in die umgekehrte Richtung
(Drei-Finger-Regel).

e Der Leiter bewegt sich in die Richtung, in die die Kraft wirkt.

Zur Berechnung der Lorentzkraft kann die vektorielle oder
die skalare Darstellung genutzt werden. Bei der vektoriellen
Berechnung (Gleichung 6.13) bewirkt eine bewegte Einheits-
ladung ¢ mit der Geschwindigkeit ¥ im Magnetfeld B die
Kraft F*:

F=gq-(0xB) (6.13)

Bei der skalaren Berechnung entfallen die Vektoren, stattdessen wird der Winkel sin o im Bezug
auf die Geschwindigkeit v und das Magnetfeld B in die Rechnung einbezogen. Dabei gilt, dass die
Lorentzkraft sowohl zu der Flussdichte, als auch auf der Geschwindigkeit der Ladung senkrecht steht.
Der Betrag der Kraft ergibt sich bei geraden Leitern und konstantem Magnetfeld zu:

F=q-v-B- sina (6.14)
F=I-0-N-B-sina (6.15)

Die Gleichung 6.15 illustriert die skalare Berechung in einem stromdurchflossenen Leiter. ¢ ist die
wirksame Leiterlinge mit der Anzahl von N parallelen Leitern, die mit dem Strom I durchflossen
werden. « ist der Winkel zwischen dem Leiter und der Richtung der magnetischen Flussdichte B.
Stehen Leiter und Magnetfeld senkrecht zueinander, entfillt sin «.

Merke: Lorentzkraft

Die Lorentzkraft beschreibt die Kraft, die auf eine bewegte Ladung in einem Magnetfeld
wirkt. Fliefit die Ladung durch einen Leiter, so wirkt die Lorentzkraft senkrecht sowohl zum
Stromfluss als auch zur magnetischen Flussdichte.
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Zur Veranschaulichung des Prinzips eines Elektromotors wird eine stromdurchflossene Leiterschleife,
die beweglich auf einem drehbar gelagerten Rotor befestigt ist, im Feld eines Permanentmagneten

betrachtet:

N
+
S
+

Beispiel 6.5: Lorentzkraft

Eine Leiterschleife befindet sich auf einem drehbaren Element, dem
Rotor, im Magnetfeld eines Hufeisenmagneten.

Der Leiter ist hier noch nicht stromdurchflossen, sodass das Feld des
Permanentmagneten einzeln betrachtet werden kann.

Die Magnetfeldlinien verlaufen auflerhalb des Permanentmagneten
vom Nord- zum Siidpol.

Nun wird die Leiterschleife stromdurchflossen betrachtet, ohne das
Feld des Permanentmagneten zu beriicksichtigen.

Um die stromdurchflossene Leiterschleife entsteht ein magnetisches
Feld in Abhingikeit der Flussrichtung des Stroms (Rechte-Hand-
Regel).

Das Feld des Permanentmagneten und das magnetische Feld der
stromdurchflossenen Leiterschleife werden nun zusammen betrachtet.

Die Lorentzkraft, die je Leiter senkrecht zum Leiter und dem Ma-
gnetfeld steht, wirkt auf die Leiterschleife.

Die Leiterschleife beginnt sich aufgrund der Lorentzkraft zu drehen.

Hier wird die Flussrichtung des stromdurchflossen Leiters umgekehrt.

Entsprechend kehrt sich auch die Polung der stromdurchflossenen
Leiterschleife und damit die Drehrichtung der Leiterschleife um (Drei-
Finger-Regel).

Ein Gleichstrommotor hat im Luftspalt eine magnetische Flussdichte von B = 0,8 T. Unter
den Polen befinden sich insgesamt N = 400 Wicklungen, die mit einem Strom von [ = 10 A
durchflossen werden. Die wirksame Leiterldnge ist ¢ = 150 mm.
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Berechnen Sie die Kraft ' am Umfang des Ankers.

F=B-I-{-N
=0,8Y5.10A-0,15m - 400

kg-m?-s-A-m

=480 =53

=480N

Zwei parallele Leiter, die von Strom durchflossen werden, {iben ebenfalls eine Lorentzkraft aufeinander
aus, da jeder stromdurchflossene Leiter um sich herum ein Magnetfeld aufbaut (sieche Abbildung
6.10). Ist die Stromrichtung in beiden Leitern gleich, entsteht eine Anziehungskraft, bei umgekehrter
Stromrichtung wirkt die Kraft abstolend.

}

~

e

-
~

Abbildung 6.10: Lorentzkraft zwischen zwei parallelen Leitern. Ist die Flussrichtung des Stroms
gleich, ziehen sie sich an. Bei gegensétzlicher Flussrichtung stoflen sich die Leiter ab.

Fiir den theoretischen Spezialfall zweier geraden, parallelen, diinnen und unendlich langen Dréhte
gilt das Verhéltnis:

Flo=—t0""1 =2 (6.16)

Da in der Praxis diese speziellen Voraussetzungen nicht zutreffen, dient die Formel lediglich als
Niherung an reale Fille, um die Krafteinwirkung der Lorentzkraft abschéitzen zu kénnen.
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6.6 Induktion

Die Induktion beschreibt das Entstehen einer elektrischen Spannung in einem Leiter durch die zeit-
liche Anderung des magnetischen Flusses. Die Anderung des magnetischen Flusses lisst sich auf
verschiedene Weisen hervorrufen. In Abbildung ?? wird die Induktion anhand eines sich bewegenden
Leiters in einem magnetischen Feld dargestellt. Wie im vorangegangenen Beispiel (Abbildung 6.9)
wird auch hier ein Leiter vom Magnetfeld eines Permanentmagneten durchsetzt, jedoch mit dem Un-
terschied, dass diesmal kein Strom durch den Leiter fliefit. Stattdessen sind die Enden des Leiters an
ein Spannungsmessgerit angeschlossen. Wird nun der Leiter mit einer dufleren Kraft bewegt, wirkt
die Lorentzkraft auf die Elektronen im Leiter. Durch die Bewegung entsteht eine Ladungstrennung
im Leiter. Diese Ladungstrennung wird Induktionsspannung genannt. Solange der Leiter oder das
induzierende Magnetfeld in Bewegung ist, kann eine Spannung am Messgeriit abgelesen werden.

Ui

g

Vereinfacht lésst sich die induzierte Spannung mittels der Gleichung 6.17 berechnen. Die Hohe der
induzierten Spannung u; hingt von der magnetischen Flussdichte B, der Liinge des Leiters im Ma-
gnetfeld ¢, der Geschwindigkeit der Bewegung oder Flussdnderung v und der Anzahl der Leiter im
Magnetfeld N ab. Da diese Spannung zeitverdnderlich ist, wird das Formelzeichen u; klein geschrie-
ben.

uy=B-0-v-N (6.17)

Allgemein gilt, dass die induzierte Spannung u; die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses
d®/dt multipliziert mit der Anzahl der Leiter N ist. Dies spiegelt sich im allgemeinen Induktionsgesetz
(Gleichung 11.4) wider. Das negative Vorzeichen ist auf die Lenzsche Regel zuriickzufiithren. Diese
besagt, dass Ursache und Wirkung sich immer entgegengesetzt verhalten.

do

o (6.18)

Uy = —

Merke: Induktion

Die Induktion ist die elektrische Spannung wu;, die durch eine Anderung des magnetischen
Flusses d®/dt entsteht.
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6.7 Induktivitit

Die Induktivitdt beschreibt die Fahigkeit, elektrische Energie in einem magnetischen Feld zu spei-
chern. Bauelemente, die diese Fihigkeit besitzen, werden Spule (Abbildung 6.11), Drossel oder auch
Induktivitdt genannt.

49

U

Abbildung 6.11: Elektromagnetisches einer Induktivitit. Die Induktivitdt beschreibt, in wel-
chem Mafle sich ein Magnetfeldum eine stromdurchflossene Leiterschleife aufbaut.

Die Funktionsweise einer Induktivitidt beruht auf dem elektromagnetischen Feld, das durch den
Stromfluss erzeugt wird. Dieses elektromagnetische Feld induziert einen Strom in benachbarten Lei-
terspulen des Bauelemnts. Durch diesen Effekt kann elektrische Energie voriibergehend in einem
magnetischen Feld gespeichert werden. Zum besseren Verstéindnis wird im Folgenden die Funktion
der Induktivitit schrittweise erklirt. Eine Leiterschleife wird von Strom durchflossen. Dieser Strom
erzeugt ein Magnetfeld, dessen Stdrke proportional zur Stromstérke ist — je stérker der Strom, de-
sto stirker das Magnetfeld. Wird die Stromstérke kontinuierlich gedndert, erzeugt dies ebenso eine
Anderung des Magnetfeldes, welche wiederum (wie in Kapitel 6.6 beschrieben) eine Spannung in
benachbarten Leiterschleifen induziert. Diese induzierte Spannung wirkt geméf der Lenzschen Regel
der Anderung des Stroms entgegen. Folglich wirkt beim Einschalten der Stromquelle an der Spule
die induzierte Spannung dem Stromfluss entgegen, sodass der Strom erst allm&hlich ansteigt. Beim
Ausschalten der Spule bewirkt die induzierte Spannung, dass der Strom noch eine Zeit lang nach-
fliefit. Diese Gegebenheit, auch Selbstinduktion genannt, erméoglicht eine magnetische Speicherung.
Die Induktivitét gibt folglich an, wie stark sich ein elektrisches Bauteil selbstinduziert. Die Hohe der
Induktitdt L hingt ab von der Anzahl der Windung N, der Permeabilitdt des Spulenkerns p,., der
Querschnittsfliche des Kerns und der geometrischen Form des Bauteils. Fiir Induktivitéiten gilt im
Allgemeinen, dass das magnetische Feld sich proportional zum Wert des Stroms verhélt.

Rechnerisch ldsst si./ch die Induktivitdt L mit der Einheit Henry (H) auf zwei unterschiedliche
Weisen ermitteln. Zum einen kann sie mittels der Relation des entstehenden Magnetfelds N - @ zu
dem verursachenden Strom I (wie in Gleichung 6.19) berechnet werden.

N.-o
L= 5 [H] (6.19)
Zum anderen kann die Induktivitéit bei einfachen geometrischen Strukturen, wie zum Beispiel zylin-
drische, rechteckige oder Ringkerspulen, iiber die Relation der Windungen N? zu dem magnetischen
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Widerstand Ry, bestimmt werden (Gleichung 6.20).

L=> [H (6.20)

'\\ SN

N
y‘\\\\\nm///

Abbildung 6.12: Foto einer Ringkernspule. Die ringférmige Bauweise bringt die Besonderheit mit
sich, dass sich der magnetische Fluss vor allem innerhalb des Kerns bewegt, wodurch magnetische
Storfelder reduziert werden.

Merke: Induktivitit

Die Induktivitéit L beschreibt ein Bauelement, das in der Lage ist, elektrische Energie in einem
magnetischen Feld zu speichern.

Die Berechnung der Spannung einer Induktivitit ldsst von der Berechnung der Spannung einer In-
duktion ableiten (Gleichung 11.4).

4o
i=-N-— 11.4
u " (11.4)

Die Spannung einer Induktivitéit u ist eine zeitliche Anderung des Stromes di/dt multipliziert mit
der Induktivitdt L. Auch hier findet die Lenzsche Regel Anwendung, welche ein negatives Vorzeichen
zur Folge hat.

di

> (6.21)

U=—

In Schaltpldnen werden Induktivitdten mittels schwarz gefiillter Rechtecke, wie in der oberen der bei-
den Abbildungen 6.13 dargestellt. Seltener wird ein gewindeter Leiter, wie in der unteren Abbildung
6.13 fiir die Darstellungen einer Induktivitat genutzt.
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Abbildung 6.13: Schaltzeichen der Induktivitat

Um die Induktivitéit einer Struktur zu bestimmen, gibt es zwei Moglichkeiten: Den Weg der Ermitt-
lung tiber die Feldgréflen und den Weg iiber den magnetischen Widerstand.

Weg 1 iiber die Feldgrofen: Weg 2 iiber den magnetischen

1. Annahme einer

Stromstérke I — Durchflutung

Widerstand:

1. Magnetkreis in Teilabschnitte
zerlegen und magnetischen

©=N-I Widerstand R, berechnen
. I

2. Feldstgrke berechnen R = 25

H= O 2. Gesamtwiderstand berechnen
3. Flussdichte berechnen (bei Reihenstruktur)

B:Hr‘HO'H Rm,ges:ERm
4. Magnetischen Fluss bestimmen 3. Induktivitit

L _ _N?
&= [[,B-d4 L=z

5. Induktivitat

_ N
L= I

A= 1cm?.

Beispiel 6.6: Induktivitit

Bei einer Ringkernspule mit Luftspalt soll der Einfluss des Luftspaltes d auf die Induktivitéat
L untersucht werden. Die Spule hat N = 100 Windungen. Die relative Permeabilitidt betrigt
= 2000. Die mittlere Eisenkernléinge betrigt ¢, = 5cm. Die Querschnittsfliche betréigt

Abbildung 6.14: Ringkernspule mit Luftspalt.
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e Der Luftspalt ist vorerst nicht vorhanden: d = 0. Wie gro8 ist die Induktivitat L?

Ry = b
fir - 1o - A
N2
L=—
Ry,
1002 -2000 - 1,256 - 106 2= . 1-10~* m?

0,05m

L :0,05% = 50 mH

e Der Luftspalt betrigt nun d = 1 mm. Wie grof ist die Induktivitéit?

Rm = Rm,Fe + Rm,L

by —d N d
P po- A po - A
0,05m — 0,001 m 0,001 m
2000 - 1,256 - 1076 Y2 . 1.10~4m? 1,256 10-6 = . 1. 104 m?
L =1,226mH

6.8 Energie im magnetischen Feld

Um die Energie, die in einer Spule gespeichert ist, zu berechnen, wird die in der Abbildung 6.15
illustrierte Ringkernspule an eine Gleichspannungsquelle angeschlossen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird
die Spannungsquelle eingeschaltet. Die Spannung an der Spule ist dadurch zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0
gleich der Quellenspannung U. Der durch die Spule geleitene Strom wird nach Gleichung 6.21 linear
ansteigen. Die dadurch zugefiihrte Energie erzeugt eine Flussdichte im Spulenkern. Um die Energie
zu berechnen, die der Spule zugefiihrt wird, kann bekannte Gleichung der elektrischen Leistung 6.22
umgeformt werden und anschlieffend die Spannung durch Gleichung 6.21 ersetzt werden. Als Ergebnis
dieser Umformung erhélt die Anderung der magnetischen Energie dWp,, welche aus der Multiplikation
von Induktivitit L, dem Strom durch die Induktitéit iy, und der Anderungsrate des Stroms durch die

Induktitét dip, errechnet (siehe Gleichung 6.23).
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di
=L < 6.21
u " (6.21)
U
AW = up, - ip - dt = L- < iy -dt = L - ir, - dig, (6.23)

dt

Die Gesamtenergie ist das Integral iiber dW,, vom Anfangswert i, = 0 bis zum statischen Endwert
i, = I. Unter der Voraussetzung einer konstanten Induktivitit L gilt dann:

I
1 1
Wm:L-/iL~diL:§-L-I2:§-N-¢-I (6.24)
0

Die magnetische Energie kann auch aus den FeldgréoBlen durch Integration mit der magnetischen
Flussdichte errechnet werden:

Br
WmZEm-A'/HdeﬂmoA
0

2

Bl (6.25)

2 Hr - o
Bei einem Elektromagneten hat die Energiedichte im Luftspalt (also die Energie pro Volumen des
Luftspalts) eine besondere Bedeutung: Sie steht fiir die ,, Kraft des Elektromagneten®. Die maximale
Kraftwirkung befindet sich genau am Ubergang vom Luftspalt zum Eisenkern — entspricht also einem
theoretisch unendlich schmalen Luftspalt. Da der Luftspalt, wie der Name schon sagt, meistens mit
Luft gefiillt ist, ist im Normalfall g, = 1 und kann weggelassen werden.

Ww B2 F
\%4 _Q'MO_A

(6.26)

6.9 Skin-Effekt

Der Skin-Effekt beschreibt das Phénomen, dass sich die Stromiibertragung eines mit Wechselstrom
durchflossenen Leiters vom Kern zu dessen duflerem Rand verlagert. Dieser Effekt basiert auf dem
Prinzip der Induktion und tritt daher ausschliellich bei der Wechselstromiibertragung auf.
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Der Wechselstrom verursacht stetig sich &ndernde magnetische Felder. Diese magnetischen Felder
wirken geméf der Lenz “schen Regel der Ursache entgegen und sind im Leiterinneren stéirker ausge-
pragt als in den Randbereichen. Es kommt zu einer elekrischen Feldschwéichung im Leiterinneren,
sodass die Stromiibertragung an den Rand des Leiters stattfindet. Wie weit der Wechselstrom in
den Leiter eindringt, wird mit der Skin-Tiefe § (Delta) beschrieben. Dabei gilt, dass mit steigender
Frequenz die Feldschwichung im Kern zunimmt. Die Tabelle 6.3 veranschaulicht die Auswirkungen
des Skin-Effekts am Beispiel einer Kupferleitung. Wéhrend bei einer Frequenz von 5 Hz die Skin-Tiefe
29,7mm betrigt, so schrumpft diese bei einer Frequenz von 500 Hz auf 2,97 mm.

Tabelle 6.3: Exemplarische Ubersicht zur
Skin-Tiefe. Eindringtiefe in eine Kupferlei-
tung in Abhéngigkeit der Frequenz:

Frequenz Skin-Tiefe 0,

5Hz 29,7 mm
50 Hz 9,38 mm
500 Hz 2,97 mm
500 kHz 93,8 pm

Abbildung 6.16: Skin-Effekt. Die Skin-Tiefe
0 beschreibt, wie Tief der Wechselstrom in
den Leiter eindringt.

Zur Berechnung des Skin-Effekts wird die Skin-Tiefe § ermittelt. Die Skin-Tiefe wird durch die Wurzel
des spezifischen Widerstands pr geteilt durch das Produkt der Frequenz f, der Zahl Pi 7 und der
materialabhéngigen magnetischen Permeabilitit p errechnet (siehe Gleichung 6.27).

§= LR (6.27)

Merke: Skin-Effekt

Der Skin-Effekt verursacht die Verdréingung von Wechselstrom an den Rand des Leiters.

Beispiel 6.7: Skin-Tiefe

FEin Kupferleiter wird mit Strom der Frequenz f = 50 Hz durchflossen. Fiir den Leiter sind
folgende Werte gegeben:

7 Vs

e Absolute magnetische Permeabilitit: p = 47 - 107" 1>

e Spezifischer Widerstand: pr = 0,01721 QanF
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Berechnen Sie die Skin-Tiefe ¢ des Leiters.
PR
6 p—
- f
B 0,01721 Zmm*
C\ mdr 1077 25 50 Hz
6 ~ 9,34mm

6.10 Hall-Effekt

Der Hall-Effekt beschreibt das Auftreten einer elektrischen Spannung innerhalb eines stromdurch-
flossenen Leiters aufgrund der Ladungsverschiebung durch ein magnetisches Feld.

In der Abbildung 6.17 wird der Leiter, dhnlich wie im Versuchsaufbau zur Lorentzkraft, von einem
magnetischen Feld durchflossen. Der Leiter ist hier allerdings plattenférmig dargestellt, so dass sich
die Ladungstréger iiber die gesamte Leiterfliche bewegen kénnen. Wird nun der Leiter mit Strom
durchflossen, wirkt auf die bewegten Ladungen die Lorentzkraft. Diese verursacht geméfl der Rechten-
Hand-Regel eine senkrechte Ablenkung der Ladungstréiger im Leiter zum Rand. Durch die Ladungs-
verschiebung entsteht im Leiter ein elektrisches Feld, welches der Lorentzkraft entgegengerichtet ist.
An den Réndern des Leiters kann die aus der Ladungsverschiebung resultierende Spannungsdifferenz
gemessen werden. Sie wird als Hall-Spannung Uy bezeichnet.

Abbildung 6.17: Versuchsaufbau zum Hall-Effekt. Die durch das Magnetfeld entstehende Lor-
entzkraft lenkt die bewegten Ladungstriger senkrecht an den Rand ab. Diese Ladungsverschiebung
erzeugt eine elektrisch messbare Spannung — die Hall-Spannung.

Zur Ermittlung der Hall-Spannung Uy wird die Hall-Konstante Ay benotigt. Die Hall-Konstante Ay
ist eine Materialgrofle, die Aufschluss iiber die Ladungstrigerdichte und damit iiber die Leitfihigkeit
des Materials gibt.

Die Hall-Spannung kann (wie in Gleichung 6.28 dargestellt) durch die Multiplikation der Hall-
Konstante Ay mit dem Produkt der Stromstéirke I und der magnetischen Flussdichte B dividiert
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durch die Dicke des stromdurchflossenen Pliattchens d errechnet werden.

I1-B

Merke: Hall-Effekt

Die Hall-Spannung Uy beschreibt das Auftreten einer elektrischen Spannung innerhalb des
stromdurchflossenen Leiters senkrecht zum Stromfluss aufgrund eines einwirkenden Magnet-
feldes.

Beispiel 6.8: Hall-Spannung N

Ein mit der Stromstérke I = 2 A stromdurchflossenes Metallplidttchen mit der Dicke d = 1 cm
befindet sich in einem Magnetfeld mit der Flussdichte B = 0,57T. Die Hall-Konstante des
Materials betrigt Ay = 3,2- 1073 ‘%3 Berechnen Sie die Hall-Spannung.

I-B
Ug = Ag - ——

d
2A-05T
—39.103m’ 2207
Ui =32-107 % S5

Uy = 0,32V
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Modul 7

Periodische Groflen

7.1 Einleitung

In den vorangegangenen Modulen wurden die grundsétzlichen physikalischen Gegebenheiten und die
Grundbauteile besprochen. Auflerdem wurden die grundlegenden technischen Verhaltensweisen in
Gleichstromnetzwerken geklédrt. Bei den Gleichstromnetzwerken werden die elektrischen Netzwerke
mit einem DC-Strom (Direct Current) versorgt, Wechselstromnetzwerke mit einem AC-Strom (Al-
ternating Current). Der DC-Strom flieit dauerhaft in eine Richtung. Beim AC-Strom wechselt die
Stromrichtung regelméfig seine Richtung. Die RegelméBigkeit des Wechsels der Stromrichtung des
Wechslestromes erfolgt periodisch nach einer bestimmten Frequenz. Beispielsweise ist der ideale elek-
trische Widerstand als Bauteil nicht frequenzabhéngig. Zusétzlich Bauteile, wie der Kondensator
oder eine Spule, weisen bei unterschiedlichen Frequenzen verschiedene komplexe Widerstédnde auf.
Um diese periodischen Groflen zu bestimmen werden die folgenden Themengebiete besprochen:

o Zeigerdiagramm

Komplexe Wechselstromrechnung

o Effektivwert

Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung

Drehstrom

Mitsystem, Gegensystem und Nullsystem

Im

©2 =
©1

~— R
Il Q1 ©

Abbildung 7.1: Zeigerdiagramm. Die Groflen Spannung und Strom in der Darstellung als Zeiger.
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7.2 Grundlagen Komplexe Zahlen

Die in der Wechselstromtechnik genutzen Zeigerdiagramme geben einen schnellen Uberblich iiber
die Grofle und die Ausrichtung der Spannung und des Stromes. Die zugrunde liegenden Begriffe der
komplexen Zahlenebene und der Aufbau von Zeigerdiagrammen wird folgend weiter Erldutert und
an einem Beispiel erklért.

Lernziele: Komplexe Zahlen

Die Studierenden konnen

e mit Zahlen in der komplexen Ebene umgehen.
e Zeigerdiagramme von komplexen Zahlen darstellen.

e komplexe Zahlen berechnen.

7.2.1 Komplexe Zahlenebene

Um den Aufbau von Zeigerdiagrammen zu Uberblicken ist ein grundlegendes Verstindnis iiber die
komplexe Zahlenebene nétig. Fiir die elementaren Rechenoperationen reichen die natiirlichen Zahlen
mit Null und die rationalen Zahlen aus. Die rationalen Zahlen kénnen als endliche oder periodische
Dezimalzahlen dargestellt werden. Die irrationalen Zahlen lassen sich hingegen als Dezimalzahlen
darstellen, welche unendliche viele Stellen aufweisen und dabei nicht periodisch sind. Die reellen
Zahlen setzen sich aus den rationalen Zahlen und den irrationalen Zahlen zusammen. Allerdings ist
beispielsweise das Wurzelziehen aus einer negativen Zahl in der reellen Zahlenebene nicht moglich.
Hierfiir wird die komplexe Zahlenebene eingefiihrt. in der komplexen Zahlenebene wird der Raum
der reellen Zahlen um die imaginére Einheit j erweitert. So ergibt in der komplexen Zahlenebene das
Wurzelziehen aus -1 die imaginéire Einheit j.

j=v-1 (7.1)

Das Quadrieren der imaginéren Einheit ergibt wiederum -1.

P?=-1 (7.2)

FEine komplexe Zahl Z beschreibt einen Ort in der komplexen Ebene. Um in einem zweidimensionalen
Koordinatensystem einen Ort eindeutig festzulegen werden zwei Koordinaten benétigt. Die beiden
Koordinaten zur Beschreibung einer komplexen Zahl Z werden in der komplexen Ebene als Real-
teil und Imaginérteil beschrieben (vgl. Gleichung 7.3). Komplexe Zahlen werden meist durch einen
Unterstrich gekennzeichnet, wobei der Realteil und der Imaginérteil reelle Zahlen darstellen.

Z = Realteil + j - Imaginarteil (7.3)

Z=Re(Z)+]-Im(2) (7.4)

In der Komplexene Ebene wird der Realteil auf die Abszisse und der Imaginérteil auf die Ordinate
aufgetragen. Es werden die Abkiirzungen Re = Realteil und Im = Imaginérteil verwendet. Das Ko-
ordinatensystem einer komplexen Ebene wird in der Abbildung 7.2 erldutert. Der Ort der komplexen
Zahl kann durch Richtungspfeile, welche auch als Vektoren oder Zeiger bezeichnet werden, dargestellt
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werden. Die Darstellung der komplexen Zahl in kartesischen Koordinaten erfolgt durch die Zerlegung
in Realteil der komplexen Zahl Re(Z) und Imaginirteil der komplexen Zahl Im(Z) kombiniert mit
der imaginédren Einheit j. Komplexe Zahlen kénnen auch in Polar-Koordinaten dargestellt werden.
Dies erfolgt durch den Betrag |Z| der komplexen Zahl Z und durch den Winkel o, den der Zeiger der
komplexen Zahl mit der reellen Achse einschlief3t.

Im

Z/’

¥
\’Z Re

Re(2)

Abbildung 7.2: Zeigerdiagramm einer komplexen Zahl. Eine komplexe Zahl Z, welche sich durch
Re(Z) und Im(Z) in kartesischen Koordinaten und durch den Betrag der komplexen Zahl | Z| sowie
den zugehorigen Winkel ¢ in Polar-Kooradinaten darstellen l&sst.

Die beiden Darstellungsformen lassen sich ineinander transformieren. Behilflich ist hier die Euler’sche
Formel. Die Euler’sche Formel zeigt, dass sich der Ordinatenwert und der Abszissenwert des Einheits-
kreises durch die trigonometrischen Funktionen Kosinus und Sinus berechnen lassen. Die Euler’sche
Formel wird in der Gleichung 7.5 dargestellt.

&X = cos(x) +j - sin(x) (7.5)

Unter Verwendung der Euler’schen Formel kénnen durch die Hinzunahme des Betrages der komplexen
Zahl die Polar-Koordinaten in kartesische Koordinaten transformiert werden. Dies wird durch die
Gleichung 7.6 erldutert.

Z = |Z] - cos(¢) +]-|Z] - sin(p) = Re(Z) +j - Im(Z) (7.6)

Uber den Satz des Pythagoras lisst sich aus den bekannten Realteil und Imaginirteil der Betrag der
komplexen Zahl fiir die Polar-Koordianten bestimmen. Der dazugehorige Winkel ergibt sich aus dem
arctan mit dem Verhéltnis aus Imaginérteil zu Realteil im Argument. Mit diesen Informationen kann
eine komplexe Zahl wie in der Gleichung 7.7 in Polar-Koordinaten transformiert werden.

Z = J/Re(Z)2 + (Im(2))? - & "(&D) = |7] . &I (7.7)
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Merke: Darstellungsformen komplexer Zahlen

Kartesische Darstellung:

Z=Re(Z)+j -Im(Z)

Polarform: '
Z=2)-&

Trigonometrische Darstellung;:

Z = |Z|(cos(p) + j - sin(p))

Zu den Operationen bei komplexen Zahlen z#éhlt die Konjugation. Beim Konjugieren einer komplexen
Zahl wird der j durch -j ersetzt (Negation des Imaginérteils). Die Konjugation wird wie in Gleichung
7.8 dargestellt mit einem Stern gekennzeichnet.

Z" = (Re(2) +]-Im(Z))" = Re(Z) —j-Im(2) (7.8)

Der Betrag einer komplexen Zahl lédsst sich durch die Multiplikation der komplexen Zahl mit ihrer
Konjugierten bestimmen (vgl. Gleichung 7.9). Statt des Betrages, welcher eine Wurzel enthélt, wird
auch das Betragsquadrat verwendet. Es stellt ebenfalls ein Maf fiir den Abstand der Zahl zum
Ursprung dar, ist aber einfacher zu berechnen.

Z=VZ 2"~z =22 (7.9)

Bei der Addition und der Subtraktion von komplexen Zahlen empfiehlt es sich, diese zunichst in
kartesiche Koordianten umzuwandeln. Auf diese Weise lassen sich der Realteil und der Imaginérteil
der komplexen Zahl separat miteinander verrechnen.

Zy + Zy =Re(Z,) + Re(Zy) +j - (Im(Z;) + Im(Z,)) (7.10)
Zy — Zy =Re(Z,) — Re(Zy) — j - (Im(Z,) — Im(Z,)) (7.11)

Die Darstellung in Polar-Koordinaten empfiehlt sich fiir die Verrechnungen von komplexen Zahlen
durch Multiplikation und Division. Die Multiplikation von komplexen Zahlen setzt sich auf dem
Produkt der Betrége und der Summe der jeweiligen Winkel zusammen (vgl. Gleichung 7.12). Bei der
Division werden die Betréige dividiert und die Winkel voneinander subtrahiert (vgl. Gleichung 7.13).

2y Zy=1Zy| - |Z,] - &7 719D (7.12)
Zy _|Zi| | jtpr-e)
L2, (7.13)
Zy |2y

Merke: Grundrechenarten komplexer Zahlen

Fiir die Addition und Subtraktion wird in der Regel die kartesische Darstellungsform
fiir komplexen Zahlen verwendet. Bei der Multiplikation und Division von komplexen
Zahlen wird die Polarform gewihlt.
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Da die Division zunéchst nur fiir reelle Zahlen aufler Null definiert ist, wird die komplexe Zahl im
Nenner so erweitert, dass dieser reell wird.

Zy _ Zy Zy Z,-Zs
Zy Zy Z | Z,|*

(7.14)

Durch die Addition einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen hebt sich ihr Imaginérteil
auf (vgl. Gleichung 7.15). Entsprechend verschwindet durch die Subtraktion der Realteil (vgl. Glei-
chung 7.16).

Re(2) = £ ZZ* (7.15)
Im(Z) = Z ng* (7.16)

7.2.2 Graphische Darstellung und Rechnungen mit komplexen Zahlen

Mithilfe von Zeigerdiagrammen lassen sich komplexe Zahlen auch zeichnerisch 16sen. Werden die
komplexen Zahlen wie empfohlen in der kartesischen Form dargestellt, konnen die Bestandteile der
Realteile und der Imaginérteile direkt abgelesen werden und in ein Koordinatensystem eingestra-
gen werden. Die komplexen Zahlen werden beispielsweise in der Abbildung 7.3 eingetragenen. Bei
der Addition von komplexen Zahlen wird entweder Z; an Z5 gesetzt oder umgekehrt. Denn bei der
Addition gilt weiterhin das Kommutativgesetz. Hier werden durch die gestrichelten Pfeile die Parallel-
verschiebungen von Z; und Z; angegeben. Die Verschiebungen enden beide an der selben Koordinate.
Hier kénnen separat der Realteil und der Imaginérteil aus der Summe der beiden komplexen Zahlen
abgelesen werden.

Im

N

m(Z, + Z,)
\

N
[\
\
\
\
\
\
N

> Re
Re(Z, + Z,)

Abbildung 7.3: Addition von komplexen Zahlen. Zeichnerische Losung einer Addition von zwei
komplexen Zahlen im Zeigerdiagramm.

Die zeichnerische Losung der Subtraktion von komplexen Zahlen erfolgt vergleichbar mit der Ad-
dition. Zu beachten ist dabei, dass wie in anderen Zahlensystemen bei der Subtraktion von zwei
komplexen Zahlen das Kommutativgesetz nicht gilt. Wird von der komplexen Zahl Z; Z; subtra-
hiert, &ndert sich die Richtung von Z;. Hier erfolgt dann wieder die Parallelverschiebung, allerdings
lediglich von Z;. An dem sich ergebenen neuen Vektor konnen dann wieder der Realteil und der
Imaginérteil abgelesenw erden.
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Im
2y
Ly Ly T |
/
/
" » Re
Re(Z, — Z;) Z,

Abbildung 7.4: Subtraktion von komplexen Zahlen. Zeichnerische Losung einer Subtraktion von
zwei komplexen Zahlen im Zeigerdiagramm.

Die in der Abbildung 7.5 dargestellten komplexen Zahlen Z; und Z, werden zur Multiplikation in
Polar-Koordinaten abgebildet. Durch die zuvor beschriebenen Rechnenregeln der Multiplikation fiir
komplexe Zahlen kénnen die Werte fiir die fiir das Ergebnis Z; bestimmt werden. Die Multiplikation
aus den Zeigerldngen gibt die Lange des Produktes an. Die Summe aus den beiden komplexen Zahlen
den Winkel der neuen komplexen Zahl an.

Zz . Zl Im

N
[\v}

AN

p1 +(p2 /1 ot

Abbildung 7.5: Multiplikation von komplexen Zahlen. Zeichnerische Losung einer Multiplikation
von zwei komplexen Zahlen in Polar-Koordinaten im Zeigerdiagramm.

> Re
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7.3 Zeigerdiagramme in der Wechselstromtechnik

In der Wechselstromtechnik finden die komplexen Zahlen unter Anderem als Zeiger Verwendung.
In linearen Netzwerken haben sinusférmige und monofrequente Quellengréfen nur sinusférmige und
monofrequente Spannungen und Strome zur Folge. Im Stationdren Zustand unterscheiden sich die
Spannungen und Strome nur in ihrer Amplitude und der zugehorigen Phase. Alle Signale haben
dabei eine identische Frequenz. Die Stationéren und harmonischen Schwingungen kénnen durch ihren
Zeitverlauf im Liniendiagramm oder durch komplexe Zahlen durch Zeiger dargestellt werden. Die
Beschreibung von Schwingungen durch komplexe Zahlen erméglicht die Darstellung durch ruhende
Zeiger, wobei nur die relative Lage zueinander ausgedriickt wird.

Lernziele: Zeigerdiagramme

Die Studierenden

e verstehen die Kenngrofien von periodischen Wechselspannungen.

e koénnen mit den komplexen Drehzeigern der Amplituden umgehen.

7.3.1 Periodische Wechselspannung

In der Abbildung 7.6 wird ein Wechselspannungssignal mit dem Scheitelwert (Amplitudenwert) U
dargestellt. Der Versatz des Wechselspannungssignals auf der Abszisse wird durch den Zeitpunkt g
ausgedriickt. Der Punkt in dem das Wechselspannungssignal die Ordinate kreuzt gibt den Wechsel-
spannungswert U zum Zeitpunkt ¢ = 0 an.

Das Wechselspannungssignal ist periodisch in 7'. Eine Periode wird bei dem angegebenen Wechsel-
spannungsignal durch einen kompletten Durchlauf einer positiven und negativen Halbwelle definiert.
So wird ab ¢y nach einer Periode der Zeitpunkt ¢g 4+ 7" und nach zwei Perioden der Zeitpunkt tgyor
erreicht.

Mit der Ubertragung der angegebenen Werte auf ein Kreisdiagramm liisst sich der Zusammenhang
der Wechselspannung mit der komplexen Darstellung erkldren. Auf diese Weise kann die Wechsel-
spannungsgroBe U(t = 0) zum Zeitpunkt 0 durch die Lange und Ausrichtung des Zeigers beschrieben
werden. Der Scheitelwert enspricht der Lange des Zeigers im Kreisdiagramm. Der Winkel ¢, be-
schreibt den Phasenwinkel zum Zeitpunkt ¢ = 0.

u(t)

ut=0) [N a\ i
AN [N/
to / to+T \ to Lo

N N\

0 ms 10 ms 20 ms 30 ms 40 ms

Abbildung 7.6: Periodische Wechselspannung iiber der Zeit mit zwei Perioden. Anhand der
Wechselspannung lassen sich z.B. der Amplitudenwert und die Periodedauer ermitteln.
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Die Kreisfrequenz w kann mithilfe der Periodendauer T' oder der Frequenz f angegeben werden.
Weiter wird die Kreisfrequenz auch als Winkelgeschwindigkeit beschrieben. Uber den Zusammenhang
zwischen der Periodendauer und der Frequenz kénnen die Groflen ineinander umgerechnet werden.
Die erlduterten Zusammenhénge werden in den Gleichungen 7.17 beschrieben.

w:% mit f:% wird  w=2nf (7.17)
Angenommen der Durchlauf einer kompletten Periode bei einer Frequenz von 50Hz dauert 20ms
(vgl. Abbildung 7.7). Ubertragen auf das GradmaB und das Radmaf ergeben sich so Winkelangaben
fiir den Durchlauf einer Periode. Der Winkel nach der kompletten Periode T entspricht dem Umlauf
eines vollen Kreises. Der Umlauf eines vollen Kreises entspricht dazu Die Phasenverschieben tq lédsst
sich auch in der Winkeldarstellung als Phasenwinkel ¢n beschreiben.

to
- [ [ [ [ [ | t in ms
I 5o o Lo 20
T iy R
.0 90 180 270 360
S e e O S B S
en 0 /2 m 3/2m 27

Abbildung 7.7: Verschiedene Maflangaben. Vegleich zwischen Gradmafl und Radmaf, der Umlauf
eines Kreises entspricht 360° oder 27.

Merke: Wechselgréf3en

Eine Wechselspannung erklért einen regelméfiigen Polaritétswechsel mit dem Amplituden-
wert U und der Periodendauer 7T

Der zeitabhingige Spannungswert u(t) einer Wechselspannung ist von mehreren Einflussgroien abhéngig.
Dazu gehoren der Scheitelwert und die Frequenz der Wechselspannung sowie der dazugehorige Pha-
senwinkel. Uber das Verhéltnis vom Zeitpunkt t zur Periodendauer lésst sich u(¢) bestimmen.

. N N 4
u(t) =U -sin(wt + pn) =U -sin(2rft + on) =U - sin(27rf + ©nN) (7.18)

7.3.2 Komplexer Drehzeiger der Amplitude

Der komplexe Spannungswert sowie der komplexe Stromwert kénnen als Zeiger dargestellt werden.
Hier wird auf die Darstellungsart der Polar-Koordinaten zuriickgegriffen.



KAPITEL 7.3: 173

Im Im

Yu P1
Re Re

Abbildung 7.8: Spannungs- und Stromzeiger. Ein Spannungszeiger mit dazugehorigen Phasen-
winkel und dquivalent dazu ein Stromzeiger mit Phasenwinkel

Eine harmonische Wechselgrofie kann als mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotierender Zeiger
dargestellt werden. Die Zeitfunktion ist die Projektion des Zeigers auf die reelle Achse. Der rotieren-
de Zeiger wird durch eine zeitabhéngige komplexe Zahl beschrieben. Wie bei den komplexen Zahlen
erklirt, konnen der Imaginirteil und der Realteil jeweils sparat bestimmt werden. Uber die Winkel-
funktionen kann der Realteil und der Imaginérteil der komplexen Spannung berechnet werden.

Im(U)

U-sin(wt+¢y) |----------- U="U-elvv

U - cos(wt + ¢y)

Abbildung 7.9: Zeigerdarstellung einer komplexen Wechselspannung. Wechselspannungszei-
ger mit der Aufteilung in Realteil und Imaginérteil.

Merke: Komplexe Drehzeiger von Spannung und Strom

Die Wechselgrofien Spannung und Strom werden als komplexe Drehzeiger dargestellt. Die
Drehzeiger beschreiben dabei Augenblickswerte u(t), welche sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w verdndern.

Die Beschreibung von periodischen Groflen an elektrischen Komponenten erfolgt durch feste Span-
nungszeiger und Stromzeiger. Das Verhalten der verschiedenen Komponenten ist dabei jeweils unter-
schiedlich. In der Abbildung 7.10 werden ein Widerstand, ein Kondensator als Kapazitdt und eine
Spule als Induktivitdt mit ihren zugehorigen Spannungs- und Stromzeigern dargestellt. Das genaue
Verhalten der drei Komponenten wird im folgenden Kapitel néher betrachtet.
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Abbildung 7.10: Verschiedene Bauteile und die Wechselspannungszeiger. Die Bauteile Wi-
derstand, Kondensator und Spule mit zugehorigen Spannungs- und Stromzeigern.
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7.4 Komplexe Wechselstromrechnung

In Gleichstromnetzwerken wird mit konstanten Spannungsquellen und Stromquellen gearbeitet. Im
Gegensatz dazu kommen bei der komplexen Wechselstromrechnung Quellen mit sinusférmigen Wech-
selgrofien zum Einsatz. Die elektrische Analyse von Komponenten in einem Wechselspannungsnetz-
werk erfolgt komplex. Die komplexen Spannungen U und Strome I erzeugen zeitabhingige Span-
nungswerte u(t) und Stromwerte i(t). Die Gleichung 7.19 beschreibt den angegebenen Zusammen-
hang zwischen komplexen und zeitabhingigen Strom- und Spannungswerten fiir einen ohmschen
Widerstand.

Komplexe und zeitabhéngige Strom- und Spannungsangaben der Wechselstromrechnung:

U=2Zy-I — ult)=R-i(t) (7.19)

Abgesehen von der komplexitdt der Wechselstromrechnungen, gelten weiterhin die Regeln zur Be-
rechnung elektrischer Netzwerke, wie Maschen- und Knotenregeln, das Verhalten von Reihen- und
Paralellschaltungen und die Knotenpotentialanalyse sowie die Maschenstromanalyse. Bei all diesen
Beispielen ist darauf zu achten, mit den komplexen Wechselgréflen zu rechnen. Fiir die Erlduterung
von elektrische Netzwerken mit komplexen Wechselgroflen werden im Folgenden diese Tehmengebiete
néher betrachtet:

Fiir die Berechnung von elektrische Netzwerken mit Wechselgrofien werden im Folgenden diese Teh-
mengebiete ndher betrachtet:

Lernziele: Wechselstromrechnung N

Die Studierenden

e kennen die komplexe Impedanz und die komplexe Attmitanz.

e verstehen das Verhalten eines Widerstandes, eines Kondensators und einer Spule an
einer Wechselspannung.

e kennen Wechselquellen und die dazugehoérigen Umwandlungsvorschriften.

7.4.1 Impedanz und Attmitanz in der komplexen Ebene

Durch eine Phasenverschiebung zwischen der Spannung und dem Strom kommt es zu einer Erzeugung
eines Blindanteils der Impedanz. Der Blindanteil liasst sich jedoch auf der reellen Achse nicht darstel-
len, weshalb die reelle Achse um eine imaginéire Achse erweitert wird, welche gemeinsam die komplexe
Ebene bilden. Die Abbildung 7.11 zeigt den Zeiger der komplexen Impedanz in der komplexen Ebene
mit Imagindranteil und Realanteil.
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Abbildung 7.11: Zeiger der komplexen Impedanz. Die Impedanz in der komplexen Ebene mit
der Aufteilung in Realanteil R und Imaginéranteil X.

So besteht auch die komplexe Impedanz Z nach Gleichung 7.20 aus einem Realteil und aus einem
Imaginérteil. Der Realteil besteht aus dem ohmschen Anteil, welcher den Wirkwiderstand einer Im-
pedanz darstellt. Der Wirkwiderstand wird auch als Resistanz R bezeichnet. Zweiter Bestandteil der
Impedanz ist der Imaginérteil, welcher auch als Reaktanz X bezeichnet wird. Die Reaktanz eines
elektrischen Netzwerkes setzt sich beisplielsweise aus den kapazitiven und induktiven Auswirkungen
zusammen und wird mit der imaginéren Einheit j versehen. Die Einheit der komplexen Impedanz ist
wie in der Gleichstromtechnik Ohm (2.

Impedanz = Resistanz + j - Reaktanz — Z=R+j-X (7.20)

[Z] =1 0hm =19

Wie in der Gleichstromtechnik existiert ein Leitwert des elektrischen Widerstandes in der komplexen
Wechselstromtechnik. Dieser Kehrwert der komplexen Impedanz wird als Admittanz Y bezeichnet
(vlg. Gleichung 7.21). Die Einheit des komplexen Leitwertes bleibt wie in der Gleichstromtechnik
Siemens S.

1 1
R=_ Z=-
T 4Ty

= (7.21)

Auch die Admittanz liasst sich in einen Wirkleitwert und einen Blindleitwert differenzieren. Der
Wirkleitwert G der Admittanz wird als Konduktanz und der Blindleitwert B der Admittanz wird als
Suszeptanz bezeichnet (vgl. Gleichung 7.22 ).

Admittanz = Konduktanz + j - Suszeptanz — Y =G+j-B (7.22)

Y] =1 Siemens=18

Merke: Komplexe Impedanz und komplexe Admittanz

Der Gleichstromwiderstand wird bei einer Wechselspannung zur komplexen Impedanz
Z. Der Kehrwert des Widerstandes, der Leitwert, wird bei einer Wechselspannung zur kom-
plexen Admittanz Y.
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7.4.2 Komplexer Widerstand

Der komplexe Widerstand eines ohmschen Verbrauchers besteht aus dem Wirkannteil R und dem
Blindanteil des des ohmschen Widerstandes. Der ohmsche Widerstand R verkorpert die Eigenschaft
leitfahiger Materialien elektrische Leistung in thermische Leistung umzuwandeln. Der Blindanteil
des Widerstands wandelt die Leistung der Wechselstréme nicht in Warme um. Der Blindanteil des
elektrischen Widerstands wird als Xy beziechnet. Da der ideale elektrische Widerstand allerdings
rein ohmsch und damit rein Real wirkt, wird in der Regel oft einfach das Formelzeichen R verwendet.
Die Gleichung 7.23 erklért diese Zusammenhénge.

ZR:R—f—j'XR = XRoideal =Jj-0Q — ZR:R (723)

An den zeitabhingigen Werten fiir die Spannung und den Strom ergeben sich die Zusammenhénge
des idealen ohmschen Widerstandes nach Gleichung 7.24.

U=Zn-I — ult)=R-i(t) (7.24)

Ein idealer elektrischer Widerstand ist ein reiner Wirkwiderstand und weist keinerlei Blindwider-
standanteile auf. Der reale elektrische Widerstand ist mit parasitiren Effekten behaftet. Die Schalt-
bilder eines idealen und eines realen elektrischen Widerstandes werden in der Abbildung 7.12 ge-
geniibergestellt. Diese parasitdren Effekte wirken sich induktiv, verdeutlicht durch die Spule, und
kapazitiv, verdeutlicht durch die Kapazitét, auf die Schaltung aus. Neben der Frequenzabhéngikeit
der parasitiren Effekte, werden auch die Spannung und der Strom so aufgeteilt, dass nicht mehr die
gesamte Leistung am Widerstand abféllt. die Impedanz des idealen elektrischenWiderstands ist nicht
frequenzabhéngig.

Lparas.

Ridcal —— chal :: Cparas.

O &

Abbildung 7.12: Gegeniiberstellung eines idealen und eines realen elektrischen Widerstan-
des. Der reale Widerstand weist im Gegensatz zum idealen Widerstand seriell induktive und parallel
kapazitive Effekte auf.

Zwischen der Spannung und dem Strom existiert beim idealen elektrischen Widerstand keine Pha-
senverschiebung. In der Abbildung 7.13 werden die Sinuswellen fiir die Spannung und den Strom
an einem idealen Widerstand aufgetragen. Sie liegen ohne Phasenverschiebung iibereinander, somit
befinden sie sich in Phase.
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Abbildung 7.13: Sinuschwingungen an einem Widerstand. Wechselspannung (blau) und Wech-
selstrom (rot) an einem idealen Widerstand. Es resultiert an dem Widerstand keine Phasenverschie-
bung zwischen der Wechselspannung und dem Wechselstrom.

Merke: Sinusschwingung an einem Widerstand

Der elektrische Widerstand weist zwischen der Wechselspannung und dem zugehérigen
Wechselstrom keine Phasenverschiebung auf.

7.4.3 Kapazitit

Der Kondesnator als Bauteil in der Elektrotechnik weist die Féhigkeit auf Energie zwischen den zwei
Platten in dem elektrischen Feld zu speichern. Die Grofle eines Kondensators wird in der Kapazitét
C angegeben. Die Einheit der Kapazitdt ist das Farad F. Die komplexe Impedanz eines Konden-
sators lasst sich nach Gleichung 7.25 berechnen. Im Gegensatz zum idealen Widerstand wirkt der
ideale Kondensator im Wechselstromkreis nicht lediglich als Wirkwiderstand. Der reale Kondensator
wirkt sowohl durch einen Wirkwanteil, als auch durch einen Blindanteil. Die Kreisfrequenz w ist fre-
quenzabhéngig. So ergeben sich bei hohen Frequenzen niedrige Impedanzwerte fiir den Kondensator.
Andersherum ergeben sich hohe Impedanzwerte bei niedrigen Frequenzen. Der Blindanteil des Kon-
densators wirkt sich als kapazitive Reaktanz aus. Es kann beim Kondensator auch mit der komplexen
Admittanz gerechnet werden. Die komplexe Admittanz ergibt sich aus dem kehrwert der komplexen
Impedanz des Kondensators.

1 .

Der ideale Kondensator wirkt rein im Blindanteil, so wird nach Gleichung 7.26 aus der komplexen
Notation Z¢ der Blindanteil des Kondensators X¢ mit zeitabhingiger Spannung und Strom.

U=2¢-1 u(t) = X¢ -i(t) (7.26)

Es Wird davon ausgegangen, dass die Wechselspannung an einem Kondensator mit der Phasen-
verschiebung von 0° anliegt. Mit dieser Feststellung kann die verursachte Phasenverschiebung des
Stromes am Kondensator nach Gleichung 7.27 festgelegt werden. Durch die Phasenverschiebung des
Stromes gleicht der Verlauf einer Cosinusfunktion im Gegensatz zur Sinusfunktion der Spannung.
Sollen sowohl die Spannung als auch der Strom durch die Sinusfunktion beschrieben werden, wird
die Phasenverschiebung Ay von 7/2 ins Argument mit aufgenommen.

u(t) = U - sin(wt) i(t) =1 -cos(wt) = I - sin(wt + 7/2) (7.27)
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Bei Induktivitdten und Kapazitdten kommt es zu einer Phasenverschiebung zwischen der Wechsel-
spannung und dem Wechselstrom. Beim Kondensator bedeutet dies, dass der Strom der Spannung um
90° (Gradmaf) voreilt. Der beschriebene Sachverhalt der Phasenverschiebung wird in der Abbildung
7.14 verdeutlicht. Der in rot dargestellte Strom an einem Kondensator erreicht den Maximalwert um
27 (Bogenmaf) frither als der blau gefirbte Maximalwert der Spannung.

Amplitude

Apc = oy — 1= —7/2

Abbildung 7.14: Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung an einem Kondensa-
tor. Der Strom eilt der Spannung am Kondensator um 90° vor.

Merke: Sinusschwingung an einem Kondensator

An der idealen Kapazitét eilt der Wechselstrom der Wechselspannung um 90° vor.

In der Regel wird mit idealen Bauteilen und deren Eigenschaften gerechnet. Jedoch weist der rea-
le Kondensator, wie auch der zuvor beschriebene reale Widerstand, induktive und ohmsche para-
sitdre Effekte auf. Der ideale Kondensator wird in der Abbildung 7.15 dem realen Kondensator ge-
geniibergestellt. Die Zu- und Ableitungen weisen induktive (Lparas.) und ohmsche (Rparas.2) Anteile
auf. Aulerdem ist der Kondensator einer standigen Selbstentladung ausgesetzt. Diese Selbstentladung
erfolgt symbolisch tiber den Paralellwiderstand Rparas.1-

Lparas.

_ ideal —— real Rparas.l

|

Rparas.2

Abbildung 7.15: Gegeniiberstellung eines idealen und eines realen Kondensators. Der reale
Kondensator weist im Gegensatz zum idealen Widerstand seriell induktive und parallel kapazitive
Effekte auf.

7.4.4 Induktivitit

Die Spule stellt ebenso einen Energiespeicher dar, wie der Kondensator. Nur wird bei der Spule die
Energie nicht in einem elektrischen Feld gespiechert, sondern in einem magnetischen Feld nach den
Gegebenheiten der Induktionsgesetze. Die Grofle einer Spule wird in der Induktivitdt L angegeben.
Die Einheit der Induktivitéit ist Henry H. Die komplexe Impedanz einer Spule ergibt sich aus der
Imaginiiren Einheit j, der Kreisfrequenz w und der Induktivitéit L (vgl. Gleichung 7.28). die komplexe
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Admittanz wird durch den Kehrwert der Spulenimpedanz berechnet. Das fithrt zu Zusammenh#ngen,
welche sich entgegen der Impedanzberechnungen bei Kapazitéiten entwickeln. Bei hohen frequenzen
werden die Impedanzen bei Spulen entsprechend ihrer Induktivitdt ebenfalls grof und bei niedrigen
Frequenzen entsprechend gering.

1
Zy =jwlL — Y, =— 7.28
4y, = Jw Ly Jwl ( )
Ebenso wie beim Kondensator wirkt die ideale Spule rein als Blindanteil der Impedanz. In der
Gleichung 7.29 wird auf der linken Seite die komplexe Notation der Spulenimpedanz Z verwendet.
Auf der rechten Seite wird die Zeitfunktion lediglich mit der Schreibweise des Blindanteils der Spule
X dargestellt.

U=2,-1 u(t) = Xy -i(t) (7.29)

Prinzipiell verhalten sich die Zeitfunktionen von Induktivitéiten fiir die Spannung und den Strom ver-
gleichbar, mit denen Zeitfunktionen von Kapazitdten. Lediglich die Phasenverschiebung des Stromes
an Spulen ist der Phasenverschiebung der Kapazitéten entgegengesetzt. Die Phasenverschiebung A
zwischen der Spannung und dem Strom betrégt an einer Induktivitidt /2.

u(t) = U - cos(wt) = U - sin(wt + 7/2) i(t) = I - sin(wt) (7.30)

Aquivalent zu der Phasenverschiebung an einem Kondensator existiert an der Induktivitit ebenfalls
eine Phasenverschiebung. Jedoch ist diese Phasenverschiebung des Stromes an der Induktivitéit der
Phasenverschiebung der Kapazitéit entgegengerichtet. Im konkreten Fall in der Abbildung 7.16 wird
gezeigt, dass der der Strom (rot) an einer Induktivitéit der Spannung (blau) nacheilt.

Amplitude

/|2

’
b

Ay, = @y — 1 = +7/2

Abbildung 7.16: Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung an einer Spule. Der
Strom folgt der Spannung an der Spule um 90° nach.

Merke: Sinusschwingung an einer Spule

Bei einer idealen Induktivitdt folgt der Wechselstrom der Wechselspannung um 90° nach.

Wie auch der ohmsche Widerstand und der Kondensator weist die reale Spule parasitiare Effekte auf.
Uber den Spulendraht wirkt ein ohmscher Anteil (Rparas.) auf die komplexe Impedanz der Spule ein.
Zusétzlich erzeugt die Wicklung der Spule kapazitive Effekte (Cparas.). In der Abbildung 7.17 wird
das Ersatzschaltbild einer idealen Spule und einer realen Spule dargestellt.
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Rparas.

ﬁleeal I Lreal :: Cparas.
o o

Abbildung 7.17: Gegeniiberstellung einer idealen und einer realen Spule. Die reale Spule
weist serielle ohmsche und parallele kapazitive parasitire Effekte auf.

7.4.5 Quellen von Wechselgrifien

Wie bei Quellen von Gleichstromen und Gleichspannungen existieren Wechselquellen mit vergleich-
baren Merkmalen. Bei der idealen Wechselspannungsquelle ist die Spannung eingepréigt. Die Wechsel-
spannung dndert sich nicht mit der Abhéngigkeit des Stromes, welcher durch sie hindurchfliefft. Die
ideale Wechselstromquelle stellt einen eingespriagten Strom zur Verfiigung. Dieser wird nicht durch
die angeschlossene Last beeinflusst. Die Schaltungssymbole einer idealen Wechselspannungsquelle
und einer idealen Wechselstromquelle werden in der Abbildung 7.18 dargestellt.

1=

Abbildung 7.18: Quellen von Wechselgré3en. Ideale Wechselspannungsquelle und ideale Wech-
selstromquelle.

Bei den beiden vorgestellten Wechselquellen werden ideale Quellen abgebildet. Reale Wechselquel-
len weisen wie auch die Quellen von Gleichspannungen und Gleichstrémen Innenwiderstdnde auf.
Diese Innenwiderstdnde prégen sich bei Quellen von Wechselgroien als komplexe Impedanzen aus.
Die reale Wechselspannungsquelle hat also eine komplexe Innenimpedanz Z;, welche mit einer idealen
Wechselspannungsquelle in Serie geschaltet ist. Bei realen Wechselspannungsquellen ist die Ausgangs-
spannung U von der angeschlossenen Last abhéngig. Die Gegeniiberstellung einer idealen und einer
realen Wechselspannungsquelle ist in der Abbildung 7.19 dargestellt.

Abbildung 7.19: Gegeniiberstellung einer idealen und einer realen Wechselspannungsquel-
le. Die reale Wechselspannungsquelle weist eine Serienimpedanz Z; auf.

Die Ausgangsspannung einer realen Wechselspannungsquelle ldsst sich nach Gleichung 7.31 bestim-
men. Hier liegt die Wechselspannung der Wechselspannungsquelle nicht direkt an den Klemmen an.
Sie wird durch die Spannung iiber die Innenimpedanz Z; reduziert.

I (7.31)
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Reale Wechselspannungsquellen weisen gewisse Charakteristika ohne Last beim Leerlauf und bei
einem Kurzschluss auf. Beim Leerlauf liegt zwischen den Klemmen eine unendlich grofie Impedanz.
Es wird kein geschlossener Stromkreis gebildet und es stellt sich kein Stromfluss ein (Gleichung 7.32).
Die gesamte Spannung der Wechselspannungsquelle liegt an den offenen Klemmen an, siehe Gleichung
7.33.

I~
I
d

Qi:l'ZiZO (7.32)

Uy-U;-U=0 = U=U, (7.33)

Beim Kurzschluss geht die Impedanz zwischen den Klemmen gegen null und es fillt dort keine
Spannung ab. So stellt sich ein grofiter moglicher Kurzschlussstrom ein, welcher lediglich durch die
Innenimpedanz begrenzt wird (Gleichung 7.34). Die Spannungs der Wechselspannungsquelle wirkt so
in Génze iiber die Innenimpedanz (Gleichung 7.35). Der Kurzschlussstrom lésst sich nach Gleichung
7.36 aus dem Verhaltnis aus der Spannung iiber die Innenimpedanz U, und der Innenimpedanz Z;
bestimmen.

Uu=0 - I=1I, (7.34)

Up-U;-=U=0 - Ui=U, (7.35)
U;

I, = 7 (7.36)

e

Beispiel 7.1: Reale Spannungsquelle

Eine Reale Spannungsquelle (230 V, 50 Hz) verfiigt nach der unten stehenden Abbil-
dung iiber eine Innenimpedanz Z;, welche sich aus einer Spule L = 20 mH und einem
ohmschen Widerstand R = 10 m) zusammensetzt.

L R I

Qgi U

O

Abbildung 7.20: Beispiel. Wechselspannungsquelle mit einer Innenimpedanz aus einer Spule
und einem Widerstand.

Bestimmen Sie die Leerlaufspannung und den Kurzschlussstrom der Wechselspan-
nungsquelle.
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U, =230V -e

Z;,=R+jXp

Z; =0,01 Q+j-27-50 Hz-20 mH
Z,=0,01 Q+ j6,28 Q

Leerlaufspannung;:
Q = Qo
U=230V-e
Kurzschlussstrom:
U
L=
1) Zi
230 V - €l

KT 0,01+ 6,280
I, = (0,058 — j36,6) A =36,6 A- o—189,9°

Die reale Wechselstromquelle in der Abbildung 7.21 verfiigt wie die Wechselspannungsquelle iiber
eine Innenimpedanz Z;, wobei diese Innenimpedanz nicht wie bei der Wechselspannungsquelle in
serie geschlatet ist, sondern parallel zu einer idealen Wechselstromquelle liegt. Der sich ergebende
Ausgangsstrom I der Quelle ist von der angeschlossenen Last, bzw. von der Ausgangsspannung U
abhéngig.

|

Abbildung 7.21: Quellen von Wechselgréflen. Ideale Wechselstromquelle und ideale Wechsel-
stromquelle.

Der Wechselstrom der idealen Wechselstromquelle wird durch einen Anteil durch die Innenimpe-
danz reduziert. Der Ausgangsstrom der realen Wechselstromquelle l&sst sich iiber die Gleichung 7.37
bestimmen. Hier wird ausgehend vom Quellstrom I, der ausgangsspannungsabhingige (U) Wechsel-
stromanteil I; durch die Innenimpedanz Z; abgezogen.

U
I=L—L=1L - (7.37)

Wechselquellenumwandlung

Wechselstrom- und Wechselspannungsquellen kénnen ineinander umgewandelt werden, wenn beide
Wechselquellen den identischen Kurzschlussstrom und die gleiche Leerlaufspannung aufweisen.
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Y~

Abbildung 7.22: Gegeniiberstellung einer realen Wechselspannungsquelle und einer realen
Wechselstromquelle. Die reale Wechselspannungsquelle und die reale Wechselstromquelle sind in-
einander umwandelbar.

Beide Wechselquellen sind dquivalent, wenn nach Gleichung 7.38 und Gleichung 7.39 das ohmsche
Gesetz mit identischen Innenimpedanzen fiir die Wechselspannungsquelle und die Wechselstromquelle
gilt.

Uy=2,-1, (7~38)

Z; =4, (7.39)

Hierbei soll der Kurzschlussstrom [ gleich dem Quellstrom I, der Wechselstromquelle sein, welcher
identisch zu dem Ausgangsstrom [ ist. Die Ausgangswechselspannung U der Wechselquellen enspricht
der Leerlaufspannung U} .

I=I,=I, wd U=U,=U, (7.40)
Beispiel 7.2: Wechselquellenumwandlung
Gegeben ist eine reale Wechselspannungsquelle mit U, = 20 kV - " und

Zy = (0,01 4+ 5 -2) Q. Wandeln Sie die Wechselspannungsquelle in eine dquivalente
Wechselstromquelle um, berechnen Sie hierzu den Kurzschlussstrom.

Kurzschlussstrom:

U 20 kV - 30
[ ==C=_"—""" — —(504+j-8,64) kA
£0 ZO (0701 +]2) Q ( 9 +.7 9 )

7.4.6 Komplexer Spannungsteiler und komplexer Stromteiler

Wie bei der Betrachtung von Gleichstromnetzwerken gelten die Grundgesetze zur Analyse von Wech-
selstromnetzen. Die Knotenregel und die Maschenregel sind hier dquivalent anzuwenden. Der bereits
vorgestellte Beispielknoten und die Beispielmasche werden in der Abbildung 7.23 mit komplexen
Wechselgrofien noch einmal dargestellt. Hieraus resultiert die Ausformulierung der folgenden Glei-
chung 7.41 als Beispiel der komplexen Knotenregel:

N
SNoLo=0=IL+1,-I,—1,—1I (7.41)
k=1
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Sowie die Gleichung 7.42 als Beispiel der komplexen Maschenregel:

N
ng =Uz—Uz =0 (7.42)
k=1

Hier ist im Gegensatz zur Gleichstrombetrachtung, wo ausschliefflich mit reellen Werten gerechnet
wird, lediglich darauf zu achten, dass mit komplexen Wechselgréflen gearbeitet wird.

Abbildung 7.23: Knotenregel und Maschenregel mit komplexen Wechselgréfien. Die Kno-
tenregel und die Maschenregel verhalten sich mit komplexen Wechselgrofien identisch wie bei Gleich-
stromnetzwerken.

Der komplexe Spannungsteiler dient der Reduzierung einer Gesamtspannung z.B. der Anpassung
eines Signalpegels an dem Eingangsspannungsbereich einer Messschaltung. In der Abbildung 7.24
wird ein komplexer Spannungsteiler aus zwei komplexen Impedanzen dargestellt. Die komplexe Ge-
samtspannung U, wird iiber die beiden Impedanzen Z; und Z, in die Teilspannungen U; und U,
aufgeteilt.

I
O > L O
Z U,
Y
of T
Zy U,

Yy Y
(e, T O
Abbildung 7.24: Ein komplexer Spannungsteiler bestehend aus zwei Impedanzen in Serie.
Die komplexe Gesamtspannung U, wird in die Teilspannungen U; und U, aufgeteilt.

Die Gesamtspannung teilt sich im Verhéltnis der komplexen Impedanzen auf (vgl. Gleichung 7.43).
Basierend auf dem komplexen Strom I, welcher die gesamte Serienschaltung durchstromt, lassen sich
die komplexen Teilspannungen U; und U, und ihre komplexen Impedanzen Z; und Z, im Verhéaltnis
zu der komplexen Gesamtspannung U, und der gesamten komplexen Impedanz Z; + Z, bestimmen.

Vo _U_UG,

127_ =
o Z1+ZQ Zl Z2

(7.43)

Durch das Umstellen der Gleichung 7.43 kann das komplexe Teilverhéltnis T fiir die Gleichung 7.44
aufgestellt werden:
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T=22=_=2_ 7.44
- U, 2Z,+4, (7.44)

U, Z,
0
Hier entspricht das Verhéltnis aus der komplexen Teilspannung U, und der komplexen Gesamtspan-
nung U, dem Verhiltnis aus der komplexen Impedanz Z, und der gesamten komplexen Impedanz
der Serienschaltung Z; + Z,. Das Aufstellen des komplexen Teilverhéltnises funktioniert in gleicher
Weise fiir die komplexe Teilspannung U, .

Der komplexe Spannungsteiler findet beispielsweise im ohmsch-kapazitiven Teiler in der Hochspan-
nungstechnik Anwendung. In der Abbildung 7.25 werden vier verschiedene Teiler dargestellt, welche
beispielsweise in der Hochspannungstechnik verwendet werden.

L

:J: \L A
eiler

Ohmscher Teiler Ohmsch-kapazitiver Teiler Kapazitiver Tc

Gediimpft kapazitiver Teiler

Abbildung 7.25: Gegeniiberstellung von verschiedenen Teilern der Hochspannungstechnik.
Ohmscher Teiler zur Verwendung mit Gleichspannung und der kapazitive Teiler und der geddmpft
kapazitive Teiler zur Verwendung mit Wechselspannung. Der ohmsch-kapazitive Teiler ist fiir beide
Spannungsarten verwendbar.

Neben dem ohmsch-kapazitiven Teiler werden noch der ohmsche Teiler, der kapazitive Teiler und der
geddmpft kapazitive Teiler vorgestellt. Der ohmsche Teiler besteht rein aus ohmschen Widersténden,
welche seriell verschaltet sind und der kapazitive Teiler besteht rein aus Kondensatoren. Der geddmpft
kapazitive Teiler besteht aus mehreren Modulen mit einer vorgeschalteten Spule. Die Module setzten
sich aus Reihenschaltungen aus einem ohmschen Widerstand und einem Kondensator zusammensetz-
ten.

Das Einfache Beispiel eines solchen ohmsch-kapazitiven Teilers wird in der Abbildung 7.26 gezeigt.
Der ohmsch-kapazitive Teiler setzt sich aus mindestens zwei in serie geschlateten Parallelschaltungen
aus einem ohmschen Widerstand und einem Kondensator, einem sogennanten RC-Glied zusammen.
In der Abbildung 7.26 besteht das erste RC-Glied aus dem Widerstand R; und dem Kondensator
Cy. Das zweite RC-Glied besteht aus dem Widerstand Ry und Kondensator Cs. Die komplexe Ge-
samtspannung U, liegt iiber beide RC-Glieder an. Die komplexe Teilspannung U, liegt iiber dem
zweiten RC-Glied an. Das Teilverhéltnis hat somit ohmsche und kapazitive Anteile. So liegt durch
die Kapazitit des Kondensators ein frequenzabhéngiges Teilverhéltnis vor.
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Ry —

I

Abbildung 7.26: Ein ohmsch-kapazitiver Spannungsteiler aus zwei RC-Gliedern. Die RC-
Glieder bestehen jeweils aus einer Parallelschaltung eines Widerstandes und eines Kondensators.

Ein besonderer Zustand liegt vor, wenn der komplexe Spannungsteiler abgeglichen ist. Dieser Zustand
beschreibt das identische Verhéltnis der Bauteile zueinander. Dieser Zustand wird durch die Gleichung
7.45 beschrieben. Hier muss das Produkt aus dem Widerstand R; und dem Kondensator C; identisch
mit dem Produkt aus dem Widerstand Ry und dem Kondensator Cs sein. Diese Abgleichbedingung
ldsst sich in der Praxis durch verdnderliche Bauteile, wie Trimmkondensatoren, realisieren.

Ri-Ci =Ry Cy (7.45)

Ein weiteres Anwedungsbeispiel fiir einen ohmsch-kapazitiven Teiler ist der Tastkopf eines Oszillo-
skops. Solch ein Teiler wird in der Abbildung 7.27 vorgestellt. Im Prinzip unterscheid sich das Bild
nicht erheblich vom ohmsch-kapazitiven Teiler. Jedoch sind hier das erste und das zweite RC-Glied
von einander rdumlich getrennt und mit einem Geh#use umgeben. So steht das erste RC-Glied fiir
den Tastkopf und das zweite RC-Glied fiir die beschaltung im Oszilloskop. Mit dem ohmsches Teil-
verhéltnis:

UA RQ

== 7.46

Ug Ry + Ry ( )
und dem kapagzitiven Teilverhéltnis:

UA 02

== =" 7.47

Uy Ci+Cy ( )

kann zum Abgleichen des Tastkopfes das ohmsche und das kapazitive Teilerverhéltnis gleichgesetzt
werden, da die Teilerverhéltniss identisch sein miissen:

R> . Oy
Ri+Ry C1+0C

(7.48)

Die Abgleichbedingung nach Gleichung 7.45 gilt weiterhin. Uber die verstellbare Kapazitit C; wird
der Abgleich des Teilers vorgenommen.
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Tastkopf
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ébbildung 7.27: Ein ohmsch-kapazitiver Spannungsteiler als Tastkopf eines Oszilloskops.
Uber den Kondensator C; wird der komplexe Spannungsteiler abgeglichen.

Der komplexe Stromteiler, wie er in der Abbildung 7.28 vorgestellt wird, teilt den komplexen Ge-
samtstrom [ auf in die Teilstrome I; und I, auf. Die beiden Teilstrome I; und I, durchflieflen die
Admittanzen Y, und Y,.

Abbildung 7.28: Ein komplexer Stromteiler bestehend aus zwei Admittanzen. Der komplexe
Strom [ teilt sich auf in die Strome I; und I,.

Die komplexe Spannung U lésst sich nach Gleichung 7.49 iiber das Verhéltnis aus dem Gesamtstrom
I und der Gesamtadmittanz Y, + Y, oder aus den Verhéltnissen der einzelnen Stromzweige:

L _L _ L

U=—=0_ — = 7.49
oY, +Y, Y, Y, (7.49)
Das Teilerverhéltnis lasst sich nach Gleichung 7.50 fiir die beiden Stromzweige definieren:

I Y

T,==2=-"— 7.50

=il lo Xl +XQ ( )
I Y

T, = =2 2 (7.51)

- E - Y, +Y,
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7.5 Effektivwert

Durch die periodischen Spannungsverldufe weist jeder Zeitschritt einen anderen Spannungswert auf.
Hierbei kann direkt lediglich der Spitzenwert angegeben werden, mit welchem jedoch nicht immer
gearbeitet werden kann. Um eine niitzliche Vergleichbarkeit von Spannungswerten zu gewéhrleisten
wird der Effektivwert herangezogen. Der Effektivwert beschreibt beispielsweise die identische Leis-
tung, welche an einem Widerstand anfallen wiirde, wiirde dieser an einer Gleichstromquelle ange-
schlossen sein. Zur weiteren Erklirung des Effektivwertes und der dafiir erforderlichen Grundlagen
werden in diesem Kapitel die folgenden Inhalte besprochen:

Lernziele: Effektivwert

Die Studierenden
e verstehen die Funktion des Effektivwertes.
e kennen die Einfliisse von Amplitude und Kurvenform auf den Effektivwert.

e konnen den Effektivwert einer Wechselspannung bzw. eines Wechselstromes berechnen.

7.5.1 Grundlagen: Quadratischer Mittelwert und Additionstheorem

Neben dem arithmetischen Mittelwert, welcher in der Wechselstromrechnung zur Bestimmung des
Mittelwerts genutzt wird, dient der quadratische Mittelwert der Bestimmung des Effektivwerts. Der
quadratische Mittelwert (RMS - Root Mean Square) wird herangezogen, um die Vergleichbarkeit
von Wechselspannungsgréfien zu ermoglichen. Hierbei wird eine Funktion f(t) zunéichst quadriert.
Darauffolgend wird der Mittelwert der quadrierten Funktion berechnet. Im letzten Schritt folgt das
Radizieren des berechneten Mittelwertes. Der mathematische Zusammenhang des RMS wird in der
Gleichung 7.52.

T
RMS = % / F(t)2dt (7.52)
0

Bei der Bildung des Quadratischen Mittelwerts wird auch die Sinusfunktion quadriert. Als Hilfe-
stellung wird ein Additionstheorem vorgestellt, mit welchem diese Berechnung vereinfacht werden
soll. Additionstheoreme beziehen sich auf die Zusammenhéinge der Trigonometzrie um eine Funktio-
nen umzuformen. Die Umformung der quadratischen Sinusfunktion anhand des Additionstheorems
wird in der Gleichung 7.53 dargestellt. Hier wird aus der quadratischen Sinusfunktion eine Funktion,
welche lediglich von einer einfachen Cosinusfunktion abhéngig ist.

sin(z) = %(1 _ cos(22)) (7.53)

7.5.2 Amplitude

Die Ampltude einer Funktion beschreibt den maximalen Ausschalg wiahrend einer Periode. Bei einer
Wechselspannung gibt der Amplitudenwert den héchsten momentanen Spannungswert der Spannung
an. In der Abbildung 7.29 werden Spannungssignale mit einer Frequenz von 50 Hz und somit mit
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einer identischen Periodendauer von T' = 20 ms dargestellt. Sie unterscheiden sich dabei beim Am-
plitudenwerten. Die Scheitelwerte der Amplituden der dargestellten Spannungen betrgen U, =1 Vv,
Ug =2V und Ug = 4V. Die Amplitude ist eine Art Faktor fiir die Berechnung des Effektivwertes.
So hingt die Hohe des Effektivwertes direkt von dem Amplitudenwert ab.

u(t)

u3

4V
2
U1
ovV—E— i et
—4V
0 5 10 15 20

Abbildung 7.29: Sinusspannungen mit unterschiedlichen Amplitudenwerten. Gewichtung
von den Amplitudenwerten U; =1V, Uy =2V und U3 =4V.

7.5.3 Kurvenform

Neben der Amplitude eines Signals ist die Kurvenform des Signals ausschlaggebend fiir den Effektiv-
wert. Bei der Berechung des Effektivwerts wird der Scheitelfaktor C' (engl. fiir crest factor) bestimmt,
welcher mit dem Ampltudenwert verrechnet wird. In der Gleichung 7.54 wird die Beziehung zwischen
dem Amplitudenwert und den Effektivwert iiber den Scheitelfaktor angegeben.

U=C. Ugs (7.54)

Dieser Scheitelfaktor betriigt fiir Sinussignale C's = v/2, fiir Dreiecksignale C'p = /3 und fiir Recht-
ecksignale C'gr = 1. Somit betréigt der Effektivwert einer Sinusspannung etwa 70,7 Prozent des Schei-
telwerts der Amplitude. Neben dem Scheitelfaktor als Zusammenhang zwischen Scheitelwert und
Effektivwert findet noch der Formfaktor F' Anwendung. Der Formfaktor wird als Quotient aus dem
Effektivwert und dem Gleichrichtwert definiert.

Tabelle 7.1: Kurvenformen und Scheitelfaktoren. Die Scheitelfaktoren fiir sinusférmige, Dreieck-
und Rechtecksignale.

Kurvenform: Sinus Dreieck Rechteck

Scheitelfaktor (C): /2 V3 1

Merke: Einfliisse auf den Effektivwert

Der Effektivwert ist linear proportional zum Scheitelwert. Der Umrechnungfaktor vom Ef-
fektivwert zum Scheitelwert heifit Scheitelfaktor und hiangt von der Kurvenform des Singals
ab.
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7.5.4 Effektivwert

Der Effektivwert, beispielsweise einer Sinusspannung, soll fiir die Leistungsaufnahme als ein Momen-
tanwert verwendet werden, welcher die gleiche Leistungsaufnahme bewirkt, die dem Leistungswert
einer Gleichspannung unter vergleichbaren Gegebenheiten entsprechen wiirde. Der Effektivwert ist
auch beim Ohm’schen Gesetz und bei den Kirchhoffschen Gesetzen anwendbar und somit fiir alle
grundlegenden Gesetze geeignet.

Anhand eines Wechselstromsignales i(¢) soll die Berechnung des Effektivwertes erldutert werden.
Wird die Definition des Stromsignales in die Gleichung 7.55 eingesetzt, so ergibt sich:

T
o 1 N
f@t)=1it) =1 sin(wt) — Igg= 7 / I2 - sin?(wt)dt (7.55)
0
Die Quadratur des Scheitelwerts ist nicht zeitabhéngig und kann vor das Integralzeichen gezogen

werden. Auflerdem kann der Faktor aus dem Additionstheorem aus dem Integral gezogen werden,
sodass die nochfolgende Gleichung 7.56 entsteht:

T
I
Isg = | — — 2 t .
Eff QT/ cos(2w (7.56)
0

Nach der Differenzregel kénnen Differenzen in einem Integranden gesondert bestimmt werden. Auf
diese Weise werden in der nachfolgenden Gleichung 7.57 die Integrale fiir die beiden Operanden der
Differenz seperat bestimmt.

T T
mit /1dt =T und /cos 2wt)dt =0 (7.57)
0 0
Durch das Auflésen des Integrals entsteht:

72
Igg = o7 (T - 0) (7.58)

Hier ldsst sich die Periodendauer T aus dem Z#hler und dem Nenner kiirzen, sodass folgender Zu-

sammenhang entsteht:
[ ]2

Nun wird noch aus dem Zghler und dem Nenner getrennt die Wurzel gezogen. Der selbe Zusammen-
hang lisst sich so auch fiir die Spannung definieren:

und UEﬁ‘ = (760)

sl

i
Ipg = —
NG
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Merke: Effektivwert einer Sinusschwingung

Fiir rein sinusformige Spannungen und Strome gilt der Scheitelfaktor v/2:

und Urg =

Sl

I
IEHZE

In der Abbildung 7.30 wird eine Sinusspnnung mit einem Amplitudenwert von 4V dargestellt. Da-
zu wird der zu der Sinusspannung zugehorige Effektivwert bei 4V/1/2 eingezeichnet. Vergleichbar
verhélt es sich mit den Spannungen im Haushalt. So wiirde bei einer Spannungsmessung im Haus-
halt ein Effektivwert von 230V angezeigt werden. Der Amplitudenwert der eigentlich anliegenden
Wechselspannung betriigt dabei allerdings 230V - /2 also 325 V.

u(t)

4v
********** B N Rt RS S R 211 ()]
ov t
—4V
0 5 10 15 20

Abbildung 7.30: Formverlauf einer Sinusspannung. Sinusspannung mit einem Amplitudenwert
von 4V und zugehorigem Effektivwert von 4 V/ V2.

Beispiel 7.3: Effektivwert \

Wird die Spannung beispielsweise an einer Haushaltssteckdose gemessen, so wird der Effek-
tivwert von 230V angegeben.

Die folgenden Aufgaben sollen zum besseren Verstandnis des Effektivwertes bearbeitet
werde:

a) Berechnung des Amplitudenwertes der Spannung an einer Haushaltssteckdose.

b) Berechneng des Effektivwertes davon ausgehend, dass es sich um ein Rechtsecksi-

gnal handeln wiirde.

a) Der Amplitudenwert an einer Steckdose mit einem Effektivwert von 230V betrigt:

U =TIgg-V2=230V-V2
U = 325,269V

b) Der Effektivwert einer Rechteckspannung mit einem Scheitelwert von 325V betrégt:

U _ U 3V
Rechteck — \/3 = \/g
URechteck = 187,639V
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7.6 Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung

In der Gleichstrombetrachtung elektrischer Netzwerke ergab sich lediglich eine Wirkleistung an den
Komponenten. In der Wechselstrombetrachtung elektrischer Netzwerke werden durch die resultieren-
den Blindstréme auch Blindleistungen erzeugt. Die sich daraus ergebende Scheinleistung teilt sich auf
die Wirkleistung und die Blindleistung auf. Die folgenden Grundlagen und Leistungsarten, welche
durch eine Wechselspannung hervorgerufen werden, werden folgend besprochen:

Lernziele: Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung N

Die Studierenden

e kennen den Unterschied zwischen der Augenblicksleistung, der Wirkleistung und der
Blindleistung.

e konnen die Scheinleistung bestimmen und kategorisieren.

7.6.1 Grundlagen: Additionstheorem und Arithmetischer Mittelwert

Fiir die Berechnung des Effektivwertes wurde bereits ein Additionstheorem vorgestellt. Ein weiteres
Additionstheorem wird in der Gleichung 7.61 vorgestellt. Hier wird aus dem Produkt zweier Sinus-
funktionen mit unterschiedlichen Argumenten ein Zusammenhang mit Summen und Differenzen in
Cosinusfunktionen. Hierdurch wird das Produkt eliminiert und eine Summe zweier Cosinusfunkti-
on erstellt. Das Integrieren der Summe ldsst sich durch das Aufteilen der Summe in zwei separate
Integrationvorgéinge vereinfachen.

sin(z) - sin(y) = %(cos(x —y)+cos(z+ 1)) (7.61)

Mit dem arithmetische Mittelwert einer Funktion soll ein konstanter Wert errechnet werden, welcher
nicht mehr zeitabhéngig ist. In der Elektrotechnik soll dieser Wert in bestimmten Féllen, dhnlich wie
der Effektivwert bei sinusférmigen Strom- und Spannungsverldufen, zur besseren Veranschaulichung
herangezogen werden. Berechnet wird der arithmetische Mittelwert iiber folgende Integralformel:

t+T

wz% / w(t)dt (7.62)

In der Formel steht T fiir die Periodenlénge. Hier ist ¢ dabei ein beliebig wahlbarer Zeitpunkt, ab
welchem die Betrachtung starten soll (meistens ¢ = 0). Vereinfacht ausgedriickt steht im Integral die
Fliche zwischen der Funktionskurve und der Abszisse und im Nenner des Bruches die Periodenlénge.
Als Beispiel soll eine sogenannte Sigezahnspannung herangezogen werden, welche in der Abbildung
7.31 dargestellt wird.



194 GET it digital Modul 7: Periodische Grofien

T 2T

Abbildung 7.31: Verlauf einer Siigezahnspannung. Uber die Sigezahnspannung wird die Ermitt-
lung des rot gekennzeichneten Mittelwertes erlédutert.

Soll der arythmetische Mittelwert errechnet werden, muss zuerst eine Funktion iiber eine Periode
aufgestellt werden. In diesem Fall kann eine Periode folgendermafien ausgedriickt werden:

u(t) = —— -t (7.63)

Diesen Zusammenhang eingefiigt in die Gleichung 7.62 und fiir die Integrationsgrenzen ¢t = 0 bis T’
ergibt sich die Gleichung;:

T

— 1 10V

t)== | — -tdt .64

-7 [ (7.64)
0

Wird das Integral aufgelost erhélt man den arythmetischen Mittelwert fiir die Sdgezahnspannung:

— 1Jw0v 217 1
— .2 =210V 7.65
[T 2}0 2 (765

Somit betrégt der arythmetische Mittelwert die Hélfte der maximalen Spannung. Liegt eine ideale
Sinusschwingung vor, ist der arythmetische Mittelwert immer null. Relevant wird der arythmetische
Mittelwert, wenn die Leistung von sinusférmigen Strémen und Spannungen errechnet werden soll.

7.6.2 Wirkleistung und Blindleistung

Wirkleistung bei Gleichstrom: In elektrischen Gleichstromnetzwerken wird die Leistung nach der
bekannten Gleichung P = U - I bestimmt. Bei bekanntem elektrischen Widerstand kann die Gleichung
dahingehend umgestellt werden, dass nach dem ohmschen Gesetz entweder die Spannung oder der
Stromeliminiert werden.

U2
P=U-I=I"R=— (7.66)
R
In einem System mit Wechselgréflen ist die Leistung, wie auch die Gréflen Strom und Spannung,
zeitabhingig. In der Gleichung 7.67 wird dies dadurch ausgedriickt, dass die Formelzeichen klein
geschrieben sind und abhéngig von der Zeit ¢ sind:
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P=U-1 & p(t)=u(t)-it) (7.67)

Weil die Groflen der Spannung und des Stromes zeitabhéngig sind, ist auch diese Funktion der
Leistung zeitabhéngig. Aufgrund der Zeitabhéngigkeit wird auch von der Augenblicksleistung fiir
einen Zeitpunkt t gesprochen. Die Mafleinheit der elektrischen Augenblicksleistung ist weiterhin das
Watt.

u(t) = U - sin(wt + pp) i(t) = I -sin(wt + ¢1) (7.68)

Werden die Augenblickswerte der Spannung und des Stromes in die Gleichung 7.67 der Augen-
blicksleistung eingesetzt, so ergibt sich in der folgenden Gleichung 7.70 die Augenblicksleistung. Hier
lésst sich die Gleichung in einen Vorfaktor, einen konstanten Anteil und einen zeitabhédngigen Anteil
aufteilen. Der Vorfaktor besteht aus der Hilfte des Produktes der Amplitudenwerte von Spannung
und Strom. Der konstante Anteil besteht aus dem ersten Cosinussummanden, hier sind lediglich die
Phasenwinkel von Spannung und Strom ausschlaggebend. Der zeitabhéingige Anteil wird durch den
zweiten Cosinus dargestellt. Hier werden neben den Phasenwinkeln auch die Kreisfrequenz und der
Zeitpunkt wichtig.

allgemein: p(t) = u(t) - i(t) (7.69)
e
2

-

(cos(ipu — 1) +cos(2wt + pu + ¢1)) (7.70)

konstanter Anteil zeitabhingiger Anteil

sinusférmig: p(t) =

Merke: Augenblicksleistung

Die Augenblicksleistung ist das Produkt aus den Aufgeblickswerten der Spannung und des
Stromes.

Wird die gesamte Leistung eines Systems iiber einen idealen ohmschen Widerstand aufgenommen,
bedeutet dies, dass die Spannung in der Strom keine Phasenverschiebung aufweisen. Der Konstante
Anteil der Augenblicksleistung ist positiv. Die Augenblicksleistung pulsiert mit doppelter Frequenz
im Vergleich zur Frequenz von Spannung und Strom. Dabei hat die Leistung stets ein positives
Vorzeichen.

Héaufig ist es nicht erheblich, wie der genaue zeitliche Verlauf der Augenblicksleistung ist. Vielmehr
ist bei Anwendungen lediglich die im Mittel umgesetzte Leistung, beispielsweise Warmeanwenungen,
von Interesse. Die Mittlere Leistung der zeitverdnderlichen Augenblicksleistung ist nach Gleichung
7.62 definiert. Fiir rein sinusférmige Spannungen und Strome ldsst sich eine mittlere Leistung nach
Gleichung 7.71 bestimmen. Die Angaben der Spannung U und des Stromes I bilden die Effektivwerte.
Der Winkel ¢ ergibt sich aus der Phasenverschiebung zwischen der Spannung und dem Strom. Der
gesamte Ausdruck cos(y) wird auch als Leistungsfaktor bezeichnet.

Psin = P =U-TI-cos(p) (7.71)

Ohne die Phasenverschiebung zwischen der Spannung und dem Strom an einem ideale Widerstand ist
der Term des Leistungsfaktors Vernachldssigbar. So lédsst sich die mittlere Leistung in der Wechsel-
stromtechnik bei sinusférmigen Spannungs- und Stromverldufen analog zur Gleichstromtechnik auf
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zwei zeitunabhéngige Grofien zuriickfithren. Der Effektivwert der Spannung und des Stromes werden
fiir rein sinusformige Groflen zur Ermittlung der mittelren Leistung herangezogen.

v.L_ U1l _yog (7.72)

POhm:ﬁ'ﬁ—T

Ahnlich verhilt es sich mit der Augenblicksleistung an Spulen und Kondensatoren. An einer Indukti-
vitét eilt der Strom der Spannung um 90° nach (+/2). Der Verlauf der Spannung und des Stromes an
einer Induktivitidt wird in der Abbildung 7.32 dargestellt. Dazu wird in griin die Augenblicksleistung
an der Induktivitéit dargestellt. Der Konstante Anteil der Augenblicksleistung an einer Induktivitéit
betrdgt Null. An dem Verlauf lidsst sich das Pulsieren der Augenblicksspannung mit der doppelten
Frequenz der Spannung bzw. des Stromes feststellen. Die positiven und negativen Halbwellen der Au-
genblicksleistung heben sich gegenseitig im Mittel auf. Das heifit, dass die aufgenommene Leistung
wieder vollstindig abgegeben wird und so von der Induktivitit keine Leistung aufgenommen wird.

O N ™\

1 \_/ \_/

0 T 2m 3 4

Abbildung 7.32: Verlauf des Stromes, der Spannung und der zeitabhiingigen Leistung
an einer induktive Last. Die Augenblicksleistung weist die doppelte Frequenz gegeniiber der
Spannung bzw. des Stromes auf. Die positiven und negativen Halbwellen heben sich gegenseitig
auf, die aufgenommene Leistung wird vollstandig wieder abgegeben.

Beim Kondensator verhilt es sich dem Prinzip nach dquivalent zur Induktivitat. Hier eilt der Strom
der Spannung um 90° (—7/2). Der konstante Anteil der Augenblicksleistung betrdgt Null und die
Leistung pulsiert mit doppelter Frequenz um die Nulllinie. Wie auch bei der Induktivitdt wird von
einer Kapazitit die aufgenommene Leistung wieder vollstdndig abgegeben, sodass im Mittel keine
Leistung aufgenommen wird. Das Verhalten der zeitabhéngigen Leistung an einer kapazitiven Last
wird in der Abbildung 7.33 vorgestellt.
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Abbildung 7.33: Verlauf des Stromes, der Spannung und der zeitabhingigen Leistung
an einer kapazitiven Last. Die Augenblicksleistung weist die doppelte Frequenz gegeniiber der
Spannung bzw. des Stromes auf. Die positiven und negativen Halbwellen heben sich gegenseitig auf,
die aufgenommene Leistung wird vollstdndig wieder abgegeben.

Ist die Augenblicksleistung grofier Null, wird Leistung aufgenommen. Entgegengesetzt wird Leistung
abgegeben, wenn die Augenblicksleistung kleiner Null ist. Durch die nicht vorhandene Phasenverschie-
bung zwischen dem Strom und der Spannung am ohmschen Widerstand ist die mittlere Leistung stets
grofer null. Der ohmsche Widerstand nimmt also stets Leistung auf. Die Leistung wird hier als Wirk-
leistung P bezeichnet, welche fiir Anwendungen genutzt werden kann. Sie wird anhand der bereits
vorgestellten Gleichung 7.71 fiir sinusfé6rmige Spannungen und Strome berechnet. Die beschriebenen
Leistungen erklaren Wirkleistungsanteile und Blindleistungsanteile. Die Blindleistung beschreibt da-
bei denjenigen Anteil der Leistung, welcher fiir die Erzeugung von elektrischen und magnetischen
Feldern notwenig ist. Ist die elektrische Impedanz rein induktiv oder kapazitiv, liegt eine Phasen-
verschiebung von +90° vor. Der rein induktive oder rein kapazitive Zweipol nimmt Leistung auf,
welche anschliefend wieder vollstdndig abgegeben wird. Das dadurch resultierende Mittel der Leis-
tung betrdgt immer null. Diese Leistung wird als Blindleistung @@ Bezeichnet. Es wird dabei zwischen
induktiver und kapazitiver Blindleistung unterschieden. Fiir die induktive Blindleistung ergibt sich ei-
ne positive Phasenverschiebung fiir die Leistung, was genau dem Verlauf des Sinusfunktion entspricht.
Die kapazitive Blindleistung wird entgegengesetzt verschoben, sodass sich ebenfall eine Sinusfunk-
tion, jedoch mit negativem Vorzeichen definieren ldsst. In den Gleichungen 7.73 und 7.74 werden
die Gleichungen fiir die Berechnungen der induktiven und kapazitiven Blindleistung vorgestellt. Die
MafBeinheit fiir die induktive und kapazitive Blindleistung ist das var (Volt-Ampere-reaktiv).

Qrna =U - Tcos(p+90°) =U - I -sin(yp) (7.73)

Qrap =U - Tcos(p—90°) = =U - I -sin(yp) (7.74)

[Q] = 1 Volt — Ampere — reaktiv = 1 var

Bei idealen kapazitiven oder induktiven Widerstédnden wird keine Energie in Form von Wirme umge-
setzt. Es dndert sich lediglich das magnetische oder elektrische Feld, so wird also Energie gespeichert
oder abgegeben.
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Merke: Wirkleistung und Blindleistung

In der komplexen Ebene wird die Leistung durch die Wirkleistung und die Blindleistung
erklédrt. Die Wirkleistung beschreibt den Realteil und die Blindleistung den Imaginéarteil der
komplexen Scheinleistung. Die Wirkleistung und die Blindleistung werden wie folgt definiert:

P=U-TI-cos(p) Q=U"-1I sin(p)

7.6.3 Scheinleistung

Bisher wurden die Grundlagen der Leistungsbetrachtung von idealen ohmschen und induktiven/-
kapazitiven Impedanzen betrachtet. Jedoch treten in den meisten Netzwerken sowohl ohmsche als
auch induktive oder kapazitive Impedanzen auf. In solchen Netzen wird dann unterschieden zwischen
Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung. Die Scheinleistung steht dabei fiir die Gesamtleistung
des Systems. Um die Scheinleistung zu berechnen, wird mit dem Maximalwert gerechnet, also wenn
keine Phasenverschiebung vorliegen wiirde. Damit ist dieser Wert gleich der Leistung eines idealen
ohmschen Widerstands:

Wird die Scheinleistung in der komplexen Ebene betrachtet, kommen die Festzeiger zum Einsatz.
Wird die kompexe Spannung mit dem komplexen Strom multipliziert, wiirden nach den Regeln des
kompexen rechnens die Phasenwinkel addiert werden. Um eine korrekte Leistungsberechnung durch-
zufithren, muss jedoch eine Differenz zwischen den Phasenwinkeln vorliegen. Um diesem Problem
abhilfe zu schaffen, wird mit dem konjugierten komplex Wert des Stroms gerechnet:

S=u-r
mit U=U- eJPu
und ['=1I.e7" (7.76)
folgt S=U-el%u.T.e7 7%
=U.J-ilpu—wi) (7.77)
U]

Uber den komplexen Wert der Spannung und den konjugiert komplexen Wert des Stromes lisst sich
separat die Wirkleistung und die Blindleistung oder direkt die komplexe Scheinleistung bestimmen:

U-T-¢?=U-T-(cosp+j sing)=P+jQ=3S (7.78)

AufBlerdem ldsst sich iiber den Leistungsfaktor auch direkt ein Zusammenhang zwischen der Wirk-
leistung bzw. der Blindleistung und der Scheinleistung nach Gleichung 7.79 festlegen.

P =cos(p)-S Q=S -sin(p) (7.79)
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Merke: Komplexe Scheinleistung

Die komplexe Scheinleistung setzt sich aus der Wirkleistung und der Blindleistung zusammen.
Sie kann auf verschiedene Weisen bestimmt werden:

S=U-I*=U-1 &%) =P jQ

Die Groflen Wirkleistung und Blindleistung sind in der komplexen Zahlenebene zu finden. Dabei ist
die Wirkleistung ein rein reeler Wert und die Blindleistung stellt einen rein imagindren Wert dar.
Die Scheinleistung, welche auch eine komplexe Grofle ist, kann als Betrag des Weges von Wirk- und
Blindleistung dargestellt werden (vgl. Abbildung 7.34). Die hier dargestellte Scheinleistung S mit
zugehorigen Phasenwinkel ¢ ist im . Quadranten verortet. Dies wird durch einen positiven Wirkleis-
tungsanteil und einen positiven Blindleistungsanteil verursacht. Die positive Wirkleistung deutet an,
dass von etwas elektrische Leistung aufgenommen wird, also eine elektrische Last darstellt. Deswegen
wird hier vom Lastbetrieb gesprochen. Die positive Blindleistung spricht fiir die vorherschenden Ef-
fekte einer Spule und wirkt somit induktiv. Die Scheinleistung im 7. Quadranten wird im induktiven
Lastbetrieb betrieben. Wirkt eine negative Wirkleistung in die Scheinleistung, wird Wirkleistung
abgegeben, wie bei einem Generator, welcher Leistung abgibt. Bei einer positiven Blindleistung liegt
hier ein induktiver Generatorbetrieb vor (II. Quadrant). Ist die Blindleistung negativ, iiberwiegen
kapazitive Effekte. Bei negativer Wirkleistung wird diese Betriebsform kapazitiver Generatorbetrieb
genannt (I71. Quadrant). Als letztes wird im I'V. Quadranten ein kapazitiver Lastbetrieb beschrieben.
Hier wirkt eine positive Wirkleistung und eine negative Blindleistung in die Scheinleistung ein.

Im(S)

11, 1.

Untererregt Induktiv

P Re(S)

Ubererregt Kapazitiv

III. Iv.

Generatorbetrieb Lastbetrieb

Abbildung 7.34: Zeigerdiagramm der Leistung. Zusammensetzung von Blind-, Wirk- und Schein-
leistung in Abhéngigkeit der Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung. Hier eine induktive
Last im positiven Imaginérteil.

Die Blindleistung wird unter anderem bendtigt, um Magnetfelder in elektrischen Maschinen zu er-
zeugen. Der Blindleistungsbedarf entsteht durch Komponenten im System, welche entweder induktiv
oder kapazitiv wirken. Wenn der Strom zur Erzeugung des Magnetfeldes (Erregerstrom) hoher ist,
als es fiir die nominale Leistung des Generators erforderlich wére, ist ein Generator iibererregt. In
diesem Fall ist der Generator in der Lage, Blindleistung in das Netz abzugeben. Die hierdurch erhohte
Blindleistung im Netz fiihrt zu einer Spannungsanhebung. Steigt der Energiebedarf im Netz, kann
diese Gegebenheit dafiir genutzt werden, einem Absinken der Netzspannung entgegenzuwirken. An-
dersherum arbeitet ein Generator mit einem geringeren Erregerstrom als bendtigt im untererregten
Zustand. Der Generator nimmt hier Blindleistung aus dem Netz auf, um das erforderliche Magnetfeld
aufrecht zu halten. Der Bezug von Blindleistung fithrt dann wiederum zu einer Spannungsabsenkung
im Netz. Bei einer starken untererregung eines Generators kann es zum Ausfall der elektrischen
Maschine kommen.

Die Einheiten der drei Leistungsarten sind theoretisch alle vergleichbar. Um zwischen den Leistungs-
arten zu unterscheiden, wurden fiir die Scheinleistung und die Blindleistung neue Einheiten gewihlt,
welche physikalisch jedoch dasselbe aussagen. Fiir die Scheinleistung wurde die Einheit Volt-Ampere
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[VA] festgelegt und fiir die Blindleistung Volt-Ampere-reaktiv [var]. Die Wirkleistung wird in der
bekannten Einheit Watt [W] angegeben.

Tabelle 7.2: Zusammenfassung der Leistungsarten. Wirkleistung, Blindleistung und Schein-
leistung welche durch Wechselgréflen hervorgerufen werden, aufgelistet mit den Formelzeichen und
Einheiten.

Leistungsart Einheit
Wirkleistung P W (Watt)
Blindleistung Q var (Volt-Ampere-reaktiv)

Scheinleistung S VA (Volt-Ampere)

7.6.4 Leistung und elektrische Energie

Neben der elektrischen Leistung ist auch die elektrische Energie eine genutzte Grofle, um beispiels-
weise Verbrduche von Haushalten zu erfassen. Hier wird die elektrische Leistung pro Zeiteinheit
gemessen. Nach der Definition aus der Thermodynamik ist die Energie die tiber einen bestimmten
Zeitraum aufgebrachte Leistung. Es wird also geméfl Gleichung 7.80 die elektrische Leistung wihrend
einer Zeit zwischen ¢; und ty aufintegriert um die elektrische Energei zu bestimmen.

ta

Eu = / pa(t) di (7.80)

ty

Vergleichbar mit der Wirkleistung und der Blindleistung lésst sich auch die Energie in eine Wirkarbeit
und eine Blindarbeit unterteilen. Die Blindarbeit beschreibt dabei denjenigen Anteil der elektrischen
Energie, welcher nicht in Nutzenergie, bzw. Wirkarbeit. umgewandelt wird.

2] 2]

Wy = / p(t) dt Wo = / Q dt (7.81)

t1 t1

Im stationéren Zustand werden lediglich die Effektivwerte von Spannung und Strom und somit auch
von der Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung betrachtet und sind somit zeitlich konstant.

Wy =P (ty — t1) Wq=Q-(tr— 1) (7.82)

Beispiel 7.4: Leistungsberechnung N

An einer Wechselstromlast werden die folgenden Werte fiir die Wechselspannung und den
Wechselstrom gemessen:

Gegeben sind:

U=12V 1=2A4 © =60
Die folgenden Aufgaben sollen bearbeitet werden:

a) Berechnung von Wirkleistung und Blindleistung.

b) Berechnung der Scheinleistung mit dem konjugierten komplexen Strom.
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a) Die Wirkleistung betriigt:

P:U-I-cos(ga):\/i-\/i
P=6W

Die Blindleistung betrégt:

S=12VA-e

12 2 A
V.24 - cos(607)

cos(p) =

12 2 A
V.24 - 8in(60°)

Q = 10,392 var
b) Die Scheinleistung betriigt:
v 12v 2 A
S=0U.1"=—.=— = _ej(27r~20Hz)__
T V2 V2 V2 V2
15 =6 W + 410,392 var

Q:U~I-Sin(<p):%-%-Sin(¢)=—2‘ 7

. eJ(2m20 Hz+7%)
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7.7 Drehstrom

Um einen moglichst effizienten Energietransport zu gewéhrleisten wird in vielen Netzsystemen Dreh-
strom eingesetzt. Grundlage des Drehstrom ist der Wechselstrom, welcher nicht als einzelne Phase,
sondern als Zusammenschluss von mehreren Phasen genommen wird. Erzeugt wird Wechselstrom
mit Generatoren, die nicht nur eine einzelne Wicklung im Rotor verbaut haben, sondern mehrere.
Werden diese Wicklungen mit einem symmetrischen Abstand zu einander verbaut, werden je nach
Anzahl der Wicklungen Phasen erzeugt. Es wird dann von einem Mehrphasensysteme gesprochen.
Wenn genau drei Phasen vorliegen, wird das System Drehstrom genannt. Fiir das Verstdndniss von
Drehstrom sind besonders die Grundlagen zum Wechselstrom und dem komplexen Rechnen relevant.

Lernziele: Drehstrom

Die Studierenden

e verstehen die grundsitzlichen Gegebenheiten des Drehstroms und der dazugehorigen
Operatoren.

e konnen Drehstromsysteme mit gleicher Belastung (Symmetrische Komponenten) analy-
sieren.

e kennen die Gegebenheiten von Drehstromsystemen mit unterschiedlicher Phasenbelas-
tung (Unsymmetrische Komponenten).

7.7.1 Symmetrische Komponenten

Im Bereich der Energieerzeugung, -iibertragung und -verteilung wird hautpséchlich mit Drehstrom
gearbeitet. Der Begriff ,, Drehstrom“kommt aus der technischen Gegebenheit, dass die Systeme mit
dem raumlich rotierenden Magnetfeld des Generators verbunden sind: Dem Drehfeld. Alle Phasen in
einem Mehrphasensystem werden mit der gleichen Frequenz erzeugt, die bekanntermaflen in Europa
bei 50 Hz liegt. Die erzeugten Phasen werden am Ort der Erzeugung, also dem Generator, und
hinter den Verbrauchern verschaltet. Im Drehstromsystem, also einem Drei-Phasen-System, stehen
dafiir die Sternschaltung oder die Dreiecksschaltung zur Verfiigung. Im symmetrischen Fall erzeugt
der Generator so viele Phasen, wie Wicklungen im Rotor verbaut sind. Die Wicklungen sind dabei
mit immer im gleichen Winkel verbaut. Dieser Winkel bekommt den griechischen Buchstaben «
zugeordnet:

a==" (7.83)

Das m steht in der Formel fiir die Anzahl an Phasen, die in dem System erzeugt werden. Bei einem
Drehstromsystem sind drei Phasen vorhanden. Daraus ergibt sich ein o von 120°.
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0 T 2w 3 4

Abbildung 7.35: Drei Phasen des Drehstroms. Die drei Phasen des Drehstromsystems sind alle
zueinander um 120° phasenverschoben. Hieraus ergibt sich der Winkel @ von 120°.

Im néichsten Schritt soll ein Drehoperator aus dem Winkel o abgeleitet werden. Dieser Drehoperator
dient der Umrechnung der Spannungen und Stréme zur Bezugsspannung/zum Bezugsstrom.

a=e% =l (7.84)
Fiir m = 3:
a=eF =—%+j\/7§
a? = el Z—%—j\/?EZQ*
af = 127 — 1
at =6l =—%+j\/7§=g
@’ = el z—%—j\é:f

Merke: Drehoperator

Der Winkel « gibt die Phasenverschiebung zwischen den Phasen an. Mithilfe des Drehopera-
tors @ kénnen Spannungen und Stréme umgerechnet werden.

Die komplexen Spannungen der jeweiligen AuBlenleiter gegeniiber einem Neutralleiter konnen mit der
folgenden Gleichung formuliert werden:

Uy = Uy - e 9m=1e (7.85)

Die Spannung U; ist dabei eine reele Bezugsgrofe fiir das Mehrphasensystem.
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Nun werden die Gleichungen fiir den Drehoperator mit der fiir die Spannung zusammengebracht und
ergeben folgenden Zusammenhang:

Mit einer Anzahl von drei Phasen, also m = 3, ergibt sich folgender Zusammenhang der drei Span-
nungen und dem Drehoperator:

Upi + Uy +Ups =Ui(1+a* + a) (7.86)

Anmerkung:

In der Literatur sind die Indizes fiir die Spannungen nicht immer einheitlich gewahlt. Die hdufigste
Alternative sind die Buchshtaben u,v,w fiir die Phasen 1,2,3. Es werden noch weitere Indizes ver-
wendet, die hier jedoch nicht weiter erwéhnt werden sollen.

In Abb. 7.36 soll nochmals deutlich gemacht werden, wie sich die Drehoperatoren im Komplexen
zusammensetzen.

o,

+J

Abbildung 7.36: Zeigerdiagramm des Drehoperators im Drehstromsystem. Werden die Dre-
hoperatoren aufsummiert, ergibt sich als Ergebniss Null.

Wird dem Weg iiber die drei Drehoperatoren gefolgt, gelangt man zuriick zum Ursprung und erhélt
Null.

l+a+a*>=0
Ui+ U, + U3 =0



KAPITEL 7.7: 205

7.7.1.1 Verkettete Systeme im Stern

In den folgenden Kapiteln soll darauf eingegangen werden, welche Formen der Verschaltung in einem
Drehstromsystem vorkommen koénnen. Zuerst soll auf die sogenannte Sternschaltung eingegangen
werden. Sternschaltung bedeutet, dass die Stringe so zusammengefiihrt werden, dass sich ein soge-
nannter Sternpunkt bildet. Ein System kann sowohl auf Generator-, als auch auf Verbraucherseite
verschaltet werden. In Abb. 7.37 sind die die typischen Komponenten einer Sternschaltung in ei-
nem dreiphasigen Ersatzschaltbild eingetragen. Fiir jede Phase, die der Generator erzeugt wird eine
Spannungsquelle eingetragen. Wenn der Generator eine Sternschaltung aufweist, werden in dem ESB
auf die einzelnen Spannung in einem Knotenpunkt zusammengefiihrt. Dieser Knotenpunkt soll den
Buchstaben N¢ erhalten. Von jeder Spannungsquelle geht ein Strang aus, welcher die jeweilige Pha-
se wiederspiegeln soll. Auf Grund der physikalischen Gegebenheiten weisen die Komponenten, die
nach dem Generator angeschlossen sind, also vor allem die Leitung und der Verbraucher, sowohl
Wirk- wie auch Blindwiderstéinde auf. Diese werden in dem ESB zu jeweils einer Impedanz pro
Strang zusammengefasst. Die Impedanzen der Strange werden in der Sternschaltung wie auch die
Spannungsquellen zu dem Knotenpunkt Ny zusammengefiihrt. In einem System, in dem sowohl die
Generator- als auch die Verbraucherseite im Stern verschaltet sind, kann es zu den Stringen der Pha-
sen noch einen Neutralleiter oder Riickleiter geben, welcher die beiden Knotenpunkte miteinander
verbindet.

U, =Uy

46 I, =1y Zia
U,,=Uy Upire
<« lezly ZLZ
Yo +—(2) ’ It
U s=Uy Usors Ursa
»_@— Iy =1y AP
Ups Ury Urq
Iy Zx
Pl

:

Abbildung 7.37: ESB fiir ein Drehstromsystem. Erzeugern und Verbraucher im Stern und ein
Neutralleiter zwischen den Knotenpunkten.

Spannungen

Grundsétzlich gibt es in einem Drehstromsystem drei Spannungen, welche spezifisch genannt werden
sollten:

e Auflenleiter-Neutralleiter-Spannung (Sternspannung) Uy : Spannung des Leiters gegeniiber dem
Neutralleiter (Uy1, Urg, ULs)

e AufBlenleiter-Spannung (verkettete Spannung) U: Spannung zwischen zwei Leitern (Uy,11.2, UrLars,
Upsp1) — diese Spannung wird auch als Dreieckspannung bezeichnet

e Strangspannung Ug,: Spannung iiber die Impedanz des Leiters gegeniiber dem Neutralleiter.
Je nach Verschaltung ist die Strangspannung entweder gleich der Sternspannung oder der Drei-
eckspannung

Strome
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Fiir Strome in einem Sternsystem ist es hilfreich das 1. Kirchhoffsche Gesetz anzuwenden. Die Summe
der Strome der Strange muss gleich dem Strom im Neutralleiter sein:

In=1Iis+I1s+ 13 (7.87)

Im Bezug zu den Spannungen und Impedanz ergibt sich nach dem Ohmschen Gesetz:

U U U
Iy=2M (22 218 oy U, Y, U, Y, (7.88)
Zy 4y  Zg

Wenn von einem symmetrischen System gesprochen wird, gilt das nicht nur fiir den Generator,
sondern auch fiir die Impedanzen. Demnach sind die Impedanzen der drei Strénge alle gleich grof3:

Iy =2y =2Z13=2 (7.89)

Wird dieser Zusammenhang fiir ein symmetrisches System fiir die Gleichung 7.89 berticksichtigt, kann
die Impedanz herausgezogen werden. Nun ist bereits bekannt, dass die Summe der Spannungen in
einem symmetrischen System null ergibt. Somit lésst sich beweisen, dass die Summe der Strome auch
null ergeben muss.

1
Iy = E(Qm +Ups +Ups) =0 (7.90)
Up,=Uy
) g
() _—
Upy=Uy - e 7120 Uriva
= Z
e e E
Ups=Uy - eHi120° Urors Ursra
F\ L Z
H =
() _—

Abbildung 7.38: Dreiphasiges Ersatzschaltbild Stern-Stern. ESB mit symmetrischen Verbrau-
chern im Stern

Um nicht immer das vollstdndige dreiphasige ESB zeichnen zu miissen, wie in Abb 7.38, gibt es
die Moglichkeit, ein vereinfachtest einphasiges ESB zu zeichnen. Wichtig bei der Aufstellung des
einphasigen ESB (natiirlich auch bei jedem anderen ESB) ist, dass die korrekten Bezeichnungen fiir
die Stréome, Spannungen und Impedanzen iiber die Indizes gewéhlt wird. Fiir die Sternschaltung ist
das einphasige ESB in Abb. 7.39 abgebildet.
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[~

Uy i Zy

Abbildung 7.39: Einphasiges Ersatzschaltbild Stern-Stern. ESB mit symmetrischen Verbrau-
chern im Stern

Merke: Symmetrische Komponenten

Symmetrischen Komponenten beschreiben eine gleiche Belastung der Phasen, bei-
spielsweise in einem Dreiphasensystem. Hier werden alle drei Phasen durch identische Ver-
braucher belastet.

7.7.1.2 Verkettete Systeme im Dreieck

Alternativ zu der Verschaltung im Stern kénnen die Quellen und Verbraucher im Dreieck verschaltet
werden. Fiir die Generatorseite gilt jedoch, dass diese in den meisten Fallen im Stern verschaltet ist.
Hintergrund ist, dass bei kleinsten unsymmetrien Ausgleichstrome flieen, die den Betrieb des Gene-
rators beienflussen wiirden. Das soll moglichst vermieden werden, wodurch eine Sternschaltung eine
bessere Betriebsweise darstellt. Deswegen wird angenommen, dass die Generatorseite grundlegend im
Stern verschaltet ist. Wenn also von einer Dreieckschaltung die Rede ist, wird, aufler es wird explizit
erwahnt, nur die Verbraucherseite gemeint.

Es wurde bereits definiert, dass die Auflenleiter-Spannung auch Dreiecksspannung genannt wird. Nach
dem Maschen-Gesetz ergibt sich die Dreieckspannung zweier Leiter aus der Differenz der jeweiligen
Sternspannung;:

Urjre =Up; —Ups (7.91)

Wenn nun der Wert der jeweiligen Auflenleiterspannung errechnet werden soll, miisste nach der Glei-
chung 7.91 komplex gerechnet werden. Es kann jedoch mit Hilfe einer trigonometrischen Herleitung
ein Verhéltnis zwischen Sternspannung und Dreiecksspannung beschrieben werden.

27

sin (%) = sin (@) = sin (%) - % (7.92)

Uy
V3 Upirs
2. — = === 7.93
2 Uy (7.98)
U
UL1 _ 2 L1L2
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Merke: Stern-Dreieck-Umrechnungsfaktor

Die Sternspannung und die Dreieckspannung kénnen iiber den Umrechnungsfaktor v/3 inein-
ander umgewandelt werden:

Uy =

SIs

In Abb. 7.40 soll mit Hilfe des Zeigerdiagramm der komplexen Drehspannungen das Verhéltinis zwi-
schen Stern- und Dreieckspannung aufgezeigt werden. Dafiir werden die trigonometrischen Grund-
lagen genommen, um die Linge der Auflenleiterspannung (also der Dreieckspannung) anders dar-
zustellen. In Gleichung 7.92 ist zuerst allgemein beschrieben, wie in einem Mehrphasensystem der
Sinus verwendet werden kann. Diese Gleichung gilt allgemein, unabhéngig wie viele Phasen das Sys-
tem aufweist. In Gleichung 7.93 wird fiir m 3 eingesetzt. Der Winkel wird dadurch immer halb so
grof, wie der eigentliche Winkel zwischen den Phasen wire. Dadurch ist die Gegenkathete des Sinus
die halbe Dreieckspannung. Mit Umstellung und Umwandlung des Wertes sin(%) in \/7‘3’ erhélt man
schlieBlich den Faktor, um Stern- und Dreieckspannung umrechnen zu kénnen.

In der Praxis wird die Sternspannung immer gekennzeichnet mit einem Sternsymbol als Index, bei
der Dreieckspannung wird meistens auf ein Index verzichtet.

(7.94)

Us
V3

Abbildung 7.40: Zeigerdiagramm zur Darstellung der Herleitung des Faktors zwischen
Stern- und Dreieckschaltung. Die verkettete Spannung zwischen zwei Auflenleitern Uy 1, 18sst
sich iiber den Umrechnungsfaktor v/3 in die AuBenleiterspannung Uy, umwandeln.

Wie in der Abbildung 7.41 zu sehen, sind die Impedanzen der Verbraucher nun so geschaltet, dass
es keinen Sternpunkt mehr gibt. In dieser Schaltung entsprechen die Strangspannungen nun den
Auflenleiter- oder Dreieckspannung,.
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Abbildung 7.41: Dreiphasiges Ersatzschaltbild Stern-Dreieck. ESB mit Erzeugern im Stern
und Verbrauchern im Dreieck.

Die Strome zwischen den Striangen konnen aus der Knotenregel folgendermaflen ermittelt werden:

Iy = Iiqe — Ligia (7~95)
Iy = leLg — I (7-96)
lL3 - lL3L1 - 1L2L3 (7~97)

Wie auch bei der Sternschaltung kann im symmetrischen Fall gesagt werden, dass alle Impedanzen
den gleichen Wert haben. Daraus ergibt sich fiir die Stréme im Strang:

U — Uy U U
lL1:lL1L2_lL3L1:w:%'(l—g2—a+l):3'7y (7.98)

U -U U U
lL221L2L3_1L1L2:w:7Y'(Q2—Q—1+Q2)=3~g2-7y (7.99)

U -U U U
1L3:lL3L1_lL2L3:w:7}/'(@_1_@24_@):3'@'7}/ (7.100)

Aus diesen Umformungen geht hervor, dass die Strome sich nur durch den Drehoperator a unterschei-
den. Aquivalent zu der Umrechnung von der Stern- zur Dreiecksspannung kann auch ein Verhéltniss
zwischen Strang- und Dreiecksstrom aufgestellt werden. Nach gleicher Herleitung, wie in Abb. 7.40
zu sehen, nur die Spannung durch die passenden Stromwerte ersetzt, ergibt sich folgendes Verhiltnis:

Iyw = V3 Ia (7.101)

Mit den vorhandenen Angaben kann nun auch ein einphasiges ESB fiir die Dreieckschaltung aufge-
stellt werden (siehe Abb. 7.42).
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Abbildung 7.42: Einphasiges Ersatzschaltbild Stern-Dreieck. ESB einer Dreieckschaltung mit
symmetrischen Verbrauchern

7.7.1.3 Leistung im symmetrischen Drehstromnetz

Die Berechnung von Leistung basiert, wie in allen elektrischen System, auf der Gleichung P =
U -I. Fiir das Drehstromsystem gilt die Besonderheit, dass die Leistung pro Phase berechnet werden
muss. Liegt ein symmetrisches System vor, sind die Stréme und Spannungen pro Phase gleich und
dementsprechend muss kann das Ergebnis aus einer Phase mit 3 multipliziert werden.

S=3-Istr-Uy:3-Istr-U—\/%
:3~IA'UA:3~IS“~UA
V3
=V3-Una - I (7.102)

Aus der Formel 7.102 geht hervor, dass es fiir die Leistungsberechnung keinen Unterschied macht,
in welcher Schaltung gerechnet wird. Es muss nur darauf geachtet werden, mit welchen Spannungen
und Stromen gerechnet wird (Dreieck oder Stern).

Anmerkung:

Die Notation der Indizes zu Dreiecks- oder Stern-Werten ist in der Literatur nicht eindeutig. Meistens
wird fiir die Dreieckspannung (Aufenleiterspannung) und dem Strangstrom kein Index angegeben
Ua = U und I, = I, sondern nur fiir die Sternspannung und dem Dreieckstrom.

Vergleicht man direkt die Leistung einer Dreieckschaltung und einer Sternschaltung, erhélt man
unterschiedliche Ergebnisse.

Fiir die Sternschaltung erhélt man folgenden Wert:

Uy U?
S=vV3.U-I1=vV3-U.-—+- =" (7.103)
Z Z
Fiir die Dreieckschaltung erhélt man wiederum:
U U?
S:\/§-U-I:\/§-U-\/§-E:3-7 (7.104)

Demnach ist der Leistungsumsatz bei gleichen Impedanzen in einer Dreieckschaltung um den Faktor
3 grofler als in einer Sternschaltung.

7.7.2 Unsymmetrische Komponenten

Die Grundlagen eines Drehstromsystems wurden im vorangegangenen Kapitel erlautert. Es wurde
jedoch stets vorausgesetzt, dass sowohl die Erzeugung als auch die Verbraucher symmetrisch sind.
Nun soll betrachtet werden, wie sich das System verhilt, wenn Unsymmetrien vorliegen. Es bleibt
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jedoch erstmal dabei, dass die Generatorseite symmetrisch und im Stern verschaltet ist. Bleibt die
Erzeugung star, kénnen drei unterschiedliche Schaltungsarten vorliegen:

e Vierleiternetz in Sternschaltung

e Dreileiternetz in Sternschaltung

e Dreileiternetz in Dreieckschaltung

Merke: Unsymmetrische Komponenten

Unsymmetrischen Komponenten beschreiben im Gegensatz zu symmetrischen Kompo-
nenten die ungleiche Belastung der Phasen durch unterschiedliche Verbraucher.

7.7.2.1 Vierleiternetz in Sternschaltung

Der Aufbau eines Vierleiternetz in Sternschaltung wurde als ESB in Abb. 7.37 dargestellt. Der
Riickleiter wird dabei an die beiden Sternpunkte angeschlossen und verbindet damit Generator-
und Verbraucherseite. Dadurch, dass die Sternspannung symmetrisch sind (aus der Vorgabe, dass die
Generatorseite symmetrisch ist), sind auch die Verbraucherspannungen spannungssymmetrisch. Die
Strome hingegen weichen durch die unterschiedlichen Impedanzen von einander ab. So ist der Strom
im Riickleiter in der Regel ungleich Null.

In=11, + 115+ 115 (7.105)

Logischerweise kann dann auch nicht mehr die Leistung so berechnet werden, wie in Formel 7.102
dargestellt. Es muss nun jeder Leiter einzeln berechnet und schliefllich addiert werden.

S=1Ii, Uy +1i5 U+ 115U (7.106)

7.7.2.2 Dreileiternetz in Sternschaltung

Prinzipiell gelten die gleichen Voraussetzungen im Dreileiternetz in Sternschaltung wie im Vierlei-
ternetz. Der Unterschied liegt darin, dass der Strom nicht im Riickleiter abflieen kann und somit
Auswirkung auf die anderen Leiter hat (s. Abb. 7.43). Aquivalent gilt das auch fiir die Spannung.
Da kein Spannungsabfall im Riickleiter stattfindet, wirkt sich das auf die Spannung iiber den Ver-
brauchern aus. Es entstehet eine Spannungsdifferenz zwischen den beiden Sternpunkten, die mit den
Spannungen iiber den Verbrauchern erst berechnet werden muss. Bei der Ermittlung der gesuchten
Werte, konnen zwei Methoden angewendet werden. Fiir die erste Methode werden die Impedanzen
rechnerisch in eine Dreieckschaltung umgewandelt, damit einfach und mit bekannten Methoden ge-
rechnet werden kann. Denn in der Dreieckschaltung sind die Spannungen iiber die Impedanzen gleich
den Leiterspannungen. Auch die Auflenleiterstrome lassen sich relativ einfach bestimmen.
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Abbildung 7.43: Vereinfachtes ESB. Dreileiternetz in Sternschaltung mit unsymmetrischen Ver-
brauchern

Bei dem alternativen Losungsweg konnen mit den bekannten Gesetzen nach Ohm und Kirchhoff
Gleichungen aufgestellt werden mit den bekannten Werten des Systems. Fiir die Differenzspannung
zwischen den beiden Sternpunkten kann folgende Gleichung aufgestellt werden:

z, vz, T Zsf :QLl'Z2'ZS+QL2'Z3'Z1+QL3'21'Z2
+ 5+

7.107
Zl'ZQ+ZQ'Z3+ZS'Z1 ( )

Die Leistung berechnet sich wie bekannt aus der Summer der Leistungen der einzelnen Phasen. Wich-
tig ist jedoch, dass nicht mit den Auflenleiterspannung gerechnet wird, sondern mit den Spannungen
iiber die Impedanzen:

S=1I1, Uz + 15 Uz +1I13-Uys (7.108)

Theoretisch kénnte mit dieser Formel die Berechnung erfolgen. Jedoch werden mit Messungen nicht
die Werte gemessen, die fiir diese Formel benétigt werden. (Wie Messungen in einem Drehstromsystem
durchgefiihrt werden, wird noch in einem folgenden Kapitel erklart.) Wird die Formel fiir die Leistung
wie folgt umgestellt, erkannt man, dass die Summe der Leiterstrome Null ergeben miissen und somit
der letzte Term wegfillt.

=11, Uy + 15 U+ 113 Ups (7.109)

S=1Ii, Uy + 115 Up + 115 Ups — Uvq - (Iiq + 1o + I13)

Hier sieht man, dass diese Formel fiir die Leistung die gleiche ist, wie im Vierleiternetz in Stern-
schaltung. Es kann jedoch hier eine Vereinfachung vorgenommen werden, da mit der Knotenregel ein
Strom durch die beiden anderen Strome ausgedriickt werden kann:

S=1I11-Upy +11o - Upo + (—=I1q — I1o) - Upg
= (Ups —Upa) " Ifq + (Upe — Ups) - Ito
=Upsry - L11 + Upors - I1o (7.110)



KAPITEL 7.7: 213

7.7.2.3 Dreileiternetz in Dreieckschaltung

Bei einer Dreieckschaltung steht kein Sternpunkt zur Verfiigung, weshalb die Dreickschaltung nur in
einem Dreileiternetz ausgefithrt werden kann. In der Dreieckschaltung sind auf Grund der symmetri-
schen Einspeisung die Auflenleiterspannungen ebenfalls symmetrisch. Die Strome stellen sich je nach
den Impedanzen ein und lassen sich wie bereits bekannt errechnen:

Iy = Iiqe — Ligia (7-111)
I, = lL2L3 — I (7-112)
1L3 = lL3L1 - 1L2L3 (7-113)

Die Summe der Auflenleiterstrome muss natiirlich auch bei unsymmetrischen Stromen stets Null sein.
Somit ergibt sich fiir die Leistungsberechnung die gleiche Rechnung wie bei der Sternschaltung im
Dreileiternetz und somit auch die gleichen Umformungen.

S=1Ii115 Upire + Liors - Urors + Iisr: - Urans
=11, - Upy + 19 Uy +1I13-Ups (7.114)

S=1I7y Uy +1I1p Uy + (—I1y — I1s) - Ups
= (Upy —Ups) - Iiq + (Ups — Upg) - I1s
=Upsa 111 + Upors - L1 (7.115)
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7.8 Mehrphasensysteme - Mitsystem, Gegensystem und Null-
system

Im Kapitel Drehstrom wurde erldutert, wie sich die Spannungen, die Stréme und die Leistungen
in verschiedenen dreiphésigen Systemen zusammensetzen. In dem besonderen Fall von symmetri-
schen Verbrauchern konnte gezeigt werden, dass relativ einfach eine Netzberechnung druchgefiihrt
werden kann. Vor allem die vereinfachte Darstellung durch die einphasigen Ersatzschaltbilder hilft
bei der Berechnung. Durch unsymmetrische Verbraucher kénnen diese Vereinfachungen nicht an-
genommen werden und fithren dazu, dass umfassendere Netzberechnungen auch schon bei kleinen
Netzen uniibersichtlich und aufwéndig werden. Unsymmetrien treten z.B. durch Netzfehler wie ein
einpoliger Kurzschluss, durch Schalthandlungen, oder unsymmetrische Belastung der einzelnen Pha-
sen auf. Die Zusammenhénge von auslosenden Ereignissen und den Ergebnissen sind allein anhand
von Zahlenwerten schwer nachvollziehbar. Um auch umfassende und unsymmetrische Netze berech-
nen zu kénnen, kann mit einer Transformation des bekannten Systems in drei neue Systeme abhilfe
geschaffen werden. Dafiir werden die drei folgenden Systeme néher betrachtet:

Lernziele: Mehrphasensysteme

Die Studierenden

e verstehen die Funktionen von Mit-, Gegen- und Nullsystem.
e konnen die Drehstromleistung der verschiedenen Systeme berechnen.

e konnen Ersatzschaltbilder fiir symmetrische Quellen, Lasten und Leitungen erstellen.

7.8.1 Mit-, Gegen- und Nullsystem

Grundlegend ist das Ziel der Transformation, ein unsymmetrisches System von n Zeigern in n Systeme
mit symmetrischer Zeigeranordnung zu iiberfithren. Fiir ein Drehstromsystem bedeutet das, dass drei
Systeme geschaffen werden sollen. Jeder Leiter, also L1, Ly und Ls soll ersetzt werden durch ein
System was eine symmetrische Zeigeranordnung hat. Grundlage der Transformationsvorschrift ist
der bereits bekannte Drehoperator a und a? (vgl. Gleichung 7.84). Fiir den Strom in den jeweiligen
Leitern lassen sich so die Symmetriebedingungen aufstellen (Hier ist anzumerken, dass alles was fiir
den Strom gilt an Zusammenhingen auch fiir die Spannung gilt!):

Iy, =1y+1,+1,
Iy=1Iy+d* I +a I, (7.116)
ng :l0+2‘l1 +Qz'l2

Die Indizes den rechten Seiten der Gleichungen stehen fiir die drei Systeme: Mitsystem (1), Ge-
gensystem (2) und Nullsystem (0). Schaut man sich die Werte des Mitsystems an, dann ergeben
sich durch die Drehoperatoren rechtsdrehende Phasenstrome. Bei dem Gegensystem sind die trans-
formierten Phasenstrome linksdrehend angeordnet und bei dem Nullsystem sind alle Komponenten
gleichgerichtet. Grundsétzlich tritt das Nullsystem nur dann auf, wenn die Summe aller Strome des
Ausgangssystems ungleich Null sind.

Im néchsten Schritt werden die sogenannten Zerlegungsgleichungen (Gleichungen 7.116) so umge-
stellt, dass das Verhéltnisse vom Strom des Mit- Gegen- Nullsystemes zu den Leiterstromen des
Ursprungssytem aufzeigt wird.
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Fiir den Strom im Nullsystem gilt durch Addition:

I+ Lo+ 1 3=3 1+ -(1+d°+a)+1,-(1+a+d®
—3.1, (7.117)

S Ly=7 (L + 1Ly + 1) (7.118)

W =

Fiir die Ermittlung des Stroms des Mitsystems werden zuerst die Gleichungen so multipliziert, dass die
Vorfaktoren vor dem Mitstrom 1 ergeben. Danach werden die Zerlegungsgleichungen wieder addiert.

ad=1;a"=a;0d"=2a; ..

Iy, =1Ly + 1, + 1, (7.119)
a-li,=aIg+d® I, +d* I, (7.120)
QQ'£L3:Q2'L)+Q3'£1 +Q'l2 (7.121)

Iiyta Iiy+a® Lis=1-(1+a+a®)+3-1I, +1,-(1+a*+a) (7.122)
=31,
1 2
éllzg'(lLl +Q'lL2+Q 'ng)

Zum Schluss wird noch der Strom fiir das Gegensystem berechnet. Dabei wird das gleiche Prinzip
angewendet, wie beim Mitsystem: Erst wird der Vorfaktor angepasst, dann alle Zerlegungsgleichungen
addiert:

I, =1y+1,+ 1, (7.123)

@’ Iy =d-Iy+a* -1, +d* I, (7.124)

a-liyz=a-Iy+a® I +a’- I, (7.125)

In+a® Iy+a Iis=0+a"+a)ly+(1+a+d®) I, +3-1, (7.126)
=31,

1
@lzzg'(lLl +QQ‘lL2 +@'lL3)

So ergeben sich fiir die Strome aller System folgende Gleichungen:

1

ly=3- Ly + Lo+ Lps) (7.127)
1

I, = 3" Ity +a Iy +a® Ipp) (7.128)
1

I, =3 u +a® Iy +a I (7.129)

Schaut man sich diese drei Gleichungen genau an, sieht man, dass der Leiter L1 in keiner der drei
Gleichungen einen Drehoperator als Vorfaktor hat. Deshalb soll der L1 Leiter als Bezugsleiter gewéhlt
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werden. Das bedeutet, dass das der Leiter ist, durch den eine Unsymmetrie im Originalsystem auftritt
(z.B. durch einen einpoligen Erdkurzschluss). Die vorhanden Restsymmetrien im Originalsystem
konnen dann einfacher iiber die anderen Leiter betrachtet werden Es kann natiirlich jeder Leiter
als Bezugsleiter genommen werden, da grundsétzlich jeder Leiter einem Index (L1, L2, L3) frei
zugeordnet werden kann. So kann jedoch die anfidnglich festgelegte Vorderung erfiillt werden: Die
Symmetrien der realen Netze und Betriebsmittel miissen vorteilhaft genutzt werden!

Beispielhaft kann ein unsymmetrischer Strom im Dreiphasensytem und die Transformation folgen-
dermaflen aussehen:

Originalsystem
ll - o \ l2

N

7
’ -

— j180° %
1L3—2 . IL1 - el l() ////
v

I =Ia

I1,=15Ir; - e 79

Nullsystem Mitsystem Gegensystem

Abbildung 7.44: Zeigerdiagramme eines unsymmetrischen Systems. Transformationen aus
einem Originalsystem in Mit-, Gegen- und Nullsystem.

Abb. 7.44 zeigt das Zeigerdiagramm einer unsymmetrischen Belastung. Im Originalsystem ist an den
Zeigern zu erkennen, dass sowohl die Winkel, wie auch die Amplituden vom symmetrischen Zustand
abweichen. Durch die Transformation in die drei Systeme erhélt man wiederum symmetrische Zeiger,
mit denen dann einfacher gerechnet werden kann. An den Drehoperatoren und dem Vorfaktor von *

3
ist mit den Zeigern gut zu erkennen, wie sich die transformierten Strome verhalten.

Um die Transformationsgleichungen nicht immer vollstdndig hinschreiben zu miissen, konnen die
Gleichungen auch in Matrixschreibweise geschrieben werden:

1, 1117 [
Li|==--|1 a a* I, (7.130)
I, 1 a® a Iy

Die Schreibweise kann noch weiter vereinfacht werden, wenn der Term mit den Drehoperatoren und
der Term mit Vorfaktor in einer Matrix zusammengfasst wird. Diese Matrix wird auch Symmetrie-
rungsmatrix genannt:

11 1
T]=<-]1 a d* (7.131)
1 a® a
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In der Kompaktschreibweise erhilt man so folgende Form:

[Lor2] = [T] - [Lrapovs] (7.132)

Geméfl den Rechenregeln fiir Matrizen kann mit der Inversen von [I ] die Riicktransformation erfol-
gen:

Iy, |t 1,
Iy | = 3 1 & a I (7.133)
lL3 1 a Q2 lg

[Liirons] = [I]_l‘ [Lo12] (7.134)

Merke: Mit-, Gegen- und Nullsystem .

Ein System wird zur Analyse in die drei Systeme: Mitsystem, Gegensystem und Nullsystem

transformiert.

Das Mitsystem wird mit dem Index 1 versehen: I,

Das Gegensystemsystem wird mit dem Index 2 versehen: I,
Das Nullsystem wird mit dem Index 0 versehen: 1,

7.8.2 Drehstromleistung

Wie die Leistung berechnet wird, wurde bereits im Kapitel Drehstrom erldutert. Auch hier kann die
Gleichung zur Leistungsberechnung zur Vereinfachung in Matrizenschreibweise ausgedriickt werden:

Stirons = Upy L1y + Urs I +Ups - L1 (7.135)
I, .
= [QLl U, QL3] e | = [QL1L2L3] ’ [lL1L2L3]t
Iis

Mit den gegebenen Drehoperatoren konnen die Strome und Spannungen in einem symmetrische
System auf jeweils eine Phase bezogen werden (U, = a® - Uy, U3 =a-Uy;)

Daraus ergibt sich fiir die Leistung die bekannte Vereinfachung;:

Starers = Uy - Iig +Upy - Ifg +Upy - L7y (7.136)
=3-Upy Iy (7.137)
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Nun kann mit der Matrixschreibweise die Transformation in die neuen Systeme berechnet werden:

-1

[QLlLQLS] = ([I]_l : [Q()lz]) = [Qou] : [I] (7.138)
[lL1L2L3]* = ([I]_l : [l012])* = [I]_l* . [1012]* (7.139)
Starors = [Uora), - [I]il : [Z]il* [Lo1a)” (7.140)
1 1 17 1 1 77
=[Ups), - |1 @® a 1 a® a [Lois]
1 a o | |1 a & |
1 1 1 7 [1 1 1 7
= [Qolg]t 1 QQ a 1 a QQ : [1012]
1 a d® | |1 &® a |
3 0 O
= [Upiz) - |0 3 0] - [Lo1o]
0 0 3
=3 Uy Ly +U; - I1 + Uy I5) =3 Sppz

7.8.3 Ersatzschaltbilder

ESB dienen grundlegend immmer der einfacheren Betrachtung und einem erleichterten Verstéindniss
der Komponenten. Es sollen sich nun verschiedene Betriebsmittel angeschaut werden und wie sich
die Transformationen in verschiedenen Netzsituationen verhalten.

7.8.3.1 Symmetrische Spannungsquelle

Symmetrische Spannungsquellen findet man z.B. bei der Netzeinspeisung und auch bei Synchronma-
schienen. Im ersten Schritt wird sich das Ausgangssystems angeschaut. Die Zusammenhénge zwischen
der Sternspannung und den einzelnen Phasen ist bereits aus dem Kapitel 77?7 bekannt. Mit der Formel
fiir die Transformation (vgl. 7.130) ldsst sich nun rechnerisch zeigen, dass in einem solchen symme-
trischen Fall die Spannungen des Gegen- und Nullsystems 0 ergeben.

Lediglich im Mitsystem tritt eine treibende Spannung, in Hohe der Sternspannung auf:

(27 I FURS U,
Uyl =31 ¢ a’ U, (7.141)
U, 1 a® a Urs
Uy
[sz] = [I] - |a? 'UQY (7.142)
a-Uy

Lost man die Gleichungen fiir die transformierten Systeme auf erhélt man die Spannungsergebnisse:

1

Ug=3-Uy-(1+a”+a)=0 (7.143)
1

Uy=5 Uy (l+aa+a* a)=Uy (7.144)
1

U2—§-Uy-(1+g2'g2+g'g)zo (7.145)

Mit den Ergebnissen des Gegen- und Nullsystems kann bildlich gesagt werden, dass diese kurzge-
schlossen sind. So kénnen fiir die drei transformierten Systeme die jeweiligen ESB erstellt werden:
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O
Uy i@ Mitsystem U,
O
O
Gegensystem U,
O
O
Nullsystem U,

O

Abbildung 7.45: Ersatzschaltbilder der transformierten Spannungsquelle. Bei der symmetri-
schen Spannungsquelle verfiigt nur das ESB des Mitsystems iiber die Spannungsquelle.

In der Abbildung 7.45 soll nochmal deutlich hervorgehoben werden, dass einerseits drei einzelne
System gebildet werden und weiter, dass in dem spezial Fall der symmetrischen Quellen nur in einem
der Systeme eine Spannung auftaucht.

7.8.3.2 Symmetrische Last

Fiir die Betrachtung der Lasten soll eine Sternschaltung mit Riickleiter gewéhlt werden. Es wird
in jedem Leiter, auch im Riickleiter, eine Impedanz Z angenommen. Fiir den symmetrischen Fall
werden die Impedanzen als gleich grofl angenommen, lediglich die Impedanz im Riickleiter kann von
den anderen abweichen und bekommt einen eigenen Index.

Fiir das Originalsystem werden die Gleichung fiir die Spannung folgendermaflen aufgestellt:

Un=2Z Iy +Zg- Iy + Lo+ 1p3) (7.146)
Upp=2 Lo+ Zg - (Iyg + Lo+ 113) (7.147)
Ups=2Z Lig+Zp - (Ig + 1o+ 113) (7.148)

Auch hier kann mittels Matrixschreibweise vereinfacht werden:

Upa Z+2Zy g Zp I,
Uy | = Zy Z+ Zy Zy Ly (7149)
Ups Zy Zg Z+Zy I
Mit...
Z+ Zy, Zg Zy
[Ziaros) = | Zg Z+Zg Zy (7.150)
...ergibt sich
[Utirors) = [Ziarons) - [Lrirovs) (7.151)

Wird mit den Transformationsgleichungen umgeformt folgt:

[ﬂ_l [Uora] = [ZL1LovLs] [I]_l [Lo1o] (7.152)
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Bei den symmetrischen Spannungsquellen konnte aus der Transformation die Spannung abhéngig
vom Originalsystem errechnet werden. Das gleiche soll auf fiir die Impedanzen fiir die Verbraucher
geschafft werden. Dafiir miissen die aufgestellten Gleichunge noch so umgeformt werden, dass sich ein
Verhéltnis von transformierten Impedanzen und Impedanzen des Originalsystem ergibt. Um das zu
erreichen werden beide Seiten erst mit [I] erweitert und dann auf Grundlage des Ohmschen-Gesetzes
umgestellt.

[I] ‘ [2}71 ’ [Qoﬂ] = [I] : [ZLlLQLS} [I]A : [an] (7.153)
[QOlQ] = [I] ) [ZLlLQL?J [I] B [L)lz] (7.154)
[2012] = [I] : [ZL1L2L3} [I]_l (7.155)

Wird die Matrixoperation der letzten Gleichung durchgefiihrt, dann ergibt sich der gewiinschte Zu-
sammenhanhg von Original- und Transformationssystem.

Z+3Zy O
[2012] = 0 A
0 0

(7.156)

N o o

Nun kénnen auch fiir die symmetrischen Lasten die jeweiligen ESB der transformierten Systeme
aufgestellt werden:

O I l
| I
U, Z
O
O I l
| I
U, Z
O
O I l
| I
U, Z
O I l
| I |

3'ZE

Abbildung 7.46: Ersatzschaltbilder der transformierten Last. Bei der symmetrischen Last wei-
sen die drei Systeme alle eine symmetrische Impedanz auf, jedoch verfiigt das Nullsystem zusétzlich
noch iiber die dreifache Impedanz fiir einen Riickleiter.

In Abb. 7.46 treten im Mit- und Gegensystem die gleichen Impedanzen auf. Sollten die Verbraucher
im Dreieck verschaltet sein, miissten die Impedanzen mit den bekannten Verhéltnissen in Sterngréfien
umgerechnet werden. Fiir die Nullimpedanzen gilt, dass Strome nur fliefen, wenn auch in der Realitét
eine Verbindung zu einem Stern besteht. Dann treten die Impedanzen im Riickleiter mit dreifachem
Wert, auf.

7.8.3.3 Symmetrische Leitungen

Die Leitung ist die Verbindung zwischen der Spannungsquelle und den Verbrauchern. Bisher wurden
in den Betrachtungen zum Drehstrom nur unterschieden zwischen Erzeugung und Verbrauchern. Mit
den Leitungen kommt nun eine zuséatzliche Komponente hinzu, die separat betrachtet werden soll.
Leitungen weisen grundsétzlich Eigenimpedanzen, Koppelimpedanzen und Leiter-Erde-Impedanzen
auf. Die Leiter-Erde-Impedanzen koénnen jedoch vernachlissigt werden. So hat jeder Leiter eine Ei-
genimpedanzen und zwei Koppelimpedanzen, also zu den jeweils anderen Leitern. Die Spannung fiir
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diese Berechnung wird definiert als Differenz der Spannungen am Anfang und am Ende der Leitung.
So lisst sich die Matrix-Gleichung fiir ein Leitungssystem aufstellen:

Upia — Ui Zs Zx Zx Iy,
Upon =Urop| = |2k Zs Zx| - |lwe (7.157)
Upsa —Ursp Zyx Zx Zs Iy

Daraus kann wieder eine Kompaktschreibweise abgeleitet werden (Mit Up1a — Ui = UL, ...):

[Urirons] = [Ziarers) - [Trivens)] (7.158)

Es liegt nun eine sehr dhnliche Gleichung vor, wie die bei den symmetrischen Verbrauchern. Auch
hier soll die Gleichung so umgeformt werden, dass eine direkte Abhéngigkeit von Originalsystem
und Transformationssystem vorliegt. Da die Gleichung grundlegend gleich aufgebaut ist, konnen die
gleichen Erweiterungen und Umformungen durchgefithrt werden, wie bereits bei den symmetrischen
Verbrauchern:

Zo+2- Zx 0 0
[Zo12] = 0 Zs — Zk 0 (7.159)
0 0 Zs — Zg

Wichtig ist bei der Umformung immer, dass die umgeformte Impedanzmatrix nur aus Werten auf
der Hauptdiagonale besteht, damit es nur direkte Zusammenhénge zwischen den einzenlen Leitern
und den Transformationssytemen gibt.

L, g
D e I T e R
Uria I 7 i Zx i Zx Urip
— S ‘ |
Lo M Z H o btk
Uroa Ips Z ‘:ZK i Uiop
" <4, ! !
e} ek
UL3A UL3B
NQo-omm e > Ny

Abbildung 7.47: Ersatzschaltbilder der transformierten Leitung. ESB einer symmetrischen
Leitung mit den drei Phasen Li, Lo und L3 sowie gestrichelt die angedeutete Leitung der Stern-
punktbehandlung.

Abb. 7.47 zeigt das ESB der drei Systeme fiir symmetrische Leitungen. Die gestrichelte Leitung
soll die Sternpunktbehandlung auf Erzeugungs- und Verbraucherseite widerspiegeln zur Referenz der
Sternspannungen.
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Modul 8

Schaltungen variabler Frequenz

8.1 Wiederholung

Um das frequenz- und zeitabhingige Verhalten elektrischer Netzwerke zu beschreiben, werden in
diesem Kapitel kurz einige wichtige Grundlagen zusammengefasst.

Zur Bearbeitung vorrausgesetzt werden Kenntnisse tiber elektrische Grundgréflen, lineare passive
Bauteile R, L und C, Netzwerkberechnungen, sowie die komplexe Wechselstromrechnung.

8.1.1 Frequenzabhingigkeit elektrischer Bauelemente

Rein ohmsche Widerstiande R konnen elektrische keine Energie speichern. Spannungen und Stréme
sind proportional zueinander und zu jedem Zeitpunkt in Phase. Das Verhalten ist zeit- und frequen-
zunabhéngig.

Induktivitdten L und Kapazitdten C' hingegen kénnen Energie speichern und abgeben. Dieser Vorgang
ist inert (trige), benodtigt also eine gewisse Zeit. Dadurch verhalten sie sich frequenzabhiingig.

Stréme und Spannungen stehen bei Induktivititen und Kapazitititen in (zeitlich) differentiellem
linearen Verhéltnis zueinander. Dadurch entsteht bei beiden Bauteiltypen eine Phasenverschiebung
zwischen Spannung und Strom von betragsmiéflig 90 °.

Abbildung 8.1 zeigt die Spannungs- und Stromverldufe fiir R, L und C bei Erregung mit einer
Wechselspannung v, = U - sin(wt) zum Vergleich.
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Abbildung 8.1: Phasenverschiebung bei R, L und C

Aufgrund der Phasenverschiebung bei L und C' oszilliert deren Leistung (Energieaufnahme und -
abgabe), ist iiber eine Periode gemittelt jedoch immer null. Induktivititen und Kapazititen kénnen
daher keine Wirkleistung, sondern nur Blindleistung verrichten, weshalb sie auch Blindwidersténde
genannt werden.

8.1.1.1 Verhalten von Induktivitidten und Kapazititen

Induktivitéten als ideale Bauteile speichern durch den Effekt der (Selbst-)Induktion Energie im Ma-
gnetfeld. Kapazititen als ideale Bauteile hingegen speichern Energie im elektrischen Feld. Beschrieben
werden beide Effekte durch das Induktion- beziehungsweise das Gauflsche Gesetz.

Tabelle 8.1 listet die wichtigsten Unterschiede im Verhalten von Induktivititen und Kapazitéten
qulitativ als Ubersicht auf.

Tabelle 8.1: Vergleich von Induktivitdt und Kapazitdt im Verhalten

Induktivitit Kapazitat

Gesetz Induktionsgesetz Gaufisches Gesetz
Energiespeich.  im Magnetfeld im Elektr. Feld
stetig Strom Spannung
bei Gleichspg. Kurzschluss offen
bei Hochfreq. offen Kurzschluss
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Die (Selbst-)Induktivitit L als Eigenschaft kann vereinfacht als , Trigheit “des Stroms betrachtet
werden. Strome in Induktivitdten sind stetig und eilen der Spannung hinterher. Bei hohen Frequenzen
sperrt die Induktivitédt, bei Gleichspannung verhélt sie sich wie ein Kurzschluss.

Die Kapazitdt C' kann dem gegeniiber vereinfacht als ,, Tragheit “der Spannung betrachtet werden.
Spannungen in Kapazititen sind stetig und eilen dem Strom hinterher. Bei Gleichstrom sperrt die
Kapazitét, bei hohen Frequenzen verhélt sie sich wie ein Kurzschluss.

Abbildung 8.2: Reale Induktivét (Spule, links) und Kapazititen (Kondensator, rechts)

Abbildung 8.2 zeigt reale Bauteile, die Induktivitdten und Kapazititen realisieren. Gezeigt sind eine
Spule (Induktivitidt) und ein Kondensator (Kapazitit).

8.1.1.2 Vergleich der linearen Zweipole R, L und C

8.2 zeigt eine Gegeniiberstellung der Groflen R, L und C' und fasst deren wichtigsten Eigenschaften
zusammen.

Tabelle 8.2: Vergleich lineare Bauteile R, L, C'

Grofle Allgemein El. Widerstand Induktivitit Kapazitéit
R L
Zweipol C
Symbol | o APl Lo o | o
Eintor
Einheit [Form.z.] = Einheit [R] = Q (Ohm) [L] = H (Henry) [C] =F (Farad)
Zeitbereich & bzw. [dt up = R-ig up, =L~ i, ic=C-%uc
Frequenzb. jw bzw. J%J Up=R-Iy Uy, = jwL - I, Lo =jwC- -Ugq
Impedanz 7= % Zr =R Z;, = jwlL Zo= —jﬁ
Wirkanteil R =Re{Z} R=Y 0 0
Blindanteil X =Im{Z} 0 XL =wlL Xe=-2%

8.1.2 Zweitore (Vierpole)

Die Frequenzabhiingigkeit von Eintoren (Zweipole) haben wir in Modul 3 bereits untersucht. Mithilfe
der komplexen Wechselstromrechnung konnten wir den frequenzabhéingigen Wechselstromwiderstand
(Impedanz) Z einzelner Eintore bestimmen. Durch Anwendung der komplexen Strom- und Span-
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nungsteilerregel konnten wir auch die Gesamt-Impedanz linearer zweipoliger Netzwerke bestimmen.
Das heift fiir solche, welche nur aus linearen Bauteilen wie R, L und C' bestehen.

U
P — o—| o
/| Eint I
o] OT g, U, Zweitor U,
Zweipol
o—| o

Abbildung 8.3: Vergleich: Schaltzeichen eines allgemeinen Zwei- und Vierpols

Zweitore (Vierpole) sind eine Erweiterung von Eintoren (Zweipolen). Sie verfiigen iiber eine Eingangs-
und eine Ausgangsseite mit jeweiligen Eingangs- und Ausgangsgrofien. Das Zweitormodell eignet sich
gut zur Beschreibung von (frequenzabhiingigen) Ubertragungseigenschaften von elektrischen Netz-

werken.

AL I, ¢
—p>—O0——
Quelle | U 1l 7 Zweitor 7 lQQ Last
Ly 1y
B D

Abbildung 8.4: Verbindung einer Last iiber ein Zweitor mit der Quelle.

Im einfachsten Fall wird wie in 8.4 gezeigt, eine Quelle (Eintor) iiber ein Zweitor mit einer Last (Ein-
tor) verbunden. Typische Zweitore sind beispielsweise Verstérker, Filter oder auch Transformatoren.
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8.2 Frequenzgang, Amplitudengang, Phasengang

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Frequenzgang, Amplitudengang und Phasengang
von Zweitoren. Diese dienen zur Beschreibung des frequenzvariablen Verhaltens elektrischer Netze in
Form von Zweitoren wie in Abbildung 8.5 gezeigt. Am Beispiel einfacher passiver Filterschaltungen
werden wir die Begriffe Frequenz-, Amplituden- und Phasengang einfiihren und deren Bedeutung
und Anwendung erldutern.

o—] —o
U 1l Zweitor lQQ
o—] —o

Abbildung 8.5: Schaltsymbol eines Zweitors (Vierpols) mit Eingang (links) und Ausgang (rechts)

Lernziele: Frequenzgang, Amplitudengang, Phasengang 3

Studierende lernen:
o Frequenzgéinge anhand der Schaltungstopologie algebreaisch zu bestimmen
e die Funktionsweise einfacher Hoch- und Tiefpassfiltern zu verstehen

o das Grenzverhalten von Vierpolen anhand ihrer Frequenzgénge zu analysieren

8.2.1 Definition Frequenzgang, Amplitudengang und Phasengang

Der Frequenzgang F(jw), auch komplexer Amplitudengang genannt, beschreibt das Verhiltnis von
Ausgangs- zu Eingangssignal eines linearen zeitinvarainten Systems (LZI-System) bei sinusformiger
Anregung. Er bietet eine Moglichkeit frequenzabhéngiges Verhalten von Zweitoren zu untersuchen, ist
ein Spezialfall der Laplace-Ubertragungsfunktion aus der Systemtheorie und wird wie folgt definiert:

Fjw) = 22 (8.1)

Aufgrund der Linearitdt von LZI-Systemen bleiben Frequenz und Sinusform am Ausgang erhalten.
Amplitude und Phase kénnen sich in Abhéngigkeit der Frequenz vom Eingang zum Ausgang dndern.
Erkennbar ist dies insbesondere in der Schreibweise in Polarkoordinaten.

F(jw) = Aw) - €9 (8.2)

Der Amplitudengang A(w) beschreibt die relative Amplitudenédnderung zwischen Aus- und Ein-
gangsspannung und entspricht dem Betrag des Frequenzganges. Der Phasengang ¢(w) hingegen,
beschreibt die absolute Phasendnderung zwischen Aus- und Eingangsspannung und entspricht der
Phase des Frequenzganges. Uber F(jw) kénnen wir beide wie folgt definieren:
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A(w) = |E(jw)| = \/(RG{E(jW)})2 + (Im{F (jw)})* = gj (8.3)
p(w) = LF(jw) = arctan <m> =/ZU, - ZU, (8.4)

8.2.2 Frequenzgang am Beispiel eines einfachen Tiefpass-Filters

Das Zweitor in Abbildung 8.6 stellt einen einfachen Tiefpass-Filter (kurz Tiefpass) dar. Der Name
Tiefpass leitet sich von dem Verhalten her, dass Signale tiefer Frequenzen nahezu unveréndert pas-
sieren, Signale hoher Frequenzen jedoch stark geddmpft (gefiltert) werden. Die Funktionsweise und
das Verhalten des Tiefpasses lassen sich gut mittels einer Frequenzganganalyse veranschaulichen.

U, —__C |U,

Abbildung 8.6: Schaltbild, RC-Tiefpass 1. Ordnung

Der gezeigte Tiefpass besteht aus einer Serienschaltung aus R und C' mit Eingangsspannung U,
iiber beiden Elementen und Ausgangsspannung U, iiber C'. Da die Einzelelemente R und C' lineare,
zeitinvariante (LZI-)Bauteile sind, ist auch der daraus zusammen gesetzte Tiefpass ein LZI-System.
Das bedeutet, dass bei Anregung der Schaltung mit einer sinusférmigen Eingangsspannung wuq (t)
(links), die Ausgangsspannung uz(t) (rechts) ebenfalls sinusférmig ist und die gleiche Frequenz besitzt
wie die Eingangsspannung,.

uy (t) = Uy - sin(wt)

71 (8.5)

=25 ug(t) = Us - sin(wt + @)
Die LZI-Eigenschaft ist Voraussetzung zur Bestimmung des Frequenzganges und die Anwendung der
komplexen Wechselstromrechnung. Zusétzliche Voraussetzung ist die Annahme einer sinusférmigen
Anregung im eingeschwungenen Zustand, von der wir zwecks Analyse ausgehen. Statt der Ein- und
Ausgangsspannung u4 () und wug(t) im Zeitbereich betrachten wir die entsprechende komplexe Ein-
und Ausgangsspannung U, und U, im Frequenzbereich wie im Schaltbild dargestellt.

Der Frequenzgang F(jw) entspricht nach Gleichung 8.1 dem komplexen Spannungsverhéltnis von
Ausgangs- zu Eingangsspannung U, /U ;. Gemif komplexer Spannungsteilerregel entspricht das Span-
nungsverhéiltnis dem Verhiltnis der Impedanz am Ausgang (Impedanz der Kapazitéit) und der Im-
pedanz am Eingang (Summe der Impedanz von Kapazitét und Widerstand), kurz %%C.

Gleichung 8.6 zeigt den ermittelten Frequenzgang des Tiefpasses. Zur Vereinfachung wurden Nenner
und Zahler rationalisiert, der Nenner sortiert und der Term (optional) in kartesische Koordinaten
umgeformt. (Vergleich kommentierte Nebenrechnung 8.95):

1
U el 1
F 1 = :2 = Jw =
F(jw) U, R+ Jw% jwCR+1 (8.6)
1 1—jwCR

1+jwCR 1+ (wCR)?
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Damit haben wir den F'(jw) in Abhéngigkeit von w und den Bauteilgréen C' und R ermittelt. Mittels
Betragsbildung ldsst sich daraus gemif (8.3) der Amplitudengang und durch Phasenberechnung
gemif (8.4) der Phasengang bestimmen.

Zur Betragsbildung bietet sich die Form m an. Da der Betrag im Ziahler direkt ablesbar 1
betréigt, muss nur der Betrag im Nenner bestimmen werden wie sie in (8.7) gezeigt ist. Alternativ

kann auch die kartesische Form aus (8.6) in (8.3) eingesetzt werden.

Fiir den Phasengang ¢(w) bietet sich die kartesische Schreibweise in der Form % an. In dieser
lassen sich der Real- und Imaginérteil leicht ablesen. Der Nenner hat dabei als rein reelle Grofle
keinen Einfluss auf die Phasenlage wie in (8.8) gezeigt ist.

= - B —— 8.7
1+ jwCR] —won: 7

—wCR

p(w) = LF(jw) =4 <1JWCR> = arctan M = arctan (—wCR) (8.8)

1‘ 1 1

1
1+ (wER)?
Alternativ kann der Phasengang auch aus der nicht kartesischen Form des Frequenzganges bestimmt

werden. Der Phasengang ergibt sich aus der Phasenlage des Zahlers subtrahiert mit der Phasenlage
des Nenners:

o(w) = 2 <1+Ji;CR) — arctan (;) _ arctan (“’iR) — arctan (—wCR) (8.9)

$Zaehler $PNenner

Die Herangehensweise bietet sich vor allem an, wenn sich Betrag und/oder Phase des Zihlers direkt
ablesen lassen. Dadurch kann ein Rechenschritt zum Umrechnen in kartesische Koordinaten gespaart
werden.

Im folgenden Exkurs wird die seperate Betrachtung von Zahler und Nenner von Frequenzgidngen
néher erldutert:

Exkurs Berechnung komplexer Zahlen in (kartesischen) Descartes- und Polar-Koordinaten

Der Frequenzgang nimmt in der Regel die Form eines komplexen gebrochen rationalen Bruches an.
Das bedeutet, dass sowohl Nenner als auch Zihler sich als komplexe Polynome darstellen lassen:

Fy(jw)  apw”+--+aw+ag
Fy(jw)  bpw™+ -+ biw + by

F(jw) = mit a;,bj € C n,mw € R (8.10)

Liegt F(jw) nun als komplexer Bruch vor mit Z&hler und Nenner in kartesischen Koordinaten, so
kénnen wir A(w) und ¢(w) durch seperate Betragsbildung und Phasenberechnung von Zihler und
Nenner bestimmen. Hierfiir werden die Formeln aus (8.3) und (8.4) fur Zahler (Index Z) und Nen-
ner (Index N) angewandt. Da Amplituden- und der Phasengang wie in (8.2) gezeigt die Polar-
Koordinaten (Amplitude und Phase) des Frequenzganges darstellen ergibt sich folgendes Berech-
nungsschema:
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Fy(jw) |[F |- e“Ez Az

F(jw) = ==z - = =2 . ellvz—en) 8.11

i(‘]w) EN(JW) |EN| eI LE N AN ( )
. |F ;| Az

Aw) = |F(w = = - 8.12

(w) = |E(jw)] Fol Ay (8.12)

o(w) = LF (jw) =/F,—/Fy =9z —ON (8.13)

Im Allgemeinen bietet sich fiir Multiplikationen und Divisionen komplexer Zahlen die Berechnung in
Polarkoordinaten (mit Betrag und Argument) an. Eine Multiplikation/Division fithrt bei komplexen
Zahlen zur Multiplikation/Division der Betrige und Addition/Subtraktion der Argumente. Bei Ad-
ditionen und Subtraktionen eignet sich die kartesische Form mit Real- und Imaginérteil besser fiir
Berechnungen, da diese direkt addiert/subtrahiert werden kénnen.

8.2.3 Grenzverhalten am Beispiel eines einfachen Tiefpass-Filters

In diesem Kapitel wird das Grenzverhalten des Tiefpass-Filters 1. Ordnung aus dem vorigen Ka-
pitel (s. Abbildung 8.6) fiir sehr hohe und sehr niedrige Frequenzen untersucht. Dazu werden die
Grenzwerte des Amplitudengangs A(w) und des Phasengangs ¢(w) bestimmt, sowie die Ergebnisse
beschrieben, interpretiert und grafisch dargestellt.

Grenzwerte:

Fiir den Amplitudengang aus Gleichung 8.7 ergeben sich fir f — 0 und f — oo die folgenden
Grenzwerte:

lim A(w) = % =1 (8.14)

w—0

1
lim A(w) = —=
AW = 7%

Fiir den Phasengang aus Gleichung 8.8 ergeben sich analog dazu die Grenzwerte:

=0

p(w) = arctan (—wCR)

lin}) o(w) = arctan(0) =0 (8.15)
w—r

lim p(w) = arctan(—oo) =-90°

w—00

An Gleichung 8.14 ist zu erkennen, dass der Tiefpass bei sehr niedrigen Frequenzen kaum dampft
(A(w) — 1), bei sehr hohen Frequenzen hingegen stark dédmpft (A(w) — 0).

An Gleichung 8.15 ist zu erkennen, dass der Tiefpass bei sehr niedrigen Frequenzen (bei kaum
Déampfung) kaum Phasenverschiebung aufweist (p(w) — 0°), bei sehr hohen Frequenzen (starke
Diampfung) hingegen eine Phasenverschiebung bis —90° aufweist.

Erklirung des Grenzverhaltens anhand des Schaltbildes:

Das Grenzverhalten beziiglich Amplitudeninderung und Phasenverschiebung ldsst sich gut anhand
des Schaltbildes 8.6 erklaren.

Im Grenzfall einer Gleichspannung (f = 0) am Eingang sperrt die Kapazitit (X¢ — 00). Thr Verhal-
ten entspricht hier zwei offenen Klemmen, wodurch die gesamte Eingangsspannung am Ausgang Us
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iiber der Kapazitiat C anliegt. Die relative Amplitudenidnderung betriigt daher 1 (ungeddmpft) und
die Phasenverschiebung 0° (in Phase).

Bei sehr hohen Frequenzen (f — o0) verhiilt sich die Kapazitiit wie ein Kurzschluss (X¢ — 0). Damit
geht die Ausgangsspannung gegen null (starke Ddmpfung, A — 0) und die Eingangsspannung liegt
anniherend vollstéindig {iber R an. Eingangsspannung und Strom liegen dadurch nidherungsweise
in Phase. Die Phasenverschiebung von Ausgangsspannug iiber der Kapazitit zu Eingangsspannung
betriagt dadurch ndherungsweise —90°.

Visualisierung:

Um eine Vorstellung des Verhaltens von Amplituden- und Phasengang zu bekommen, kénnen wir die
Funktionen graphisch darstellen.

Der Amplitudengang A(w) und der Phasengang ¢(w) sind in Abbildung 8.7a und 8.7b dargestellt.
Beide Graphen sind mit linearen Skalen dargestellt, wobei die Skalierungen beider x-Achsen fiir
w E] identisch sind. Eine Verdnderung des Faktors C'R fiihrt in linearer Darstellung lediglich zu
einer Stauchung oder Streckung der Graphen in x-Richtung, weshalb auf eine explizite Angabe der
Werte verzichtet wurde.

1 T w [s7Y
1
2 —45° p(w)
-90°
(a) Amplitudengang A(w), lineare Achsen (b) Phasengang ¢ (w), lineare Achsen

Abbildung 8.7: Lineardarstellung des Amplitudengang und Phasengang eines Tiefpass 1. Ordnung

In Kapitel 8.3 wird die Darstellung des Frequenzganges mit logarithmischer Skala eingefiihrt. Auch
die Definition der Grenzfrequenz f, (respektive der Grenzkreisfrequenz w,) zur Unterteilung des
Frequenzbereichs in einen Durchlassbereich und einen Sperrbereich wird dort erldutert.

Exkurs zur Herleitung der Graphenform:

Die Graphenform des Amplitudengangs A(w) in linearer Darstellung lisst sich daran erkldren, dass
dieser sich fiir sehr niedrige Frequenzen (f — 0) der waagrechten Gerade A = 1 ann#hert und fir sehr
hohe Frequenzen (f — oo) der Potenzfunktion ﬁ annéhert. Abbildung 8.8 zeigt diese Ndherungen

fiir A(z) = ﬁ mit z = wCR.

0.8

0.6

0.4

0.2

0 1 2 3 4 5

Abbildung 8.8: Amplitudengang Tiefpass 1. Ordnung, lineare Achsen, Ndherungen mit z = wCR
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Die Form des Phasenganges ldsst sich leicht aus der Form einer (Arcus-)Tangensfunktion ableiten.
Abbildung 8.9 zeigt die Tangensfunktion und dessen Umkehrfunktion Arcustangens, sowie deren
jeweiligen Spiegelungen an der y-Achse in linearer Darstellung.

690" —45° 0° 45° 90°

—6
Abbildung 8.9: Phasengang Tiefpass 1. Ordnung, lineare Achsen, Vergleich Tangens/Arcustangens

Die Umkehrung der jeweiligen Funktion ist durch Spiegelung des Graphen an der Winkelhalbierenden
(schwarz gestrichelte Gerade) und Tausch der x- und y-Achse erreichbar, vorrausgesetzt die jeweilige
Funktion ist stetig monoton wachsend oder stetig monoton fallend. Der Tangens ist daher zur Bildung
des Arcustangens auf den Winkelbereich —90° bis +90° beschriankt bei einem Wertebereich von —oo
bis +o00. Aufgrund der nicht darstellbaren Polstellen ist der dargestellte Wertebereich auf —6 bis +6
beschrankt.

Der Phasengang des Tiefpass 1. Ordnung entspricht dem abgebildeten arctan(—z) fir z = wCR > 0.
Da es physikalisch keine negativen Frequenzen gibt, gilt w > 0 — x > 0, wodurch der Wertebereich
des Phasengangs nur den halben Wertebereich des Arcustangens abdeckt, also von —90° bis 0°.

8.2.4 Frequenzgang am Beispiel eines einfachen Hochpass-Filters

Ein Hochpass-Filter (kurz Hochpass) funktioniert #hnlich einem Tiefpass-Filter. Dem Namen entspre-
chend passieren beim Hochpass jedoch Signale hoher Frequenzen nahezu ungedampft (ungefiltert),
wihrend Signale niedriger Frequenzen stark geddmpft (gefiltert) werden.

Abbildung 8.10 zeigt exemplarisch einen RC-Hochpass erster Ordnung, der im Folgenden niher unter-
sucht wird. Der Hochpass besteht aus einer einfach Serienschaltung von Widerstand R und Kapazitét
C. Die Eingangsspannung U, liegt iiber R und C in Reihe an, wihrend die Ausgangsspannung U,
iiber R abgegriffen wird. Der Aufbau ist identisch mit dem RC-Tiefpass erster Ordnung, nur dass die
Ausgangsspannung iiber R statt iiber C' anliegt.



KAPITEL 8.2: 233

C
U, R |U,

Abbildung 8.10: Schaltbild, RC-Hochpass 1. Ordnung

Die Herleitung des Frequenzganges erfolgt analog zum Vorgehen beim Tiefpass in Kapitel 8.2.2. Da
es sich beim Hochpass um ein LZI-System handelt gilt:

uy (t) = U - sin(wt)

LZL s (t) = Uy - sin(wt + )

(8.16)

Das heifit, bei sinusformiger Eingangsspannung u, (), ist auch die Ausgangsspannung us(t) sinusférmig
mit gleicher Frequenz wie die Eingangsspannung.

Der Frequenzgang lésst sich dadurch geméfl Gleichung 8.1 bestimmen, indem die komplexe Wechsel-
spannungen U, am Ausgang und U, am Eingang ins Verhiltnis gesetzt werden. Dadurch erhalten
wir:

Fluo)=22 - 1
B Ql R+ Ju%c 1+ jwé’R
o (8.17)
_ 1 _ 1+igen
- . 1 - 1
l=jger 1+ Gone

Fiir den Amplitudengang A(w) und den Phasengang ¢(w) ergeben sich die folgenden Gleichungen:

. 1 1
Aw) = |F(jw) = ]1 L S — (5.18)
1+j-2ts 1
p(w) = LE(jw) = £ (‘*M) = arctan () (8.19)

8.2.5 Grenzverhalten am Beispiel eines einfachen Hochpass-Filters

Das Grenzverhalten des Hochpass-Filters 1. Ordnung aus Kapitel 8.2.4 wird in diesem Kapitel fiir sehr
hohe und sehr niedrige Frequenzen untersucht. Die Grenzwertbestimmung des Amplitudengangs A(w)
und des Phasengangs ¢(w) erfolgt analog zu der des Tiefpass-Filter wie in Kapitel 8.2.3 beschrieben.

Grenzwerte:

Fiir den Amplitudengang aus Gleichung 8.18 ergeben sich die folgenden Grenzwerte fiir f — 0 und
f— oo
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1
Alw) = -
L+ (wCl’R)
. 1
wh_}rréo Alw) = = =0 (8.20)
) 1
Fiir den Phasengang aus Gleichung 8.19 folgt analog dazu:
(w) = arcta !
w) = arctan | ——=
? wCR
limo p(w) = arctan(oco) = +90° (8.21)
w—
ILm ¢(w) = arctan(0) =

Das heifit, bei sehr niedrigen Frequenzen ddmpft der Hochpass stark (A(w) — 0) mit Phasenver-
schiebung bis +90° und bei sehr hohen Frequenzen kaum (A(w) — 1) mit Phasenverschiebung bis
0°.

Anhand des Schaltbildes 8.10 ldsst sich dieses Grenzverhalten gut erkldren. Bei Gleichspannung
(f = 0) sperrt die Kapazitit, wodurch die gesamte Eingangsspannung iiber dieser abfillt.

Bei sehr kleinen Frequenzen (f — 0) liegt die Eingangsspannung nidherungsweise vollstindig iiber
der Kapazitdt an. Der Strom eilt der Eingangsspannung bis +90° voraus, wodurch sich eine positive
Phasenverschiebung bis +90° zur Ausgangsspannung iiber dem Widerstand ergibt.

Bei sehr hohen Frequenzen (f — oo) verhilt sich die Kapazitit wie ein Kurzschluss, wodurch die
Eingangsspannung naherungsweise vollstandig iiber dem Widerstand am Ausgang anliegt. Dadurch
sind Ausgangs- und Eingangsspannung nidherungsweise gleich in Amplitude und in Phase.

Visualisierung:

Abbildung 8.11 zeigt den Amplitudengang A(w) und den Phasengang ¢(w) des Hochpass 1. Ordnung
in linearer Darstellung mit gleicher Skalierung und gleichem Wertebereich fiir die x-Achsen.

1 90°

Vel e

2 w 3] ! ) wll]
(a) Amplitudengang A(w), lineare Achsen (b) Phasengang ¢(w), lineare Achsen

Abbildung 8.11: Lineardarstellung des Amplitudengang und Phasengang eines Hochpass 1. Ordnung

Eine logarithmische Darstellung des Frequenzganges wird in Kapitel 8.3.4.2 eingefiihrt.

8.2.6 Vergleich passive Filter 1. Ordnung mit L und R

Tiefpass und Hochpass lassen sich auch mit einer Induktivitdt L und einem Widerstand R realisieren.
In Tabelle 8.3 sind die Schaltbilder fiir RL-Filter 1. Ordnung und ihre RC-Pendants gegeniibergestellt.
Zudem ist zu jedem Schaltbild die Formel fiir den Frequenzgang aufgefiihrt.

Im Vergleich der Schaltbilder ist zu erkennen, dass die RL- und RC-Varianten sich lediglich in der
Anordnung von L und R beziehungsweise R und C unterscheiden. Die Frequenzginge der RL- und
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Tabelle 8.3: Vergleich Schaltbild und Frequenzgang fiir RL- und RC-Filter 1. Ordnung
Tiefpass F(jw) Hochpass F(jw) Wy
L R
3 1 1 E
= U& R JUZ 1+jwk L{ L Jvz 11—t I
R C
o W 1 — 1 1
~ U{ c JL 1+ jwCR U{ R JL l-jzcr | CR

L
RC-Varianten unterscheiden sich nur im Faktor — und C'R vor w voneinander. Wie in Kapitel 8.3.3

noch néher erldutert wird, entspricht dieser Faktor dem Kehrwert der Grenzkreisfrequenz wg, welche
vollsténdigkeitshalber mit in der Tabelle aufgefiihrt ist.

8.2.7 Beispiel Filterschaltung: Aufgabe

Ry

Ui

Beispiel 8.1: Filterschaltung: Aufgabe

-
1

Ry

v

. 1

U2

uy (t) = Uy - sin(wt)
ug(t) = Us - sin(wt + )

O

Abbildung 8.12: Filterschaltung, passiv

Q1:U1
QQ:[jQ.ejso

Aufgabe:
a) Leiten Sie F(jw) = %— allgemein her.
b) Zeichnen Sie Betrag und Phase von F(jw) fiir:

Ry =900
Ry =100 O
C =125 uF

¢) Bei welcher Frequenz f ist U = %Ul?
Welche Phasenverschiebung besitzt ue nun ge-

geniiber uy?
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Beispiel 8.2: Filterschaltung: Losung

Lésung a) Frequenzgang allgemein

Lésung c¢) Bestimmten Arbeitspunkt ermitteln

R

!

Afwr) L it
wy) = = mi
YT VRt Ro)? + WCORiRy)? 2
N (Ry + Ry)? —|—2(0J1CR1R2)2 _4 N
R
1
= (W10R1R2)2 = 4R% — (Rl + R2)2 = W=
1
wi = 1,3304 - 10* - fi1 =2,117 kHz mit
p(wy) = arctan(—1,4967) = —56,25° mit

Ry
joC
= - Fy ' L
Ry + (R1]|Z¢) Ro+ % 11 R+ 556
1 jwC
Rl .
ol b
- ch;% R [ Rl- ] 2572 +‘? abc,d e R
Ry Ry + Jw_z_C + Jﬁc— [Rl + Ry +_]WCR1R2J c+ jd
(Ry(Ry + R) — jwCRIR,| , d
= kartesisch = ab, elR
L(R1 + Ro)? + (wCR1R2)2J ( ) ¢
R Va2 + b2
Betrag:  A(w) = ! mit (o) = Y2
\/(Rl + R2)2 + (wCR1R2)2 \/m
~wCR2R,y > . ( ’>
Phase: w) = arctan | —————— mit w) = arctan | —
#l) (RI(RI + Ra) #l) a
— arctan (m)
N R+ Ry
wOR R arctan<§)— arctan(%)
Altern.:  ¢(w) = arctan(0) — arctan o mit pw) ="pz —"oN
R+ Ry
Lésung b) Grenzverhalten und Skizze
R 1 A(w)
_ 1 0,9
Aw) v/ (R1+R2)?+(wCR1R»)?
_ R 0,5 -
u1)1_>mOA(w) = mrm = 09 | Ly
Jim A(w) = &= 02 04 06 08 1
_ wCRle 105
plw) = arctan(—* %) o) [1 Wl
. : 0‘.2 0‘.4 0:6 018 i
1 = arctan(0) =0 !
lim p(w) = arctan(0) AN 1
lim ¢(w) = arctan(—o0) = —90° N
w—ro0 _90 4+

Ges.: Frequenz f; bei der Ug = %Ul und Phasenverschiebung us zu uy bei fi:

_e_ U

_Ul_Ul

1
Aw) 3
f=f

(Ry + Ry)? 4 (wiCRyRc)* = 4R3?

N VAR — (R? + 2R Ry + R2)
CR1Ry

w1 < 0 unphysikalisch, f = 2i
T

- (215
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8.3 Logarithmische Darstellung, Frequenzgang, Grenzfrequenz

In der Elektrotechnik und Nachrichtentechnik werden haufig logarithmische Skalen verwendet, um
den Frequenzgang von Filtern und Verstérkern darzustellen. Die logarithmische Darstellung ermoglicht
eine bessere Ubersicht iiber das Verhalten des Systems im gesamten Frequenzbereich.

Abbildung 8.13 zeigt zwei Comic-Strips von XKCD, die die Vorteile der logarithmischen Darstellung
humorvoll darstellen.

In diesem Kapitel werden wir uns mit der logarithmischen Darstellung von Frequenzgéngen in Form
sogenannter Bode-Diagramme beschéftigen. Zur Beschreibung des Frequenzganges einfacher Filter-
schaltungen werden die Einheit Dezibel, sowie die Grenzfrequenz und die Ordnung von Filtern defi-
niert. Dariiber hinaus werden Bandpass- und Bandsperrfilter vorgestellt.

Lernziele: Logarithmische Darstellung, Frequenzgang <

Studierende lernen:

e Unterschiede zwischen linearer und logarithmischer Darstellung kennen.

Dezibel als Einheit kennen und zu verwenden.

Grenzfrequenzen von Filterschaltungen kennen und zu bestimmen.

Bodediagramme zu konstruieren und zu interpretieren.

Funktionsweise von Bandpass- und Bandsperrfilter kennen und verstehen.

Aufbau und Verhalten von Filtern héherer Ordnung kennen und verstehen.
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Abbildung 8.13: xked Comics zu logarithmischen Darstellungen von Gréfien
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8.3.1 Logarithmische Darstellung von Potenzfunktionen

In der logarithmischen Darstellung wird eine logarithmische Skala fiir eine oder mehrere Achsen
verwendet. Eine lineare Zunahme von abzubildenden Werten korrespondiert hierbei mit einer lo-
garithmischen Zunahme der Distanz auf der Skala. Anschaulicher im Umkehrschluss: Bei linearer
Zunahme der Distanz auf der Skala steigt die Potenz der abzubildenden Werte im selben Maf linear
an.

Logarithmische Skalen bieten sich im Allgemeinen an, um Wertebereiche iiber mehrere Gréflenordnungen
darzustellen. Eine Besonderheit in der doppelt logarithmischen Darstellung ist, dass Potenzfunktio-
nen als Geraden dargestellt werden. Abbildung 8.14 zeigt zum Vergleich mehrerer Potenzfunktionen
in linearer Darstellung (links) und in doppelt-logarithmischer Darstellung mit Basis 10 (rechts).

4:\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\ \\\\\\\\\‘\\\\\\“‘: 103E LA LU T T TTTT] T T \\H:
/() 1 L f(x) , :
F 72 2l : I @ 1 |
30 ‘ > g 102 £ y E
2 ; 1 f 10! | 2 El
F r2 . F ]
1r = 100k i -
i/ 7 J z |
0 oo O Y -1 Y AR Lo Ll R
0 i 2 3 T T w0 e w
(a) Potenzfunktionen, lineare Achsen (b) Potenzfunktionen, logarithmische Achsen

Abbildung 8.14: Vergleich lineare und logarithmische Skalierung von Potenzfunktionen

Der Exponent einer Potenzfunktion entspricht in doppelt-logarithmischer Darstellung der Steigung
der Geraden. Eine Verschiebung in y-Richtung entspricht einem Vorfaktor a fiir die Funktion f(z),
eine Verschiebung in x-Richtung einem Vorfaktor zg fiir x in der Funktion. Durch diese Eigenschaften
eignet sich die logarithmische Darstellung besonders zur Darstellung von Amplitudengéngen.

8.3.2 Definition Dezibel

Dezibel ist eine Hilfsmafleinheit zur Kennzeichnung dekadisch-logarithmischer Verhéltnisse zweier
Groflen. Verwendung findet es u.A. in der Signaltheorie und Nachrichtentechnik, beispielsweise um
die Verstirkung/Dampfung eines Bauteils oder einer Signalstrecke anzugeben. Ein Dezibel [dB] ent-
spricht dem zehnfachen der Basiseinheit Bel [B].

Definiert ist das Bel als Kennzeichnung des dekadisch-logarithmischen Verhéltnisses (Symbol Q) zwei-
er einheitengleicher LeistungsgroBen (Index P) wie in Gleichung 8.22 gezeigt ist. In Zusammenhang
mit Spannung oder Strom als sogenannte Leistungswurzelgrofen (ehemals Feldgrofien, Index F') kann
das (Dezi-)Bel in linearen Systemen ebenfalls verwendet werden wie in Gleichung 8.23 gezeigt ist.
Die Umrechnung basiert auf der Proportionalitéit von P ~ U? beziehungsweise P ~ I?, woraus sich
der Faktor 2 ergibt.
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P P
Leistungsgrofien (z.B. P, W) Qr) = logF2 B=10- logF1 dB (8.22)
1 2
. U3 Uy
Leistungswurzelgr.(z.B. U, I) Qr) = logﬁ B=20- logi dB (8.23)
1 2

Die Angabe @ in dB beschreibt hier die Verstirkung eines Systems von Eingangs- (Index 1) zu Aus-
gangssignal (Index 2). Tabelle 8.4 zeigt fiir typische Dezibelwerte zugehdrige Spannungsverhéltnisse
gz und Leistungsverhiltnisse £ 7 - Eine Anderung um 6 dB entspricht auf die zweite Nachkommastelle
gerundet genau dem Faktor 2 fiir Spannungen und auf die erste Nachkommastelle gerundet genau

dem Faktor 4 fiir Leistungen.

Tabelle 8.4: Tyische Dezibelwerte (Verstidrkung in dB) bei Spannungs- und Leistungsverhéltnissen

Leist.wurz.gr. g % 1 V2 2 V10 10 20 100
Leistungsgrofien 22 i 1 2 4 10 100 400 | 10.000

Verstirkung Qi | 3dB|0dB | +3dB | +6 dB | 10 dB | 20 dB | 26 dB | 40 dB

Dadurch, dass 3 dB sehr prézise dem Faktor 2 bei Leistungen (Faktor V2 bei Spannungen) entspricht,
beziehungsweise 6 dB dem Faktor 4, lassen sich relativ einfach Abschédtzungen vornehmen. Im Ver-
gleich zur SI-Einheit Neper, welches auf dem natiirlichen Logarithmus basiert, hat sich das Dezibel
daher als logarithmische Hilfsmafleinheit in der Praxis durchgesetzt.

Faustformeln fiir Spannungsverhéltnisse:

e Faktor 1 =0dB
e Faktor 2 ~ 6dB
o Faktor 4~ 12dB mit 4=22~2-6dB
e Faktor 5~ 14dB mit 5

10- 5 ~20dB—-6dB
e Faktor 8~ 18dB mit 8=2%~3-6dB
e Faktor 10=20dB = 20dB /Dek (spannungsbezogen)
Exemplarisch ist in Abbildung 8.16 die logarithmische y-Achse fiir A(w) einmal einheitenlos (links)

und einmal in dB (rechts) angegeben mit Kennzeichnung der ganzzahligen Faktoren beziechungsweise
Dezibelwerten aus obiger Fausformel.

Phénologisch gilt:

e Fine Verstidrkung liegt vor fﬁr 7= >1

e Eine Dampfung liegt vor fiir 7= <1

Fiir die Verstdrkung respektive Dédmpfung als physikalische Groflen gilt, dass diese sich in dB mit
umgekehrtem Vorzeichen entsprechen. Ublich ist die Bezeichnungen G (von engl. Gain) fiir die
Verstérkung von Bauteilen oder D (von engl. Damping) fiir deren Déampfung. Beide Angaben wer-
den typischerweise in dB und falls nicht néher deklariert in Bezug auf Spannungspegel angegeben.
In Datenbléttern wird die Dédmpfung in dB teilweise auch mit negativem Vorzeichen angegeben.
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8.3.3 Grenzfrequenz einfacher Filterschaltungen

Hoch- und Tiefpésse erlauben die Filterung von Eingangssignalen in Abhéngigkeit von deren Frequenz
wie in Kapitel 8.2.3 fiir einen Tiefpass und in Kapitel 8.2.5 fiir einen Hochpass gezeigt wurde.

Der Frequenzbereich der Amplitudengéinge beider Filter wird unterteilt in einen Durchlassbereich
und einen Sperrbereich. Als Abgrenzung dient die sogenannte Grenzfrequenz f,, respektive
Grenz(kreis)frequenz w,. Definiert ist w, {iber ein festgelegtes Verhéltnis von effektiver Ausgangs- zu
Eingangsspannung.

Im Falle einfacher Filterschaltungen gilt:

U, 1 1

U . = ﬁ o Alwg) = ﬁ

Nach Tabelle 8.4 entspricht dies einer Dampfung von 3 dB respektive einer Verstarkung von —3 dB.
Die Ausgangsleistung betrigt bei w, die Halfte der Eingangsleistung.

(8.24)

Beispiel: Tiefpass erster Ordnung

Mit Gleichung 8.7 folgt fiir den RC-Tiefpass erster Ordnung fiir die Grenzkreisfrequenz:

AW = ———
© V1+ (wCR)?
1 1
)= G om v
1

Die Grenzkreisfrequenz w, entsprichtdem Kehrwert der Zeitkonstante 7 = C'R des RC-Gliedes.

Der Frequenz-, der Amplituden- und der Phasengang des RC-Tiefpasses erster Ordnung aus Glei-
chung 8.6, 8.7 und 8.8 lassen sich normiert auf w, darstellen. Dadurch ergeben sich bauteilunabhéngig:

. 8.6 1 8.25 . 1
F(jw) = T30k = F(jw) = T3 (@/ay) (8.26)
8.7 1 8.25 w) = 1
Alw) = —\/m = A(w) —1 T (8.27)
o(w) ¥ — arctan (WCR) == ¢(w) = —arctan (w/wyg) (8.28)

Abbildung 8.15 zeigt den Amplitudengang in Abhéngigkeit von w/wy. Neben dem realen Verlauf in
rot, ist auch der Verlauf eines idealisierten Tiefpasses mit hoher Flankensteilheit in blau dargestellt.

— 1 \ ideal
3 NEpo —_real |
~ [ |
3
< 0 Durchlassber. | Sperrbereich
L | I
0 1 2

w/wg

Abbildung 8.15: Durchlassbereich und Sperrbereich eines einfachen Tiefpasses, lineare Skala

Eine Anderung der Grenzfrequenz fithrt in linearer Darstellung zu einer Stauchung oder Streckung
des Amplitudenganges entlang der Frequenzachse.
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Beispiel: Hochpass erster Ordnung

Analog kénnen wir die Grenzfrequenz fiir den RC-Hochpass erster Ordnung bestimmen:

Alwg) = ——— %

1
1+ (sbm) V2 (8.29)
1

— YT CR

Die Grenzfrequenz beider Filter ist also identisch bei gleichen Bauteilwerten R und C. Fiir den
Frequenzgang des Hochpasses ergibt sich analog zur Tiefpass-Variante:

F(jw) = l—j(lwg/w) (8.30)

Aw) = ;2 (8.31)
1+ (wg/w)

(w) = arctan (wg /w) (8.32)

8.3.4 Tiefpass 1. Ordnung

Frequenzgénge werden typischerweise in Bode-Diagrammen dargestellt. Bode-Diagramme beste-

hen aus einer doppelt-logarithmischen Darstellung des Amplitudengangs und einer einfach-logarithmischen
Darstellung des Phasengangs. Die x-Achse fiir die (Kreis-)frequenz wird in beiden Darstellung loga-
rithmisch skaliert. Die y-Achse wird beim Amplitudengang logarithmisch und beim Phasengang linear
skaliert.

Abbildung 8.16 zeigt den Amplitudengang aus Gl. 8.27 eines Tiefpass 1. Ordnung als Bode-Diagramm.
Durchlassbereich fiir w < wy und Sperrbereich fiir w > w, sind ebenso wie die Position fiir w = w,
gekennzeichnet. Die Frequenzangabe auf der x-Achse wurde auf die Grenzfrequenz normiert und
erfolgt daher einheitenlos.

T T TTTTT \\\\\\\\‘ T TTTTT T T T TTT7

o S S s SR SR 1 100

5 |- Durchlassbereich ! Sperrbereich i -

4. |- | - -8
3 |
< 107! | :
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31
2 | IS
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1072:\ | \\\\H:

1072 107! 10° 10! 102
w/wg

Abbildung 8.16: Bode-Diagramm Tiefpass 1. Ordnung, Amplitudengang

Gut zu erkennen ist die Unterteilung des Frequenzbereiches in Durchlass- und Sperrbereich durch
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die Grenzfrequenz. Der Verlauf des Amplitudenganges ldsst sich in beiden Bereichen mithilfe der
Asymptoten (Geraden) approximieren [blau gestrichelt]:

lim0 Alw) =1 = Alw) = 1 fiir w < wg (Durchlassbereich)
w—

lim A(w) = Yo = Alw) =~ Yo fiir w>wy (Sperrbereich)
w—r00 w w

Die Steigung der Asymptote (Gerade) im Sperrbereich betrigt —20dB /Dek, aufgrund der Propor-
1

tionalitdt von A(w) ~w™.
Die Néherung durch beide Asymptoten weicht maximal 3dB fiir w = wy vom realen Verlauf ab. Bei
der Grenzfrequenz schneiden sich beide Asymptoten, was jedoch nicht allgemein fiir Filter gilt. Zur
Konstruktion einer Skizze bieteten sich beide Asymptoten (Geraden) und der Punkt A(w,) = 1/v2
an. Fiir die Skizze wird im Ubergangsbereich von Faktor fiinf gréBer oder kleiner der Grenzfrequenz
(% wg < w < bwy) ein Bogen von Asymptote durch A(wy) = 1/v2 zu Asymptote gezeichnet.

Eine Verdnderung der Grenzfrequenz fiithrt im Bode-Diagramm zu einer Verschiebung entlang der
Frequenz-Achse. Dies gilt fiir den Amplituden- als auch fiir den Phasengang, da die Frequenzachse in
beiden Darstellungen logarithmisch skaliert ist. Die Normierung auf die Grenzfrequenz bietet sich an,
um die Funktionswese des Frequenzganges unabhéngig von spezifischen Bauteilwerten darzustellen.

Abbildung 8.17 zeigt den dazugehorigen Phasengang als Bode-Diagramm ebenfalls mit Normierung
der Frequenz auf die Grenzfrequenz. Die Kurvenform des Phasenganges éhnelt der Kurvenform eines
Arkustangens in linearer Darstellung bei entsprechender Verschiebung und Stauchung.
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. | | =
S | 71—8
3 —45 SR B B o e B O g
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[ w: )
3
1 i
3
-90 rr——r——11 1T f——— T T -3
il Ll \\\\H: Ll Ll
1072 107! 10° 10 102
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Abbildung 8.17: Bode-Diagramm Tiefpass 1. Ordnung, Phasengang

Der Wertebereich des Phasenganges wird durch die beiden horizontalen Asymptoten ¢(w) =0 ° fiir
w — 0 und ¢(w) = =90 ° fiir w — oo begrenzt. Der Phasengang besitzt in dieser Darstellungsform
eine Punktsymmetrie zum Wendepunkt in ¢(wg) = —45 ° und keine Extrema.

Sei w;, die normierte Frequenz w/wy. So ldsst sich der Phasengang abschnittsweise durch folgende
drei Geradenabschitte approximieren:

0° fiir wy, < 1071 Durchlassbereich (ohne Grenzbereich)
—45°
plw) ¢ —45° + an fir 107! <w, <10 Grenzbereich
e
-90° fiir 10 < wy, Sperrbereich (ohne Grenzbereich)

(8.33)
Die maximale Abweichung der Approximation betréigt & 5.71° an den Knickstellen bei wy &1 Dek.
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8.3.4.1 Vergleich lineare und logarithmische Darstellung

Zum Vergleich sind in Abbildung 8.18 der Amplituden- und Phasengang eines Tiefpass 1. Ordnung
in linearer und logarithmischer Darstellung (Bode-Diagramm) dargestellt.

1 " 100 === FEL L PR R
Ve 8 — g !
3 1) - 30-1L :
< < 107k i
| i S 801
I 3
0 || | | | 1072: S=SSERREE =SSR S=SSSREE ====EE!
0 wWg 250 500 750 1000 10° 10! 102 103 10*
w4 wl5]
0 TT 0 T T T T T 1T T T T T T 1T
35| .
S I .
790 Ll | | =90 S I S A A
0 wWg 250 500 750 1000 10° 10! 02 103 10*
w [4] w(3]
(a) Lineare Darstellung (b) Logarithmische Darstellung

Abbildung 8.18: Vergleich lineare und logarithmische Darstellung des Tiefpass 1. Ordnung

Anders als bei linearer Darstellung entspricht bei logarithmischer Darstellung die Ableitung einer
Funktionen nicht der ablesbaren Steigung im Kurvenverlauf. In Abbildung 8.18 ist dies gut erkennbar.
Die Steigung von A(w) in linearer Darstellung geht sowohl fiir w — 0 als auch fiir w — oo zu gegen
0. [Vgl. Kapitel 8.2.3] Im Bodediagramm ist die Steigung fiir w — 0 ebenfalls null, nihert sich fiir
w — oo jedoch einer minimalen Steigung von —20 dB /Dek an. Beim Phasengang ist in linearer
Darstellung die Steigung (Ableitung) fiir w — 0 minimal und negativ. In logarithmischer Darstellung
scheint p(w) fiir w — 0 jedoch am flachesten (Steigung gegen 0).

8.3.4.2 Vergleich Tief- und Hochpass 1. Ordnung

Abbildung 8.19 zeigt die Frequenzginge eines Tiefpass und eines Hochpass 1. Ordnung im Bode-
Diagramm zum Vergleich. Der Frequenzbereich (x-Achse) ist in beiden Fillen auf die jeweilige Grenz-
frequenz normiert.



246 GET it digital Modul 8: Schaltungen variabler Frequenz

T TTTTTTT T T T #7 T 1T T T 11117

1005_________:"'::::::::: 1005::::::::::"‘ __________ e
3 B ] 3 B ! i
= —1 L = —1 | il
< 107 : <1077 ¢ : :
E 3i:c | E 3!:0 | E
1072 E il il \\HH‘ il il \\HH: il il \\HH‘ il I 1072 E il il \\HH‘ il il \\HH: il il \\HH‘ il I EEeE:)
10-2 107t 10° 10! 102 10°2 107! 10° 10t 102
w/wy w/wyg
) 11 1 B A B SRR 00 =TT
= i = ] : i
3 45 e N k1wt NI |
S- . 304 | St S
_90 -_l_l_l X_HTM_ _l_l_ll_llii__l_ll_ll_lln_T 11l 0 -_l_l_l X_HTM_ _l_l_ll_lli__l_ll_ll_ll]_T IR
10-2 107t 10° 10! 102 1072 107! 10° 10t 102
w/wyg w/wyg
(a) Tiefpass 1. Ordnung (b) Hochpass 1. Ordnung

Abbildung 8.19: Vergleich Tief- und Hochpass 1. Ordnung, Bode-Diagramme

8.3.5 Bandpass, Bandsperre

Bandpass-Filter und Bandsperre-Filter sind Filtertypen zur Filterung von Frequenzbédndern.

Ahnlich wie Tief- und Hochpass finden beide eine breite Anwendung in der Signalverarbeitung zum
Beispiel im Bereich der Audio-, Nachrichten-, Mess- und Regelungstechnik. Weitere Anwendungen
finden sich beispielsweise in der Energietechnik bei der Einspeisung von Energie ins elektrische Ver-
sorgungsnetz, um eine stabile Netzfrequenz zu gewéahrleisten.

Bandpésse filtern Signale auflerhalb eines bestimmten Frequenzbandes heraus, wihrend Bandsperren
Signale innerhalb eines bestimmten Frequenzbandes herausfiltern. Die Frequenzbénder werden durch
eine obere und untere Grenzfrequenz fy, und fyu definiert.

Us 1 Us 1
== =~ und > = — (8.34)
Utlyep,, V2 Utlyep V2

gu

Daraus abgeleitete Groflen sind die Bandbreite B und die Mittenfrequenz f);. Die Bandbreite
ist definiert als Differenz von oberer und unterer Grenzfrequenz:

B=Af = fuo— fa (8.35)

Die Mittenfrequenz fy; ist definiert als das geometrische Mittel beider Grenzfrequenzen:

fm= V fgo : fgu (8.36)

In logarithmischer Darstellung liegt fy;r qua Definition exakt in der Mitte zwischen beiden Grenzfre-
quenzen. Dadurch lassen sich mit B und fy Grole und Lage des Frequenzbandes im Frequenzspek-
trum beschreiben.
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8.3.5.1 Realisierung: Serien- oder Parallelschaltung von Tief- und Hochpass

Eine mogliche Realisierung von Bandpass- und Bandsperre-Filtern ist durch Kombination eines Tief-
und Hochpass-Filters. Auf diese Weise lisst sich anschaulich das Verhalten kombinierter Filterschal-
tungen erlautern.

Durch die Serienschaltung eines Tief- und Hochpass entsteht ein Bandpass, vorrausgesetzt die Grenz-
frequenzen sind passend gewéhlt. Fiir ein Bandpassverhalten muss die obere Grenzfrequenz durch
den Tiefpass und die untere Grenzfrequenz durch den Hochpass realisiert werden. Mathematisch be-
schreiben ldsst sich der resultierende Frequenzgang als Produkt der Einzelfrequenzginge mit Fgp =
Forp - Fyp. Vorraussetzung fiir die Multiplikation der Einzelfrequenzgénge zum Gesamtfrequenzgang
ist die Riickwirkungsfreiheit des nachgeschalteten Vierpols auf das Ausgangssignal des vorgeschalte-
ten Vierpols.

Abbildung 8.20 zeigt exemplarisch das Schaltbild eines solchen Bandpasses zweiter Ordnung als
Serienschaltung eines RC-Tiefpasses und eines RC-Hochpasses, beide erster Ordnung. Der symbo-
lische Verstérkerblock zwischen beiden Filter verhindert eine Riickwirkung des Hochpass auf die
Ausgangsspannung des Tiefpasses. Nur unter der Annahme einer Riickwirkungsfreiheit lassen sich
die Frequenzgénge von Tiefpass und Hochpass durch in Reihe Schalten multiplizieren.

R C
- | | :
| |
Ql _ Ch U12 QQI Ry QQ
Tiefpass Verstéirker Hochpass
o o

Abbildung 8.20: Bandpass 2. Ordnung, Schaltbild

FEine Bandsperre ldsst sich realisieren indem die Eingéinge von Tief- und Hochpass parallel und deren
Ausginge in Serie geschalten werden. Dadurch erhalten beide Einzelfilter die gleiche Eingangsspan-
nung und die Ausgangsspannungen werden addiert. Der resultierende Frequenzgang ist die Summe
der Einzelfrequenzgénge mit F'gg = Fpp + Fyp. In diesem Fall muss die obere Grenzfrequenz durch
den Hochpass und die untere Grenzfrequenz durch den Tiefpass realisiert werden.

8.3.5.2 Bode-Diagramm

In Abbildung 8.21 ist das Bode-Diagramm des Bandpasses aus Abb. 8.20 dargestellt. Amplitudengang
und Phasengang iibereinander teilen sich eine gemeinsame X-Achse, zum besseren Vergleich der
beiden Graphen. Der Verstirkungsfaktor betréigt 1 (passiv) und die Grenzkreisfrequenzen liegen bei
102s7! und 10%s7 1.

Die obere und untere Grenzkreisfrequenz wg, und wg, sind in beiden Darstellungen gekennzeichnet
(rot gestrichelte, vertikal), ebenso wie die —3 dB Grenze (schwarz gestrichelt, horizontal) deren
Schnitt mit A(w) die Grenzfrequenzen definiert.

Die Bandbreite ist im Amplitudengang angedeutet als Doppelfeil zwischen beiden Grenzfrequenzen.
Aufgrund der logarithmischen Skalierung entspricht die Bandbreite nicht dem angezeigten geometri-
schen Abstand im Diagramm.
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Im Schaubild abzulesen sind:

Abbildung 8.21: Bandpass 2. Ordnung, Bode-Diagramm

8.35

2 —1
wgy = 1078

8.36 Wm

21

und Weo = 10*s7!
Weo — Weu 9900
Af= . 2w == 2w Hz
V/Wgo - Weu 103 q
= - = —H7
2w 2

(8.37)
(8.38)

(8.39)

Die Mittenkreisfrequenz wy, ist im Phasengang gekennzeichnet. Die Phasenverschiebung betrigt dort
0°, da sich die Phasenverschiebung des Tief- und Hochpasses (blau gestrichelt, diinn) in dem Punkt
gegenseitig aufheben.

Gut zu erkennen ist das Hochpassverhalten im unteren Sperrbereich (mit 420 dB /Dek und ¢(w) > 0°)
und das Tiefpassverhalten im oberen Sperrbereich (mit —20dB /Dek und ¢(w) > 0°).

8.3.6 Ordnung von Filtern, Beispielfilter h6hrerer Ordnung

Abbildung 8.22 zeigt exemplarisch die Amplitudengéinge verschiedener Filter hcherer Ordnung im
Vergleich. Zu erkennen sind ein Butterworth-, ein Tschebycheff-, ein Cauer-Filter im Vergleich mit
einem idealen Tiefpass.
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Abbildung 8.22: Beispiel Filter hoherer Ordnung

Ordnung anhand der summierten Steilheit der Flanken erkléiren.

e Tief-/Hochpass (eine Flanke): Ordnung n bei + n - 20dB /Dek
e Bandpass/-sperre (zwei Flanken): Ordnung 2n bei £ n - 20dB /Dek

Filter 2. Ordnung durch: RLC oder Kombination zweier Filtern 1. Ordnung: 2x (RC) bzw. 2x (RL)
(1. Ordnung)

Filter hoherer Ordnung als 2 durch Kaskadierung von Filtern niedrigerer Ordnung méglich.

Vgl: Mexle Wiki

n - 20 dB/Dek Steilheit bei Filter n-ter Ordnung fiir alle Flanken summiert.
Hohere Ordnung durch Kaskadierung von Filtern niedrigerer Ordnung moglich.



https://wiki.mexle.org/elektronische_schaltungstechnik/6_filterschaltungen_ii#zusammensetzen_des_bandpass_filter
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8.4 Ortskurven

Die Darstellung von Ortskurven ist ein Mittel zur Visualisierung der parameterabhéngigen Verinderung
von komplexen Groflen. Zur Analyse des frequenzvariablen Verhaltens von Eintoren bieten sich
Impedanz- und Admittanzortskurven an. In diesen kann die Veréinderung der Impedanz respekti-
ve der Admittanz in Abhéngigkeit der (Kreis-)Frequenz dargestellt werden.

Lernziele: Ortskurven

Studierende lernen:

e Ortskurven kennen und mogliche Anwendungsbereiche kennen.
e Ortskurven prinzipiell zu konstruieren und zu interpretieren.

e Impedanz- und Admittanzortskurven von Grundschaltungen kennen.

8.4.1 Definition Ortskurve

Eine Ortskurve ist die graphische Darstellungen einer komplexen Grofie z in Abhéingigkeit eines
reellen Parameters p in der komplexen Ebene[weissgerber2]:

z(p) = Re{z(p)} +jIm{z(p)} mitzeC; peR (8.40)

Ortskurven werden in vielen verschiedenen Bereichen angewandt, um mogliche Zusténde eines Sys-
tems zu visualisieren. Abbildung 8.23 zeigt exemplarisch die Stromortskurve einer Asynchronma-
schine in der komplexen Ebene, auch Heylandkreis oder Ossannakreis genannt. [QUELLE:XYZ] Zu
Erkennen ist der komplexe Statorstrom I, in Abhéngigkeit des Schlupfes s. Die Darstellungsform
eignet sich beispielsweise zur Visualisierung verschiedener Betriebszusténde, im Fall der Asynchron-
maschine sind das der Motor-, Brems- und Generatorbetrieb.

400 A Re
300 1

U,
200 t

Motor

100 + Bremse

s — 00 Im

300 -400 -500  -600

100 200

—100 + Generator

—200

Abbildung 8.23: Beispiel Stromortskurve einer Asynchrommaschine mit Betriebszustinden
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Im Beispiel der Stromortskurve einer Asynchronmaschine lassen sich zudem verschiedene Leistungs-
werte graphisch ermitteln wie in Abbildung 8.24 exemplarisch dargestellt ist. Die Beispiele dienen
der Veranschaulichung der Definition und mdoglicher Anwendungsbereiche von Ortskurven, weshalb
von einer Herleitung beider Beispiele abgesehen wird.

400 A Re
300 t
U, Motor
S
200 | d
s=1
l‘s PMech
100 1 lr‘ Leistungsgerade Bremse
Priufer
$ — 00 Im
\w\—loo -200 -300 -40 -500 -600
—100 Generator
—200 |

Abbildung 8.24: Beispiel Stromortskurve einer Asynchrommaschine mit Leistungsgréfien

Ortskurven eignen sich gut zur Visualisierung von Systemzustinden, -gréflen und deren Einfluss
aufeinander.

8.4.2 Zusammenhang Zeigerdiagramm und Ortskurve

Ein Zeiger im Zeigerdiagramm stellt eine komplexe Grofle stationédr in der komplexen Ebene dar.
Die Darstellungsform dient der Visualisierung von Phasenverschiebungen und Betragsverhéltnissen.
Typische Groflen fiir Wechselstromkreise sind unter anderem Spannung, Strom, Leistung und Impe-
danz.

Ortskurven beschreiben die Bahn, die ein Zeiger bei Variation eines Parameters durchliuft. Die Orts-
kurve kann so als Verallgemeinerung eines Zeigers im Zeigerdiagramm verstanden werden. [weissgerber2]Ubliche
Parameter sind Frequenz und Bauteilgréfien.

Die Hervorhebung einzelner Zeiger mit Angabe des variierenden Parameters kann den Verlauf der
Ortskurve verdeutlichen und die Interpretation erleichtern. Positionsénderungsrate und -richtung
geben Aufschluss iiber die Dynamik des Systems.

Merke: Ortskurve

Zeigt Grofle in komplexer Ebene parameterabhiingig als Kurve (Punkteschar).
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8.4.3 Impedanzortskurve

In Impedanzortskurven wird die Impedanz eines Systems in Abhéngigkeit eines Parameters darge-
stellt.

Beispiel 8.3 zeigt eine Impedanzortskurve fiir eine variable Bauteilgrofie.

Beispiel 8.4 zeigt eine Impedanzortskurve fiir variable Frequenz.

Beispiel 8.3: Impedanzortskurve RL-Glied, Widerstand variabel

Konstruktion der Impedanzortskurve einer RL-Serienschaltung fiir variablen Widerstand R.
Die Schaltung ist in Abbildung 8.25 abgebildet.

R jwL

Abbildung 8.25: RL-Glied (Serienschaltung)

Die Impedanz des RL-Gliedes ist gegeben durch:

Z=R+jwL

Sei R variabel und beschrieben als (p-fache) Vielfache eines Referenzwiderstandes Ry mit p
im geschlossenen Intervall [0,3], so gilt:

R(p) =p- Ry mit p e [0,3]

Seien w und L konstant, sowie die Reaktanz wL gleich einer Referenzreaktanz Xj:

wL = Xy mit w, L = konst.

Impedanz Z in Abhéngigkeit von p:

Z(p) =p-Ro+jXo

j3Xo 1jIm{Z}
j2Xo
P Z(p)=p-Ro+jX
Xy fom g
Re{Z}
0 : : :
0 Ry 2R, 3Ry

Abbildung 8.26: Impedanzortskurve RL-Glied (Serie)
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Beispiel 8.4: Impedanzortskurve RL-Glied, Frequenz variabel

Konstruktion der Impedanzortskurve der RL-Serienschaltung in Abbildung 8.27 fiir variable
Frequenz f und oder variable Induktivitit L. Aufbau wie in Beispiel 8.3, jedoch mit variabler
Frequenz w.

R jwL

Abbildung 8.27: RL-Glied (Serienschaltung)

Gesamtimpedanz allgemein:
Z =R+ jwL
=R+jX

Die Gesamt-Reaktanz X des RL-Gliedes ist proportional zu w und proportional zu L. Das
heifit eine Veriinderung von w hat den selben Einfluss wie eine Verdnderung von L auf die

Impedanz des RL-Gliedes.
Mit X als Vielfache p einer Referenz-Reaktanz X, und R = Ry gilt:

Z=Ro+p-jXo

In der komplexen Ebene dargestellt:

i3Xo 1j Im{Z}
2
{2
i2X, | | %
2/
N/ O
. N
iXo |
>
4 ]
o 2o T Re{Z}
0 Ry 2R, 3Ry

Abbildung 8.28: RL-Glied (Serienschaltung)

8.4.4 Admittanzortskurve - Inversion von Ortskurven

Analog zur Impedanzkurve bezeichnet eine Admittanzkurve die Ortskurve einer Admittanz. Die
Admittanz Y entspricht algebraisch dem Kehrwert der Impedanz Z und vice versa:

Y = o Z= (8.41)

IN]~
<=

Die Umformung von Impedanz zu Admittanz und umgekehrt ist jeweils ein Spezialfall der M6bius-
Transformation.

Fiir die Beziehung zwischen Admittanz- und Impedanzortskurven gelten daher folgende allgemeinen
Eigenschaften von Mobius-Transformation: [behrends]
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o Winkeltreue: /(Z1,%) = Z(Y1,Y2) mitY, =Z;" i€ [1,2]

e Kreisverwandschaft: Kreise und Geraden werden auf Kreise und Geraden abgebildet

Die Kehrwertbildung entspricht im speziellen der Inversion, einem Elementartyp der Mobius-Transformation.
Eine Inversion von Ortskurven fithrt zu den in Tabelle 8.5 aufgelisteten geometrischen Umformungen

von Kreisen und Geraden. Abbildung 8.29 zeigt exemplarisch die Inversion eines Gitters durch den
Ursprung.

Tabelle 8.5: Typische Formen bei Inversion von Ortskurven

urspriingliche Ortskurve invertierte Ortskurve
Gerade durch den Ursprung | Gerade durch den Ursprung
Gerade nicht durch den Ursprung | Kreis durch den Ursprung
Kreis durch den Ursprung | Gerade nicht durch den Ursprung
Kreis nicht durch den Ursprung | Kreis nicht durch den Ursprung

$ .

: j \

: L !

1 O y

i 1 Invers. “\ 1

Abbildung 8.29: Beispiel Mobius-Transformation, Inversion von Gitter!

8.4.5 Ortskurven von Grundschaltungen

Tabelle 8.6 zeigt eine Ubersicht der Impedanz- und Admittanzortskurven fiir die vier Grundschal-
tungen RL- und RC-Glied jeweils in Serien- und Parallelschaltung.

Ortskurven schwingungsfahiger LC- und RLC-Glieder unterscheiden sich von den hier dargestellen
Ortskurven dadurch, dass der Blindanteil der Impedanz bzw. Admittanz je nach Frequenzbereich
sowohl induktiv als auch kapazitiv sein kann, je nachdem welcher Anteil iiberwiegt.

1 Angelehnt an MoebiusInversion.svg von Chrislb, CC-BY-SA-2.0-DE, 2005, https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:MoebiusInversion.svg


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:MoebiusInversion.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:MoebiusInversion.svg
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Tabelle 8.6: Ortskurven der Grundschaltungen RL- und RC-Glied

Grundschaltung Z-Ortskurve Y-Ortskurve

&, >5R e

]X u Re
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Re

jIm jIm
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C R
R Re
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A

Re
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8.5 Resonanzkreise

Resonanzkreise, auch Schwingkreise genannt, sind schwingungsfihige Stromkreise, die auf Anregung
mit einer bestimmten Frequenz stark reagieren (Resonanzfall). Unterschieden werden die zwei Typen
des Parallel-Resonanzkreises und Serien-Resonanzkreises.

Schwingungsfihig ist ein System, wenn es Energie in zwei Formen speichern und zwischen beiden
Formen hin und her wandeln kann. Resonanzkreise verfiigen daher immer iiber eine Kapazitéit (elek-
trischer Speicher) und eine Induktivitéit (magnetischer Speicher).

Anwendung finden Resonanzkreise unter anderem im Bereich der Energie-, Mess- und Kommuni-
kationstechnik. Dort werden sie zum Beispiel zur Filterung von Netzriickwirkungen oder Signalen
eingesetzt.

Resonanzkreise konnen unter Umsténden zu unerwiinschten Effekten wie extreme Uber- oder Unter-
spannungen fithren.

Lernziele: Resonanzkreise

Studierende lernen:
e Resonanzkreise zu erkennen und zu berechnen
e Resonanzfrequenz, Kennwiderstand und Giite zu bestimmen

e Resonanzkurven zu berechnen, zu beschreiben und zu zeichnen

8.5.1 Resonanzerscheinung

Eine Resonanz tritt auf, wenn schwingungsfihige Systeme mit einer Frequenz nahe ihrer Resonanz-
frequenz angeregt werden.

In diesem Abschnitt werden zunéchst der Zustand einer freien Schwingung und der einer erzwunge-
ner Schwingung beschrieben. In Unterkapitel 8.5.2 wird die Bedingung fiir Resonanz mathematisch
festgelegt und im Folgekapitel in Beispiel 8.5 fiir einen Serien- und Parallel-Schwingkreis berechnet.

Abbildung 8.30 zeigt exemplarisch das Schaltbild eines RLC-Serienschwingkreises. Die Reihenschal-
tung aus R, L und C ist iiber den gezeigten Schalter kurzschlieBbar. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 schliefit
der Schalter, dabei betrigt die Spannung der Kapazitit den Wert Uy > 0 (Kapazitéit geladen) und
es flieBt kein Strom I = 0 (Induktivitét entladen).
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(a) Schaltbild (b) Freie Schwingung

Abbildung 8.30: RLC-Serienschwingkreis, frei schwingend

Abbildung 8.30b zeigt den Zeitverlauf der Kapazitétsspannung v und des Stromes ¢ durch den RLC-
Serienschwingkreis ab t = 0. Der Resonanzkreis befindet sich im Zustand freier Schwingung. Das heif3t
Stréome und Spannungen oszillieren ohne #uflere Anregung mit der Eigenfrequenz f; (geddmpft)
des Resonanzkreises.

Die Amplituden klingen aufgrund der Ddmpfung (R > 0) ab. Sie lassen sich jeweils durch eine
Exponentialkurve beschreiben, welche den jeweiligen Zeitverlauf einhiillt (gestrichelte Kurve). Fiir
genauere Berechnungen von Ausgleichsvorgidngen, siche Modul 12: Schaltvorgénge.

Die Energie E pendelt zwischen der elektrischen Form im E-Feld der Kapazitiit (Ee ~ u?) und der
magnetischen Form im H-Feld der Induktivitit (Emag ~ i?). Anhand der Minima beziehungsweise
Maxima und der Nullstellen beider Zeitverlaufe ist erkennbar, wie die Energie in jeder Periode zwei
mal hin- und zuriick gewandelt wird.

Aufgrund der reellen (Verlust-)Leistung im ohmschen Widerstand (R > 0), wird bei jeder Energieum-
wandlung ein Teil der Energie in Form von Warme im Widerstand umgesetzt. Der Widerstand dampft
den Schwingkreis und fithrt zum Abklingen von Strom und Spannung in Zustand freier Schwingung.

Die Eigenkreisfrequenz wy = 27 fy ist unabhéingig von der Amplitude. Bei ungeddmpften Systemen
entspricht sie exakt der Resonanzkreisfrequenz wq. Bei leicht geddmpften Systemen ist wy ge-
ringfiigig kleiner als wq. Stark geddmpfte Systeme schwingen nicht, sondern klingen aperiodisch ab.

Abbildung 8.31a zeigt zum Vergleich einen RLC-Serienschwingkreis mit Anregung durch eine ideale
Spannungsquelle u,. an einer Kapazitéit (erzwungene Schwingung). Abbildung 8.31b zeigt den einge-
schwungenen Zeitverlauf von Strom und Spannung der Kapazitit bei sinusférmiger Anregung.
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(a) Schaltbild (b) Erzwungene Schwingung

Abbildung 8.31: RLC-Serienschwingkreis, erzwungene Schwingung

Strom und Spannung schwingen im eingeschwungenen Zustand mit der Frequenz der Spannungsquel-
le, welche in diesem Fall auch Erregerfrequenz genannt wird.

Entspricht die Erregerfrequenz der Resonanzfrequenz, tritt der Resonanzfall ein. Dies kann durch
Variation der Erregerfrequenz oder der Bauteilgrofien L oder C' geschehen.

8.5.2 Definition Resonanzbedingung, -frequenz, Giite, Kennwiderstand

Fiir Resonanzkreise gilt im Resonanzfall, dass der Imaginérteil der Impedanz gleich null wird. Re-
spektive gilt, dass der Imaginérteil der Admittanz gleich null wird sowie Strom und Spannung an
den Ausgangsklemmen in Phase liegen.

Als Resonanzbedingung gilt an den Ausgangsklemmen des Resonanzkreises:

!
w0 — @io = 0 Phasenverschiebung gleich null
Pu0 — Pio &8 (8.42)

« Im{Z,} 20 Reaktanz gleich null

Frequenzvariable Groflen sind im Resonanzfall im Folgenden mit Index 0 gekennzeichnet:

Za Qa l7 Puy Pi = ZOa QO7 l[)a Pu0, Pi0 fir w= wo

Die Resonanzfrequenz fy ist die Frequenz, bei der eine Anregung den Resonanzfall erzeugt be-
ziehungsweise die Resonanzbedingung erfiillt. Teilweise wird die Resonanzkreisfrequenz wg auch
unpréziserweise als Resonanzfrequenz bezeichnet. Allgemein gilt wy = 27 fy.

Bei einfachen RLC-Schwingkreisen hebt sich im Resonanzfall die Reaktanz X, der Induktivitdt und
X der Kapazitdt gegenseitig auf. Betragsméfig sind diese gleich grofl, weshalb deren Betrag im
Resonanzfall auch als Kennwiderstand X bezeichnet wird. Analog dazu ist der Kennleitwert
By, definiert als der Betrag des Leitwertes der Induktivitit und der Kapazitit im Resonanzfall:

X = [Xr,0l = [Xcpol (8.43)
1

By, = |Bro| = [Bco| = X, (8.44)

Kennwiderstand und -leitwert haben die gleichen Einheiten wie Impedanz [©2] und Admittanz [S].
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Die Giite @, auch Giitefaktor oder Resonanzschérfe genannt, ist eine einheitenlose Grofle. Sie ist
allgemein definiert als das Verhéltnis des Blindleistungsbetrages der Induktivitiat oder der Kapazitét
zur (Wirk-)Leistung des Schwingkreises im Resonanzfall:

0= QLo _ [Qcol allgemein (8.45)

Pro Pro
Die Giite ist manchmal auch im Speziellen fiir Reihen- oder fiir Parallelschwingkreise definiert.

Bei RLC-Reihenschwingkreisen entspricht die Giite dem Verhéltnis von Kennwiderstand Xy, zu ohm-
schem Widerstand R, bei RLC-Parallelschwingkreisen entspricht die Giite dem Verhé&ltnis von Kenn-
leitwert By zu ohmschem Leitwert G-

X

= fk im Reihenschwingkreis (8.46)
Yy : . .

=G im Parallelschwingkreis (8.47)

Damit beschreibt die Giite auch das Verhiltnis moglicher Uberspannungen zu Quellenspannungen
fiir Reihenschwingkreise bei Spannungsresonanz beziehungsweise das Verhéltnis von Uberstréomen zu
Quellenstrémen fiir Parallelschwingkreise bei Stromresonanz:

U U
Q= % - % bei Spannungsresonanz (8.48)
q q
I 1
Q= % = % bei Stromresonanz (8.49)
q q

8.5.3 Resonanzfrequenz am Beispiel idealer LC-Schwingkreise

In Beispiel 8.5 wird exemplarisch die Resonanzkreisfrequenz fiir ideale LC-Serien- und LC-Parallel-
Schwingkreise bestimmt.

Anhand der Beispiele wird rechnerisch verdeutlicht, weshalb in Reihenschwingkreisen eine Resonanz
durch Spannungen und in Parallelschwingkreisen durch Strome hervorgerufen wird. Zur Unterschei-
dung wird deshalb auch von einer spannungsbezogenen und einer strombezogenen Resonanz
gesprochen.

Beispiel 8.5: Resonanz in LC-Schwingkreisen

Berechnung der Resonanzfrequenz wy fiir LC-Serien- und LC-Parallelschwingkreise.
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lL JwL
1 -
| JwL ‘]T)|C I
o—;—- | | o o—pr—o 1 —o
T =
U TC jwC

v

(94 I
U > 4’—{}7
U

LC-Serienschwingkreis LC-Parallelschwingkreis

Bei Anregung mit Spannung U':

1
=I5l + —
U=1 <Jw +ij)

Bei Anregung mit Strom I:

. 1
I=U- <ch+ij>

. 1
ZIJ(“L—wc)

=0 Resonanz

=1 — o fir U = konst.

Spannungsbezogene Resonanz
im Serienschwingkreis

Wo

=U~j<wC—1 )
wL
————

=0 Resonanz

1
C—— =0
wo wOL

= U — oo fir I=konst.

Strombezogene Resonanz
im Parallelschwingkreis

1

VLC

Die Resonanzfrequenz ist fiir beide Schwingkreise gleich.

Im Resonanzfall heben sich im idealen Reihenschwingkreis die Spannungen iiber L und C' gegen-
seitig auf. Daher konnen theoretisch beliebig hohe Spannungen iiber L und C entstehen. In realen
Schhaltungen wird die Spannung jedoch durch den ohmschen Widerstand R begrenzt. [Vgl. RLC-
Schwingkreis in Kapitel 8.5.4]

Analog gilt das gleiche im Resonanzfall fiir die Strome durch L und C im Parallelschwingkreis.

Die Resonanzfrequenz einfacher RLC-Schwingkreise ist identisch mit der idealer LC-Schwingkreise,
da der Widerstand R sich nicht auf den Blindanteil der Impedanz auswirkt, mit R, L und C' alle in
Reihe oder alle parallel.

8.5.4 RLC-Reihenschwingkreis - Resonanzverhalten

In diesem Unterkapitel wird exemplarisch das Resonanzverhalten eines RLC-Serienschwingkreis un-
tersucht. Der Schwingkreis ist in Abbildung 8.33 gezeigt und entspricht dem idealen LC-Serienschwingkreis
aus Beispiel 8.5 mit einem zusétzlichen ohmschen Widerstand R in Reihe.
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v

Abbildung 8.33: Schaltbild RLC-Serienschwingkreis

Die Impedanz Z des RLC-Serienschwingkreis aus Abbildung 8.33 ist gegeben durch:

1
Q:l' (R“FJWL—ij) (8.50)

Z=R+] (wL - wl) (8.51)

Im Resonanzfall verschwindet nach Gleichung 8.42 der Imaginérteil der Impedanz. Foglich heben sich
bei dieser Anordnung die Reaktanzen von Induktivitéit und Kapazitéit auf. Durch einsetzen von Z in
die Resonanzbedingung ldsst sich die Resonanzfrequenz wg bestimmen:

. . (8.52)
wol— —— =0 = W)= —F—

woC VILC

Da die Reaktanz der Induktivitéit positiv und proportional zur Frequenz ist (X; ~ w), und da
die Reaktanz der Kapazitit negativ und proportional zum Kehrwert der Frequenz ist (—X¢g ~ %),
iiberwiegt fiir Frequenzen oberhalb der Resonanzfrequenz der induktive Anteil und fiir Frequenzen
unterhalb der kapazitive Anteil.

Daraus ergibt sich die folgende Fallunterscheidung fiir den RLC-Serienschwingkreis:

wL — i <0 w < wo ohmsch-kapazitiv
Im{Z} =qwL—--%=0 w = wo rein ohmsch (8.53)
wL — % >0 w > wo ohmsch-induktiv

Die Fallunterscheidung wird in Abbildung 8.34 anhand eines Zeigerdiagramms und in Abbildung 8.35
anhand einer Impedanzkurve verdeutlicht.

Exkurs: Freie Schwingung als Grenzfall der Resonanz

Die Bezeichnung Resonanz, von lateinisch resonare (widerhallen), bezieht sich, der Wortbedeutung
entsprechend, immer auf Systemzustéinde bei externer Anregung.

Wie in Abbildung 8.30 gezeigt schwingt ein geladener RLC-Serienschwingkreis bei Kurzschluss der
dufleren Anschlussklemmen im Zustand freier Schwingung mit dessen Eigenfrequenz.

Der Kurzschluss kann als ideale Spannungsquelle (Innenwiderstand R; = 0) mit Spannung U = 0
betrachtet werden. Die Eigenfrequenz (mit Dampfung) ergibt sich aus der Losung der homogenen
Differentialgleichung des Schwingkreises. Mehr dazu in Modul 12: Schaltvorgénge.
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Knoten- und Maschengleichungen:

u(t):uR—l—uL—i—uCéO

i(t) =ip =iL =ic

DGL:
()—ZR+L —|—C/zdt—0
d?i 1
a§+Ra+6 =0
Ansatz:
ds d?;
t k,)\t 7]{:)\)\15 77‘]{:)\2 At
it) = ke at ar?
Einsetzen:
d2i di
dt2 + Rd + 5 =0
k (L)\2 + R\ + >e]’\t 0
C
—_— ——
=0
Auflésen:

R . [1 R\?
AW—‘uiJLc‘QJ

Wie in Modul 12 néher erldutert wird, ergibt sich fiir den Fall, dass % > (%)2 (geringe Diampfung)
eine komplexe Losung. Nur in diesem Fall kann der Resonanzkreis frei schwingen mit, wobei der
Realteil der Losung die Abklingkonstante und der Imaginérteil (Wurzelterm) die Eigenkreisfrequenz

wq definieren:
_ )L (RY
“i=\zc \ar

8.5.4.1 Fallunterscheidung im Zeigerdiagramm

Abbildung 8.34 zeigt fiir alle drei Félle exemplarisch ein Zeigerdiagramm. Gezeigt sind die entstehen-
den Spannungen iiber R, L und C, sowie die Gesamtspannung U bei einer Anregung mit konstantem

Strom I. Die mafistabsgetreuen Léngenverhiltnisse g—é entsprechen: %, %, %
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Im, Im, Im, U
XLl < [Xcl —r

=
2y
I~
1<
S
~
\S‘
y
y
I~

" Re U= QR Reg QR' Re
u
Ur
U, XL| = [Xc] XL| > [Xcl
(a) Fall 1: w < wo (b) Fall 2: w = wo (c) Fall 3: w > wo
ohmsch-kapazitiv rein ohmsc ohmsch-induktiv
hmsch-kapaziti in ohmsch hmsch-indukti

Abbildung 8.34: Zeigerdiagramm RLC-Serienschwingkreis

Da es sich um einen passiven Schwingkreis handelt (Verbraucherpfeilsystem), ist die Wirkleistung P
des Schwingkreis immer positiv mit P = Re{U - I}.

Bei reell eingepragtem Strom [ ist der Realanteil der Gesamtspannung U daher immer positiv. Der
Zeiger der Gesamtspannung U deutet also entweder in den ersten Quadranten (ohmsch-induktiv), in
den vierten Quadranten (ohmsch-kapazitiv) oder auf die reale Achse (rein ohmsch).

8.5.4.2 Fallunterscheidung in Impedanzkurve

Fiir den Reihenschwingkreis aus Abbildung 8.33 ergibt sich die Impedanz zu:

Z=R+j(Xr+Xc)

Creifo L) e50

Die kapazitive Reaktanz (hyperbolisch) iiberwiegt fiir Frequenzen unterhalb der Resonanzfrequenz,
die induktive Reaktanz (linear) iiberwiegt fiir Frequenzen oberhalb der Resonanzfrequenz wie in
Gleichung 8.53 gezeigt ist.

Abbildung 8.35 zeigt die Impedanzkurve eines RLC-Serienschwingkreises in Abhéngigkeit der Fre-
quenz bezogen auf die Resonanzfrequenz f/f, dquivivalent «/w,. Gezeigt sind die Betriige der Impedanz
|Z], der Reaktanz |X|, der Reaktanz der Induktivitidt | X |, der Reaktanz der Kapazitit |X¢| und
des ohmschen Widerstandes R.
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Abbildung 8.35: Impedanzkurve RLC-Serienschwingkreis
mit R =10, L =10 mH, C =10 uF

Wie in der Impedanzkurve zu erkennen ist, ist die Impedanz im Resonanzfall rein ohmsch und
entspricht dem ohmschen Widerstand R:
Zy=R (8.55)

Die Reaktanz der Induktivitédt X, (positiv) und die Reaktanz der Kapazitdt X (negativ) heben sich

im Resonanzfall auf (Schnittpunkt der Kurven). Die Betriige beider Reaktanzen sind im Resonanzfall
gleich und entsprechen dem Kennwiderstand Xj:

L
e Relm e me (5.56)

1
=w)l =—
0 WQC
Zu erkennen ist noch, dass der Betrag der Impedanz sich fiir sehr niedrige Frequenzen w << wg dem
kapazitiven Verlauf anndhert mit lim,_,o|Z| = |X¢| und fiir sehr hohe Frequenzen w >> wy dem
induktiven Verlauf ann&hert mit lim,,_, |Z| = | XL|.

8.5.4.3 Resonanzkurve und Giitefaktor eines RLC-Reihenschwingkreises

Die Impedanz eines RLC-Serienschwingkreises ldsst wie in Gleichung 8.51 {iber die Bauteilgréfien R,
L und C in Abhéngigkeit der Frequenz w ausdriicken:

1
Z=R+jlwlL—-— 8.57
z=r+i(w- ) (8.57)
Mithilfe der Resonanzkreisfrequenz aus Gleichung 8.52 kann die Kreisfrequenz auf diese normiert
werden. Hierfiir werden die w der Reaktanz-Terme mit wg erweitert (w = w®). Dadurch lassen sich
die Reaktanzen X und X mithilfe des Kennwiderstandes X aus Gl. 8.56 ausdriicken:
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=R+] (XL,Ow + Xc,ow> (8.58)
wo wWo
wo w
Dabei gilt:
L LC
Xp = +X, 2 =4y/=- 2 =wL (linear) (8.59)
0 C 1

Xr= X, 20 = /= = h; bolisch .
c K ”C ™ire e (hyperbolisch) (8.60)
X, =/ & it ! (konstant) (8.61)

=1/= mit wy = —= onstan .

k c 0 To

Wie in Gleichung 8.46 konstatiert, ist die Giite () eines Reihenschwingkreises das Verhéltnis dessen
Kennwiderstandes X zum dessen ohmschen Widerstand R. Dadurch ldsst sich die Impedanz des
Schwingkreises normiert auf dessen Kennwiderstand Xj, mithilfe der Giite @) ausdriicken:

_ Xk
"R

Z o 1 . w wWo .
X0 j < - ) mit @ (8.62)

wo w

w

Der Term = — %¢ wird auch als relative Verstimmung v, bezeichnet.[hagmann]|

Abbildung 8.36 zeigt exemplarisch mehrere Resonanzkurven eines RLC-Serienschwingkreises fiir un-
terschiedliche Giitefaktoren @ zum Vergleich. Die y-Achse zeigt den Impedanzbetrag normiert auf
den Kennwiderstand X}, und die x-Achse zeigt die Frequenz normiert auf die Resonanzfrequenz wy.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

w/wo

Abbildung 8.36: Resonanzkurve der Impedanz, RLC-Serienschwingkreis, Vergleich Giiten
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Im Bereich der Resonanzfrequenz zeigt sich der deutlichste Unterschied der einzelnen Impedanzkurven
fiir unterschiedliche Giitefaktoren. Wie in Gleichung 8.55 gezeigt ist, gilt im Resonanzfall: Zy = R.

Eine hohe Giite bedeutet, dass der Schwingkreis bei Resonanzfrequenz eine sehr geringe Impedanz
bezogen auf den Kennwiderstand X} aufweist. Der Giitefaktor ist daher auch Maf fiir die Schwin-
gungsfihigkeit des Schwingkreises beziehungsweise umgekehrt fiir die Dampfung.

o X _VE

= =% (8.63)

Dabei gilt fiir den Serienschwingkreis:

Fiir Frequenzen weit unterhalb der Grenzfrequenz w << wy und weit oberhalb w >> wy dominieren
die Blindanteile der Impedanz wie in Kapitel 8.5.4 gezeigt ist. Daher ist der Einfluss der Giite auf
die Impedanz bei diesen Frequenzen gering (Annéherung der Kurven).

90 ‘ i
: I —
45 - — Q=2 =
S 0 Q=3 [
—45 / — Q=4 ||
= 1000

—90 w | \ | @ ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

w/wo

Abbildung 8.37: Resonanzkurve der Phase, RLC-Serienschwingkreis, Vergleich Giiten

Abbildung 8.37 zeigt die Phasenkurve des Schwingkreises fiir unterschiedliche Giiten mit ¢ = oy —¢7;.
Fiir Frequenzen deutlich unterhalb der Resonanzfrequenz w << wy ist die Phasenverschiebung ¢
nahezu —90° (rein kapazitiv). Fiir Frequenzen deutlich oberhalb der Resonanzfrequenz w >> wy ist
die Phasenverschiebung ¢ nahezu +90° (rein induktiv).

Je hoher die Giite (Resonanzschirfe), desto steiler ist der Ubergang im Bereich der Resonanzfrequenz
von kapazitiv zu induktiv.

8.5.4.4 Spannungsresonanz am Beispiel eines RLC-Reihenschwingkreises

Bei Anregung eines Serienschwingkreises mit einer konstanten Spannungsquelle U, kann es zu einer
Spannungsresonanz kommen, die sich durch Uberspannungen an L und C' auszeichnet.

Untersucht sei der RLC-Serienschwingkreis aus Abbildung 8.33 mit der Impedanz Z aus Gleichung
8.51. Die Spannung U iiber den Schwingkreis entspricht der konstanten Quellenspannung U, an
dessen Auflenklemmen wie in Abbildung 8.38 gezeigt.

1
I R jwL wC
q p
Ur Ur Ue
v-u, _/

Abbildung 8.38: Schaltbild RLC-Serienschwingkreis mit konstanter Spannungsquelle
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Mit der Knoten- und Maschengleichung:

Q:
l:

und der Bauteil-Impedanzen folgen die komplexen Spannungsteiler:

Up I R
U I R+j(wl-L)
up L jwL
U I R+jwl-L)
Uo I e;
U I R+jwL--5)

Nach Kiirzen der Strome bleiben die frequenzvariablen Impedanzterme. Die einzelnen Spannungen
ergeben sich durch deren Multiplikation mit der Spannung U.

Um die frequenzabhingigen Spannungen zu normieren, lassen sich die Reaktanzen wie in Gleichung
8.56 mithilfe des Kennwiderstandes X und der Resonanzkreisfrequenz wy aus Gleichung 8.52 aus-
driicken. Mit der so normierten Impedanz aus Gleichung 8.58 ergibt sich fiir die Spannungsteiler die
Terme:

Ur _ R

U r+j(z-2)x
u, X

u R+j<§o—%)Xk
Uc _ —IXe D

U

R+j(% - =) X,

Abbildung 8.39 zeigt die Betréige der Spannungen Ug, U, Us des RLC-Serienschwingkreises in
Abhangigkeit der Kreisfrequenz normiert auf die Resonanzkreisfrequenz. Die Normierung auf wq
ermoglicht zum Beispiel den Vergleich der Giite von Reihenschwingkreisen mit unterschiedlichen
Resonanzfrequenzen.
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Abbildung 8.39: Resonanzkurve der Spannung am RLC-Serienschwingkreis
U, =10V, Q =3,162

Wie in der Abbildung zu erkennen ist, ergibt sich im Bereich der Resonanzfrequenz w = wy eine
deutlich hohere Spannung iiber L und C' im Vergleich zum ohmschen Widerstand R.

Das Maf} der Spannungsiiberh6hung bei der Resonanzkreisfrequenz wird durch die Giite ausgedriickt.
Wie in Gleichung 8.48 definiert ist, entspricht sie dem Verhéltnis von Uberspannung der Schein-
widerstdnde (X1, X¢) UL, Uc,o zu Spannung des Wirkwiderstandes (R) Ugr, im Resonanzfall
(omega = wp).

Q- Uro _ Uco _ Xk

U U R

(8.64)

Wie in der Graphik zu erkennen ist, sind die Spannungsbetriige |Ur| und |Ug| nicht exakt bei der
Resonanzfrequenz maximal!

Exkurs: Herleitung der Giite iiber die Blindleistung

Allgemein gilt fiir die Scheinleistung eines Bauteiles:

S=29-e¥ (8.65)
=U-Icosp+jU-Ising (8.66)
=P-jQ (8.67)

Induktivitdt und Kapazitdt konnen als Scheinwiderstinde lediglich Blindleistung aufnehmen und
abgeben. Mit ¢ = +90° und pc = —90° folgt fiir den Resonanzfall fiir die Blindleistung beider
Bauteile:

QL :ULIL -sin(—i-g) :+UL -IL
o (8.68)
QC ZUcfc-Sin(—g) = —UL ~IL

Bei Anregung mit einer konstanten Spannungsquelle U, flieit im Reihenschwingkreis der gleiche
Strom I durch alle Bauteile.
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Mit der allgemeinen Definition der Giite iiber die Blindleistung in Gleichung 8.45 der Induktivitét
Q@ respektive der Kapazitit Q¢ und der Wirkleistung P des Schwingkreises im Resonanzfall folgt
fiir den Reihenschwingkreis:

_ Q10 _ Urolr _ Urol _ ULo
Py Urolr  Ugol U
_ |Qco _Ucolo _Ucol _ Ucp
P Urolr  Ugrol U

Q
(8.69)

Die Giite entspricht deshalb wie in Gleichung 8.69 gezeigt und in Gleichung 8.48 konstatiert, dem
Verhiltnis der Uberspannung der Scheinwiderstidnde (L, C) gegeniiber der Spannung des Wirkwider-
standes (R) im Resonanzfall.

Uber die Spannungsteiler-Regel lisst sich die Giite durch einsetzen der Reaktanzen fiir den Reso-
nanzfall auch als Verhéltnis von Kennwiderstand zu Wirkwiderstand ausdriicken wie in Gleichung
8.46 konstatiert. Mit X aus Gl. 8.56 und Z aus GI. 8.51 gilt:

Uro _ 1 i XL 0l
U I ‘R+j(XL’0+Xcto)|
_ | X0 (8.70)
|R+j(Xp0+ Xco)| ’
Zo
| Xpol Xy
= ® & ¢

8.5.4.5 Stromkurve des RLC-Reihenschwingkreises

Bei Anregung mit konstanter Spannung U, ergibt sich fiir den RLC-Serienschwingkreis aus Abbildung
8.38 ein frequenzabhingiger Stromverlauf. Dieser ist betragsméfBig in Abbildung 8.40 fiir verschiedene
Giitefaktoren ) dargestellt.

4 T
— O-1
Q=2
Q=3
| — Q=4 |
Q = 1000
=
— 2 |
~
1
— 7\ | ‘
OO 0.5 - i 2

w/wo

Abbildung 8.40: Stromkurve des RLC-Serienschwingkreises bei konstanter Spannung
X,=3160,U,=10V, Q = var.
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Der Strombetrag wird maximal bei Resonanzfrequenz wie der Graphik zu entnehmen ist. Wie in
Abbildung 8.35 gezeigt ist, ist die Impedanz im Resonanzfall minimal und entspricht dem ohmschen
Widerstand R.

Allgemein gilt fiir den Strom I der folgende Zusammenhang mit der Impedanz Z aus Gleichung 8.58
und Resonanzfrequenz wy aus Gleichung 8.52:

U
=z
_ U,
C R+j(wl—Zg) (8.71)
_ U,
R+j(2 - =) X,

Der Maximalstrom I ergibt sich fiir eine reelle Quellenspannung U, = U, aus dem Teiler der Quel-
lenspannung durch den Widerstand R:

Uy

Iy=— mit Zy=R (8.72)

Das heifit sowohl der Gesamtstrom I als auch dessen Wirkanteil Re{I} werden durch den Widerstand
R begrenzt.

Fiir den Strom I bezogen auf den Maximalstrom Iy gilt mit der Giite aus Gleichung 8.69:

- 1 (8.73)
RECEE

N[
IN] 5

S|~
S

8.5.4.6 Spannungskurve des RLC-Reihenschwingkreis

Wird ein RLC-Serienschwingkreis mit einem konstanten Strom I, wie in Abbildung 8.41 angeregt,
ergeben sich Bauteilspannungen.

Abbildung 8.41: Schaltbild RLC-Serienschwingkreis mit konstanter Stromquelle

Die Bauteilspannungen sind dabei direkt proportional zu den jeweiligen Impedanzen. Fiir die Ge-
samtspannung gilt:

U=1,2

Die Spannungskurve entspricht daher exakt dem Verlauf der Impedanzkurve in Abbildung 8.36.
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8.5.5 RLC-Parallelschwingkreis - Resonanzverhalten

In diesem Unterkapitel wird das Resonanzverhalten eines RLC-Parallelschwingkreis untersucht. Der
Schwingkreis ist in Abbildung 8.42 gezeigt und entspricht dem idealen LC-Parallelschwingkreis aus
Beispiel 8.5 mit einem zusétzlichen parallelen ohmschen Widerstand R.

Die Untersuchung erfolgt analog zu jener fiir den RLC-Serienschwingkreis in Kapitel 8.5.4. Im Paral-
lelschwingkreis wird dabei vornehmlich die Admittanz Y betrachtet. Dadurch ergeben sich dhnliche
Fallunterscheidungen und Rechenwege wie im Serienschwingkreis, wobei die Rollen von Strom und
Spannung, von Induktivitdt und Kapazitit, sowie von Widerstand und Leitwert vertauscht sind:

I
X:Z”:GHB:E (8.74)
&
R wL ——jwC | U
Abbildung 8.42: Schaltbild RLC-Parallelschwingkreis
Die Admittanz Y des RLC-Parallelschwingkreis aus Abbildung 8.42 ist gegeben durch:
I=U-(G+jBc+jBL) (8.75)
1
Y = j - — .
Y G+J(wC wL) (8.76)

Im Resonanzfall verschwindet nach Gleichung 8.42 der Imaginérteil der Impedanz respektive Admit-
tanz. Folglich heben sich bei dieser Anordnung die Suszeptanzen von Induktivitdt By, und Kapazitét
B¢ auf. Durch einsetzen von Y in die Resonanzbedingung lésst sich die Resonanzfrequenz wgy be-
stimmen:

1 |
Im{Y} = <wC - ) =
wL
L7 X (8.77)
woC — — = wo = ———
O T woL °~ VIC

Da die Suszeptanz der Kapazitiit positiv und proportional zur Frequenz ist (Bo = wC ~ w), und da
die Suszeptanz der Induktivitéit negativ und proportional zum Kehrwert der Frequenz ist (—Byp, ~ %),
iiberwiegt fiir Frequenzen unterhalb der Resonanzfrequenz der induktive Anteil und fiir Frequenzen
oberhalb der kapazitive Anteil.

Daraus ergibt sich die folgende Fallunterscheidung fiir den RLC-Serienschwingkreis:

wC — ﬁ <0 w < wop ohmsch-induktiv
Im{Y} =¢wC — - =0 W= wp rein ohmsch (8.78)
wC — w% >0 w > wy ohmsch-kapazitiv
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Die Fallunterscheidung wird in Abbildung 8.43 anhand eines Zeigerdiagramms und in Abbildung 8.44
anhand einer Admittanzkurve verdeutlicht.

8.5.5.1 Fallunterscheidung im Zeigerdiagramm

Abbildung 8.43 zeigt fiir alle drei Félle exemplarisch ein Zeigerdiagramm.

Gezeigt sind die entstehenden Stréome durch R, L und C, sowie der Gesamtstrom I bei Anregung

mit konstanter Spannung U. Die maflstabsgetreuen Léngenverhéltnisse % entsprechen: 1 V22

1 29 \ﬁa 1°
Im Im Im, I
[Bi| < [Bc] o
I Ie
Lo z
Irp U u U
" Re I = fR R In " Rg
I
I
Iy [Br| = [Bc| IBL| > [Bc|
(a) Fall 1: w < wo (b) Fall 2: w = wo (c) Fall 3: w > wo
(ohmsch-induktiv) (rein ohmsch) (ohmsch-kapazitiv)

Abbildung 8.43: Zeigerdiagramm RLC-Parallelschwingkreis

Da es sich um einen passiven Schwingkreis handelt (Verbraucherzihlpfeilsystem), ist die Wirkleistung
P des Schwingkreises immer positiv mit P = Re{U - I}.

Bei angelegter Spannung U (mit Phasenwinkel 0 eingezeichnet) ist der Realanteil des Gesamtstrom [
immer positiv. Der Zeiger des Gesamtstrom I deutet also entweder in den ersten Quadranten (ohmsch-
induktiv), auf die reale Achse (rein ohmsch) oder in den vierten Quadranten (ohmsch-kapazitiv).

8.5.5.2 Fallunterscheidung in Admittanzkurve

Fiir den Parallelschwingkreis aus Abbildung 8.42 ergibt sich die Admittanz wie in Gleichung 8.76 zu:

Y=G+j(Bc+ Byp)
8.79
:G+j<wC—1) (8.79)
w

Die induktive Suszeptanz (hyperbolisch) iiberwiegt fiir Frequenzen unterhalb der Resonanzfrequenz,
die kapazitive Suszeptanz (linear) iiberwiegt fiir Frequenzen oberhalb der Resonanzfrequenz wie in
Gleichung 8.78 gezeigt ist.

Abbildung 8.44 zeigt die Admittanzkurve eines RLC-Parallelschwingkreises in Abhéngigkeit der Fre-
quenz bezogen auf die Resonanzfrequenz f/f, fiquivalent «/w,. Gezeigt sind die Betrige der Admittanz
|Y|, der Suszeptanz |B|, der Suszeptanz der Kapazitit |Bc/|, der Suszeptanz der Induktivitét |By|
und der ohmsche Leitwert G.
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Abbildung 8.44: Admittanzkurve RLC-Parallelschwingkreis
mit R =10 Q, L =10 mH, C =10 uF

Wie in der Admittanzkurve zu erkennen ist, ist die Admittanz im Resonanzfall rein ohmsch und
entspricht exakt dem ohmschen Leitwert G:

Y,=G (8.80)

Die Suszeptanzen der Kapazitit Bco (positiv) und der Induktivitdt Br (negativ) heben sich im
Resonanzfall auf (Schnittpunkt der Kurven). Die Betrége beider Suszeptanzen sind im Resonanzfall
gleich und entsprechen dem Kennleitwert By:

[c
B =Bl =1Brol =y (8.81)

1
= C = —
wo WOL

Zu erkennen ist noch, dass der Betrag der Admittanz sich fiir sehr niedrige Frequenzen w << wy
dem induktiven Verlauf annéhert mit lim,,_,o |Y| = | Br| und fiir sehr hohe Frequenzen w >> wy dem
kapazitiven Verlauf annéhert mit lim,,_,o |Y| = |Bc|.

8.5.5.3 Resonanzkurve und Giitefaktor eines RLC-Parallelschwingkreis

Die Admittanz eines RLC-Parallelschwingkreis lisst wie in Gleichung 8.76 iiber die Bauteilgrofien R,
L und C in Abhéngigkeit der Frequenz w ausdriicken mit:

—— . 1
YG+JB+J(wC’wL) (8.82)

Mithilfe der Resonanzkreisfrequenz aus Gleichsung 8.77 kann die Kreisfrequenz auf diese normiert

werden. Die Berechnung erfolgt analog zur Frequenznormierung bei der Impedanz des RL.C-Serienschwingkreises
in Gleichung 8.58. Die Suszeptanzen B¢ und By werden dafiir mithilfe des Kennleitwertes By aus

Gl. 8.81 und dem Frequenzverhiltnis von w zu wy beschrieben. Fiir die Admittanz folgt:
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=G +] (Bc,o“’ - BL,O“’) (8.83)
wWo wo
wo w
Dabei gilt:
Be = —l—B;ci =wC (linear) (8.84)
wo
By = —B. 22 L (hyperbolisch) (8.85)
L= K =1 yperbolisc .
Br=4/< it ! (konstant) (8.86)
. = - mi wy) = —F/—— nstan .
k L 0 ,TC

Wie in Gleichung 8.47 konstatiert, ldsst sich die Giite @) eines Parallelschwingkreises durch das
Verhaltnis von Kennleitwert By zum Wirkleitwert G beschreiben. Die Definition unterscheidet sich
in dieser Hinsicht von jener im Serienschwingkreis.

Uber die allgemeine Definition der Giite in Gleichung 8.45 anhand des Verhiiltnisses von Blindleistung
zu Wirkleistung lasst sich die spezielle Giite-Definition fiir den Parallelschwingkreis ableiten. Gleiches
gilt fiir den Serienschwingkreis wie in Gleichung 8.69 gezeigt ist.:

_|Qrol _U-Ino _ Ipo _ |Brol
Py U-In  In G
_ |Qcol  U-Ico  Icp _ |Bc ol _ Bk

Py U-Ir  Ir G G

Q
(8.87)

Dadurch lasst sich die Impedanz des Schwingkreises normiert auf dessen Kennleitwert By mithilfe
der Giite @) ausdriicken:

_ Bk
e

Y_1+.<w wo
By, @ )

—) mit @

ity (8.88)

Der Term = — % wird auch als relative Verstimmung v, bezeichnet.[hagmann]|

Abbildung 8.45 zeigt exemplarisch mehrere Resonanzkurven eines RLC-Parallelschwingkreises fiir
unterschiedliche Giitefaktoren @ zum Vergleich. Die y-Achse zeigt den Admittanzbetrag normiert auf
den Kennleitwert By und die x-Achse zeigt die Kreisfrequenz normiert auf die Resonanzkreisfrequenz
wo-
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Abbildung 8.45: Resonanzkurve RLC-Parallelschwingkreis, Vergleich Giitefaktoren

Die Bauteilgrofien sind gleich gewiihlt wie fiir die Impedanzkurve des RLC-Serienschwingkreises in
Abbildung 8.35. Anhand der Gleichungen 8.83 und 8.88 zeigt sich, dass die normierte Darstellung
bei beiden Kurven den direkten Vergleich der Giitefaktoren ermoglicht.

Im Bereich der Resonanzfrequenz zeigt sich der deutlichste Unterschied der einzelnen Admittanzkur-
ven fiir unterschiedliche Giitefaktoren. Mit Y, = G = Z& entspricht die Admittanz im Resonanzfall
direkt dem ohmschen Leitwert G und ist umgekehrt proportional zur Giite.

Die Giite ist Maf fiir die Schwingungsfihigkeit des Schwingkreises und Maf} fiir die umgekehrte
Déampfung des Schwingkreises. Im Gegensatz zu einem Reihenschwingkreis bedeutet eine hohe Giite
im Parallelschwingkreis einen geringen Wirkleitwert G' (hoher Wirkwiderstand R) im Verhiltnis zu
einem hohen Blindleitwert B (geringer Blindwiderstand X).

8.5.5.4 Stromresonanz am Beispiel eines RLC-Parallelschwingkreises

Bei Anregung eines Parallelschwingkreises mit einer konstanten Stromquelle I, kann es zu einer
Stromresonanz kommen, die sich durch Uberstromen zwischen L und C' auszeichnet.

Untersucht sei der RLC-Parallelschwingkreis aus Abbildung 8.42 mit der Admittanz Y aus Gleichung
8.76. Der Strom I durch den Schwingkreis entspricht dem konstanten Quellenstrom [, an dessen
Auflenklemmen wie in Abbildung 8.46 gezeigt ist.

Yio 4
R ijL —_jwC |U

Abbildung 8.46: Schaltbild RLC-Parallelschwingkreis mit konstanter Stromquelle
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Mit der Knoten- und Maschengleichung:

Q:QR:QL:QC
l:lR‘FlL‘i‘lC:lq

und der Bauteil-Admittanzen folgen die komplexen Stromteiler:

Iy U Yy G
T U Y GFjwc-2)
I, _U Y, _ oL
I U'Y G+jwC-2)
I U Y¢ jwC
T U Y G+il-Xx)

Die Stromverhéltnisse von Bauteilstromen zu Gesamtstrom entsprechen dem frequenzvariablen Verhéltnis
von Bauteiladmittanz zu Gesamtadmittanz. Die Berechnung des Stromteilers iiber die Admittanzen
bietet sich in Parallelschaltungen aufgrund der einfachen Addition der Einzeladmittanzen an dhnlich
wie die Berechnung iiber die Impedanz in Serienschaltungen.

Um die frequenzabhéngigen Stréme zu normieren, lassen sich die Suszeptanzen wie in Gleichung 8.81
mithilfe des Kennleitwerts By und der Resonanzkreisfrequenz wy aus Gleichung 8.77 ausdriicken. Mit
der so normierten Admittanz aus Gleichung 8.83 ergeben sich fiir die Spannungsteiler die Terme:

I G
L c+j(z-=)n

I, —j“2 By,

T (ﬁ) B %) B, (8.89)
Ic J = Bx

I

w

:G+j(§o—@)3k

Abbildung 8.47 zeigt die Betréige der Strome Iy, I1, Ic in Abhéngigkeit der Kreisfrequenz normiert
auf die Resonanzkreisfrequenz.
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Abbildung 8.47: Resonanzkurve des Stromes am RLC-Parallelschwingkreis
U, =10V, Q =3,162

Wie in der Abbildung zu erkennen ist, ergibt sich im Bereich der Resonanzkreisfrequenz w = wy eine
Stromiiberh6hung bei L und C' im Vergleich zum ohmschen Widerstand R. Dabei liegt das jeweilige
Maximum des Stromes nicht exakt bei wg, sondern fiir L leicht unterhalb und fiir C' leicht oberhalb
der Resonanzfrequenz.

Die Giite entspricht wie in Gleichung 8.87 gezeigt und in Gleichung 8.49 konstatiert, dem Verhéltnis
des Uberstromes zum Gesamtstrom im Resonanzfall. Im Resonanzfall gilt Iy = I Rr,0 = 140 Des-
halb lédsst sich die Giite der Stromteiler-Regel entsprechend als Verhéltnis von Kennleitwert By zu
Wirkleitwert G ausdriicken:

_ o _Ico _ Bk
Q T -1 - ¢ (8.90)

Die frequenzabhéngigen Stromverhéltnisse ausgedriickt durch die Giite @Q mit Y aus Gleichung 8.88:

1
In _ q
boaris o)
lL _j%
T = o w (8.91)
Log+i(s-2)
foarila-e)

8.5.5.5 Spannungskurve des RLC-Parallelschwingkreis

Bei Anregung mit konstantem Strom I, wie in Abbildung 8.46 ergibt sich fiir den RLC-Parallelschwingkreis
aus Abbildung 8.46 ein frequenzabhéngiger Spannungsverlauf. Dieser ist betragsmiiflig in Abbildung
8.48 fiir verschiedene Giitefaktoren ) dargestellt.
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Abbildung 8.48: Spannungskurve des RLC-Parallelschwingkreises bei konstantem Strom
B, =31,6 mS, I, =10 mA, Q = var.

Das Spannungsverhalten des RLC-Parallelschwingkreis ist analog zum Stromverhalten des RLC-
Serienschwingkreises, wie es in Kapitel 8.5.4.5 beschrieben wurde.

Mit der Admittanz normiert auf den Kennleitwert aus Gleichung 8.88, den Kirchhoffschen Regeln
und dem ohmschen Gesetz folgt fiir die Spannung U':

I
Coy
L,
T G+j(wl— k) (8.92)
_ 1
G+j(2-=)nB

Die Maximalspannung Uy ergibt sich im Resonanzfall. Sie entspricht dem Teiler des reellen Quellen-
strom [ = I, durch den Wirkleitwert G:

I
Uo=74 mit Y,=G (8.93)

Dadurch werden die komplexe Gesamtspannung U als auch deren Wirkanteil Re{U} durch den Leit-
wert G und den Quellenstrom I, begrenzt.

Fiir die Spannung U normiert auf die Maximalspannung Uy folgt aus Gl. 8.92:

Sl
Q\@N\N\@N

(8.94)




KAPITEL 8.6: 279

Der normierte Spannungsverlauf des RLC-Parallelschwingkreises entspricht also exakt dem normier-
ten Stromverlauf des RLC-Serienschwingkreises mit Abbildung 8.39 und Gleichung 8.73.

8.5.5.6 Stromkurve des RLC-Parallelschwingkreises

Die Stromkurve des RLC-Parallelschwingkreises bei Anregung mit einer konstanten Spannungsquelle
U, ergibt sich aus der Admittanz ¥ und der Spannungsquelle U ;:

[=U, Y

Damit ist der Strom [ direkt proportional zur Admittanz ¥ und damit zur Kreisfrequenz w. Die
Stromkurve des RLC-Parallelschwingkreises entspricht also der Admittanzkurve des Schwingkreises
wie sie in Abbildung 8.45 dargestellt ist.

8.6 Nebenrechnungen

Frequenzgang eines RC-Tiefpass 1. Ordnung. [Nebenrechnung zu Gleichung (8.6)]

7 .
F(jw) = gj = (ZR—l—CZc)é Komplexe Spannungsteilerregel
L :
= JwiCl Jw—c Rationalisieren
R we jwC

1
= JWOTH Umformen (8.95)

1 1—j
= m 1_‘;% Optional fiir kartesische Form

1—-jwCR
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Modul 9

Halbleiterbauelemente

9.1 Einfiihrung

Halbleiterbauelemente bilden das Riickgrat der modernen Elektronik und sind entscheidend fiir die
Funktionsweise zahlreicher elektronischer Gerite wie Computer, Mobiltelefone und Solarzellen. Die-
se Bauelemente nutzen die besonderen Eigenschaften von Materialien, die weder gute Leiter noch
gute Isolatoren sind, sondern dazwischen liegen — die sogenannten Halbleiter. Im Folgenden wird
auf ihre Funktionsweise eingegangen, beginnend mit dem Béndermodell, das die Energiezustinde in
Festkorpern beschreibt. Auf Grundlage verschiedener Eigenschaften werden weitere Halbleitermate-
rialien sowie deren Anwendungen erldutert. Ein grundlegendes Konzept, das eine Schliisselrolle spielt,
ist der pn-Ubergang, der die Basis fiir eine Vielzahl von Bauelementen bildet. In diesem Kontext wer-
den im zweiten Teil verschiedene Halbleiterbauelemente wie Dioden und Transistoren thematisiert
sowie ihre Funktionen erldutert.

RN

Abbildung 9.1: Beispielfotos typischer Halbleiterbauelemente. V.l.n.r.: Feldeffekttransistor,
Bipolartransistor, Leuchtdiode, Diode.

Lernziele: Halbleiter N

Die Studierenden kénnen
e Zusammenhénge zwischen Festkorpern und dem Béandermodell erkléren.
e Vorgénge innerhalb von Halbleitern beschreiben.

e verschiedene Halbleitermaterialen und deren Eigenschaften bennen.
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9.1.1 Bandermodell

Das Bandermodell ist ein grundlegendes Konzept in der Festkorperphysik, das die physikalischen
FEigenschaften von Festkorpern beschreibt. Es bietet eine theoretische Grundlage fiir das Verstédndnis
der elektrischen, optischen und magnetischen Eigenschaften von Materialien. Das Modell organi-
siert die Energiezustéinde von Elektronen in sogenannten Energiebédndern. Diese Bénder beeinflussen
maflgeblich das elektronische Verhalten des Materials. Das Bandermodell erméglicht es, komplexe
Phénomene wie Leitung, Isolation, Halbleiterverhalten und die Bildung von Oberflichen- und Grenz-
flichenzustéinden zu verstehen und zu erklidren. Im folgenden Abschnitt werden die Grundprinzipien
erlautert und ein Blick auf den Ladungstrigertransport geworfen.

Um das Béndermodell zu verstehen, soll zunéchst der Bezug zum aus der Schulphysik bekannten
Bohrschen Atommodell hergestellt werden. Im Bohrschen Atommodell werden die Energieniveaus
von Elektronen in einem Atom als diskret angenommen. Nach diesem Modell befinden sich Elek-
tronen auf definierten Bahnen um den Atomkern, die als Schalen bezeichnet werden. Jede Schale
hat ein charakteristisches Energieniveau. Diese Energieniveaus sind in Bezug auf den Abstand vom
Atomkern quantisiert, wobei Elektronen in den inneren Schalen niedrigere Energieniveaus aufweisen
als Elektronen in den &ufleren Schalen. Der Zusammenhang zwischen dem Bohrschen Atommodell
und dem Béndermodell ist in Abbildung 9.2 dargestellt.

o e e @ EA

¢ e

@)
o e e’e —

Einzelatome

Abbildung 9.2: Zusammenhang zwischen dem Bohrschen Atommodell und Bindermodell.
Darstellung des Zusammenhangs zwischen dem Abstand von Elektronen zum Kern und der Hoéhe
des zugehorigen diskreten Energieniveaus. Links: Bohrsches Atommodell eines Si-Atoms. Rechts:
Bandermodell eines Si-Atoms mit den moglichen Energieniveaus.

Bei einem einzelnen Atom sind die moglichen Energiezustinde eindeutig definiert. Werden min-
destens zwei Atome zusammengefiihrt, sodass sie elektrisch miteinander wechselwirken, iiberlappen
sich deren Energiezustéinde. Aufgrund des Pauli-Prinzips, welches auch Ausschlussprinzip genannt
wird, konnen zwei Elektronen allerdings nicht genau denselben Zustand annehmen, weshalb sich die
Zustinde minimal zueinander verschieben. Mit steigender Anzahl an Atomen steigt auch die Anzahl
der verschiedenen Energiezustéinde in einem Festkorper. Da diese Niveaus sehr nahe beieinander lie-
gen, werden sie zu den Energiebéndern zusammengefasst. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 9.3
dargestellt.

E A EA EA

e —— — = T
I

Einzelatom zwei Atome (Molekiil) Festkorper

Abbildung 9.3: Ubergang von Energieniveaus zu Bindern. Zusammenhang zwischen den
moglichen Energiezustédnden in Abhéngigkeit zur Anzahl der Atome. V.l.n.r.: Energiezustinde von
Elektronen bei einem Einzelatom, zwei Atomen (Molekiil) und einem Festkorper.
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Elektronen kénnen nur feste Werte innerhalb der Energiebénder annehmen. In den Liicken zwischen
den Bandern konnen sich keine Ladungstréiger frei bewegen. Diese Liicken werden als ,,verbotener Be-
reich“ oder Bandliicke bezeichnet. Die Grofle dieser Liicken bestimmt die elektrischen Eigenschaften
des Materials. Die Energiedifferenz zwischen den Béndern entspricht der Energie, die bei Absorption
oder Emission von Photonen aufgenommen oder abgegeben wird.

9.1.1.1 Einteilung von Materialien

Zwei Bénder sind besonders relevant fiir den Ladungstransport und somit fiir die elektrischen Ei-
genschaften: das Valenzband (VB) und das Leitungsband (LB). Das Valenzband ist das Band, das
die hochsten Energieniveaus enthélt, die von Elektronen besetzt sind, wenn das Material bei einer
Temperatur von 0K vorliegt. Diese Elektronen sind eng an die Atomkerne gebunden und tragen
nicht zum elektrischen Strom bei. Das Leitungsband liegt oberhalb des Valenzbands und enthélt lee-
re Zustédnde, in denen Elektronen leicht angeregt werden kénnen, beispielsweise durch eine Erhéhung
der Temperatur. Elektronen im Leitungsband kénnen sich relativ frei durch das Material bewegen
und ermoglichen somit den elektrischen Stromfluss. Die drei grundlegenden Klassen Leiter, Halbleiter
und Isolatoren lassen sich durch den Abstand (Bandliicke) dieser beiden relevanten Bénder definie-
ren. In der folgenden Abbildung ist das Béndermodell eines Materials bei 0K dargestellt, mit den
relevanten Groflen und Bezeichnungen.
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Abbildung 9.4: Bindermodell eines Materials bei 0 K. Darstellung der Energiebénder mit zu-
gehoriger Beschriftung sowie deren alternativen Bezeichnungen.

Die Besetzung der Bander mit Elektronen hiangt neben der Temperatur von weiteren Faktoren ab. Vor
allem durch gezielte Verunreinigung mit Fremdatomen, sogenannter Dotierung, kann die Leitfahigkeit
beeinflusst werden. Die Fremdatome bringen freie Ladungstriger ein und fithren zu zusétzlichen
Energieniveaus innerhalb der Bandliicke, von denen aus zum Beispiel leichter Ladungstriger das
Band wechseln konnen (siehe Abschnitt 9.1.3). Neben den bisher gezeigten Energieniveaus ist das
Ferminiveau eine weitere wichtige Grofle. Dieses gibt den Energiewert an, bei dem Elektronen eine
Aufenthaltswahrscheinlichkeit von 1/2 aufweisen. Bei einem undotierten Halbleiter liegt das Niveau
mittig zwischen Valenz- und Leitungsband, bei dotierten Halbleitern verschiebt sich das Niveau in
Richtung des jeweiligen Dotierbands.

Leiter sind Materialien, deren Valenz- und Leitungsbénder aneinandergrenzen oder iiberlappen, was
bedeutet, dass Elektronen leicht zwischen den Béndern wechseln kénnen. Diese Niahe ermoglicht eine
hohe Leitfahigkeit, da Elektronen sich frei durch das Material bewegen konnen. Metalle wie Kupfer
und Aluminium sind typische Beispiele fiir Leiter.

Halbleiter haben eine kleine Bandliicke, die zwischen der des Leiters und der des Isolators liegt.
Diese Bandliicke ist so grof}, dass in dem Material bei niedrigen Temperaturen kein elektrischer Strom
flielt, da Elektronen nicht geniigend Energie haben, um ins Leitungsband angeregt zu werden. Mit
steigender Temperatur oder durch das Einbringen von Fremdatomen kann die Leitfahigkeit jedoch
deutlich erhoht werden. Halbleiter wie Silizium und Germanium sind hiufig eingesetzte Materialien
in der Elektronikindustrie.
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Isolatoren haben eine grofie Bandliicke, die dazu fiihrt, dass das Valenzband vollsténdig besetzt ist
und das Leitungsband leer ist. Dadurch kénnen Elektronen nur schwer ins Leitungsband angeregt
werden, selbst bei hohem Energieeintrag. Isolatoren wie Glas und Keramik zeigen daher eine sehr
geringe Leitfahigkeit.

Im Folgenden sind beispielhaft die Bandermodelle mit den Valenz- und Leitungsbéndern der drei
genannten Klassen dargestellt.

EA EA EA g EA LB
LB LB T
i, i, VIR oy Ee > 3eV
\\\\\\\\\\\\\V A G
VB VB VB
L L VB
Leiter Halbleiter Isolator

Abbi}dung 9.5: Bandermodell verschiedener Halbleitermaterialien. V.l.n.r.: Leiter ohne und
mit Uberlappung, Halbleiter und Isolator.

e Ladungstriger konnen nur definierte Energieniveaus im Festkorper besetzen.

e Bei T'= 0K ist das Valenzband das hochste besetzte Energieniveau, das dariiberliegende
Leistungsband beinhaltet keine freien Ladungstriger.

e Materialien konnen iiber die Bandliicke, Leiter, Halbleiter und Isolatoren kategorisiert
werden.

9.1.2 Halbleitermaterialien

Die Gitterstrukturen von Halbleitermaterialien spielen eine entscheidende Rolle im Bezug auf deren
elektronischen und mechanischen Eigenschaften. Im Folgenden werden die Gitterstrukturen von Si-
lizium und Galliumarsenid (GaAs) betrachtet. Silizium ist aufgrund seiner hohen Verfiigbarkeit und
dem damit verbundenen geringen Preis das am weitesten verbreitete Halbleitermaterial. Dariiber hin-
aus ldsst es sich sehr gut verarbeiten und seine elektrischen Eigenschaften lassen sich gut beeinflussen.
Galliumarsenid hingegen dient als Beispiel fiir einen Verbindungshalbleiter aus einem Element der
III. und V. Hauptgruppe des Periodensystems, entsprechend wird ein solcher Halbleiter auch als
III/V-Verbindungshalbleiter bezeichnet. Die einzelnen Elemente weisen kein Halbleiterverhalten auf,
erst bei besonderer Anordnung und besonderem Atomverhéltnis bildet sich das Halbleiterverhalten
aus.

Silizium hat eine Diamantgitterstruktur, bei der jedes Siliziumatom von vier benachbarten Atomen
in einer tetraedrischen Anordnung umgeben ist. Diese Struktur fithrt zu einer stabilen und robus-
ten Kristallstruktur, die eine hohe mechanische Stabilitdt aufweist. Dariiber hinaus ermoglicht die
Anordnung eine hohe Beweglichkeit der freien Elektronen in alle Raumrichtungen.
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Abbildung 9.6: Diamantgitterstruktur von Silizium. Resultierende Gitterstruktur von Silizium.

Im Gegensatz dazu sind bei Galliumarsenid die Gallium- und Arsenatome so angeordnet, dass sie
zwei ineinander verschobene kubisch flichenzentrierte Gitter darstellen, die sogenannte Zinkblende-
Gitterstruktur. Die resultierende Anordnung ist identisch mit der Diamantgitterstruktur, jedoch
mit dem regelméafligen Wechsel zwischen zwei Ionenarten. Diese Struktur ermdglicht eine geringe
Bandliicke, was zu einer geringen Anregungsenergie fithrt, die notwendig ist, um Elektronen zwi-
schen Valenz- und Leistungsband zu verschieben.
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Abbildung 9.7: Zinkblende-Gitterstruktur von GaAs. Links: Zwei ineinander verschobene
kubisch flichenzentrierte Gitter von verschiedenen Materialien. Rechts: Resultiernde Zinkblende-
Gitterstruktur.

e Silizium ist das am weitesten verbreitete Halbleitermaterial.

e Verbindungshalbleiter bestehen aus zwei Materialen, die in bestimmter Kombination
Halbleiterverhalten aufweisen.

e Silizium ist aus der IV. Hauptguppe des Periodensystem, Verbindungshalbleiter typi-
scherweise aus der III. und V. Hauptgruppe.

Die folgende Tabelle bietet einen Uberblick iiber einige der wichtigsten Halbleitermaterialien und
Verbindungshalbleiter sowie ihre wesentlichen Eigenschaften und Anwendungen. Diese Materialien
spielen eine entscheidende Rolle in der modernen Elektrotechnik und werden in einer Vielzahl von
Anwendungen eingesetzt, von Mikrochips und Solarzellen bis hin zu Hochfrequenzschaltungen und
LED-Beleuchtung. Die Tabelle enthélt Informationen iiber die Bandliicke, Ladungstrigerdichte (Ei-



286 GET it digital Modul 9: Halbleiterbauelemente

genleitungsdichte), Elektronen- und Locherbeweglichkeit sowie charakteristische Eigenschaften und
Anwendungen jedes Materials. Bei der Beweglichkeit handelt es sich um die Geschwindigkeit, mit der
sich die Ladungstriger aufgrund eines elektrischen Feldes durch ein Medium bewegen. Bei Lichern
handelt es sich um quasipartielle Zusténde, die als positive Ladungstréiger betrachtet werden. Es
handelt sich hierbei nicht um tatséchliche positive Ladungstréiger, sondern um lokale Bereiche, die
aufgrund eines fehlenden Elektrons als positiv geladen betrachtet werden kénnen.

Material Ec n He Up Eigenschaften Anwendungen
@) G | (25) | ()
Silizium 1,1 1-10%0 1500 450 Hiufigste Halbleiter- | Mikrochips,
(Si) material Solarzellen,
Sensoren
Germanium 0,7 21013 3900 1900 Frither h#ufig in elek- | Transistoren,
(Ge) tronischen Geriiten | Infarot-
verwendet Detektoren
Gallium- 1,43 2106 8500 400 Direkter ~ Bandiiber- | Hochfrequenz-
arsenid gang, FKinsatz  bei | schaltungen,
(GaAs) hohen Frequenzen LEDs,
Laserdioden
Indium- 1,35 1-10% 5000 200 Direkter ~ Bandiiber- | Optoelektronik,
phosphid gang, Hohe Lichtab- | Solarzellen
(InP) sorption  bei =~ Wel-
lenldngen im Bereich
von 1,3 — 1,55 um
Gallium- 3,4 1-10710 380 — Hohe thermische und | Leistungs-
nitrid chemische Stabilitdt, | elektro-
(GaN) Hohe elektronische | nik, LED-
Durchbruchsfeldstiarke | Beleuchtung,
Displays
Silizium- 3,0 1-1077 500 - Extrem hohe thermi- | Leistungs-
karbid sche Stabilitat, Hohe | elektronik,
(SiC) elektronische  Durch- | Hochtempera-
bruchsfeldstérke turanwendung

Tabelle 9.1: Eigenschaften verschiedener Halbleitermaterialien. Auflistung von physikalischen
GrofBen wie der Bandliicke (Eg), Eigenleitungsdichte (n) bei T' = 300 K, Elektronenbeweglichkeit (1)
und Locherbeweglichkeit (gp).

9.1.3 Ladungstrigertransport

Bei einer Temperatur von 0K (absoluter Nullpunkt) weisen Halbleiter wie Silizium ein vollstdndig
besetztes Valenzband mit dem Energieniveau Ey und ein leeres Leitungsband mit dem Energieniveau
Ey, auf. Dies bedeutet, dass alle Elektronen im Valenzband gebunden und keine freien Ladungstriager
vorhanden sind. Das Béndermodell zeigt eine deutliche Bandliicke zwischen dem Valenz- und dem
Leitungsband. Wenn die Temperatur iiber 0 K erhoht wird, steigt die Beweglichkeit der Elektronen im
Kristallgitter. Einige Elektronen im Valenzband kénnen durch thermische Anregung Energie erhalten
und in das Leitungsband iibergehen, wodurch freie Elektronen und Locher erzeugt werden. Diese
freien Ladungstrager tragen zur Leitfdhigkeit des Halbleiters bei.
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Abbildung 9.8: Gitterstruktur und Bindermodell von Si. Vereinfachte 2D-Betrachtung des
Si-Gitters. Links: Reines Silizium bei T' = 0 K. Rechts: Reines Silizium bei 7' > 0 K.

Bei der Zugabe von Phosphor zu Silizium fithrt dies dazu, dass das Phosphoratom fiinf Valenzelek-
tronen einbringt (n-dotiert), eins mehr als Silizium. Das in diesem Fall iiberschiissige Elektron wird
locker an das Kristallgitter gebunden und kann leicht von dufleren Energiequellen entfernt werden,
wodurch es zu einem Donator von freien Elektronen wird. Diese Elektronen befinden sich im Dona-
torband (Ep), unmittelbar unterhalb des Leitungsbands. Bei einer Temperatur iiber 0K verfiigen
die Elektronen aufgrund der thermischen Anregung iiber ausreichend Energie, um die Bandliicke zu
iiberwinden und ins Leitungsband zu gelangen. Die durch den Phosphor bereitgestellten Elektronen
erleichtern diesen Prozess. Daher erhoht sich die Leitfidhigkeit des Materials.

| | E A | | E A
— — _ E L _ _ _ EL 2
Epf——tgtt Epp—nhtttet
! I ! ! ,_.‘fzeies

! Elektron

Ev

Abbildung 9.9: Gitterstruktur und Bindermodell von n-dotiertem Si. Links: N-dotierts Sili-
zium bei T'= 0 K. Rechts: N-dotierts Silizium bei T' > 0 K.

Bei der Zugabe von Bor zu Silizium (p-dotiert) hat das Boratom nur drei Valenzelektronen, eins
weniger als Silizium. Dadurch entsteht im Kristallgitter ein Loch im Valenzband, das als Akzeptor
von Elektronen wirkt. Bei 0K sind jedoch keine thermisch erzeugten Locher vorhanden. Bei einer
Temperatur iiber 0K fithrt die thermische Energie dazu, dass Elektronen aus dem Valenzband ins
Akzeptorband (Eja) gelangen, wodurch Locher im Valenzband zuriickbleiben. Diese Locher wirken
wie positive Ladungstriger und erhohen die Leitfahigkeit des Materials.

N

Abbildung 9.10: Gitterstruktur und Bindermodell von p-dotiertem Si. Links: P-dotierts
Silizium bei T'= 0 K. Rechts: P-dotierts Silizium bei T' > 0 K.
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e Durch thermische Anregung konnen freie Elektronen entstehen, die zum Ladungs-
tragertransport beitragen.

e Dotierung ist das gezielte Einbringen von Fremdatomen mit mehr oder weniger Valen-
zelektronen als das Ausgangsmaterial.

e Fiir n-Dotierung kann Phosphor und fiir p-Dotierung Bor genutzt werden.
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Neben den zuvor genannten Vorgéngen innerhalb des Kristallgitters, die den Ladungstrégertransport
durch zusétzliche Ladungstriager ermoglichen, sind zwei weitere wichtige Groflen der Driftstrom und
Diffusionsstrom. Driftstrom in einem Halbleiter tritt aufgrund der Bewegung geladener Teilchen unter
dem Einfluss eines dufleren elektrischen Feldes auf. Wenn ein elektrisches Feld an einem Halbleiter
angelegt wird, wirkt eine Kraft auf die freien Ladungstriger (Elektronen und Lécher), die sie, je
nach Vorzeichen oder Ladung,in Feldrichtung beschleunigt oder verlangsamt. Fiir Elektronen im
Leitungsband bedeutet dies, dass sie unter dem FEinfluss des elektrischen Feldes in Richtung der
positiven Elektrode (Anode) driften. Fiir Locher im Valenzband bedeutet dies eine Drift in Richtung
der negativen Elektrode (Kathode). Fiir eine bessere Vergleichbarkeit wird in der folgenden Abbildung
das Loch als positiver Ladungstriager dargestellt. Die Driftgeschwindigkeit der Ladungstridger héngt
von der Stédrke des angelegten elektrischen Feldes und von der Beweglichkeit der Ladungstriger im
Halbleitermaterial ab. Es ist wichtig zu beachten, dass der Driftstrom nur einen Teil des Gesamtstroms
in einem Halbleiter ausmacht.

E
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Abbildung 9.11: Driftstrom innerhalb eines Halbleiters. Darstellung mit der Geschwingigkeit v
der Ladungstriger aufgrund der elektrischen Feldstéirke E.

Der andere Teil des Stroms entsteht durch Diffusion, was die Bewegung von Ladungstrigern auf-
grund von Konzentrationsunterschieden darstellt. In vielen Halbleiterbauelementen wie Dioden und
Transistoren wirken Drift- und Diffusionsstrome zusammen, um das Verhalten des Bauelements zu
bestimmen. Beim Diffusionsstrom bewegen sich freie Elektronen oder Locher von Bereichen hoher
Konzentration zu Bereichen niedriger Konzentration, #hnlich wie bei der Diffusion von Teilchen in
einem Konzentrationsgradienten. Im Falle von Elektronen in einem n-dotierten Halbleiter bewegen
sich Elektronen von Regionen mit hoher Elektronenkonzentration zu Regionen mit niedriger Elek-
tronenkonzentration. Umgekehrt bewegen sich bei einem p-dotierten Halbleiter Locher von Regionen
hoher Lochkonzentration zu Regionen niedriger Lochkonzentration.
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Abbildung 9.12: Diffusionsstrom innerhalb eines Halbleiters. Diffusion von Elektronen in einem
n-dotierten Halbleiter in Richtung einer geringeren Konzentration. Mit der Lénge L des Halbleiters,
der Ladungstrigerkonzentration n und der Position zx.

Abschlieflend wird in diesem Abschnitt der Ladungstransport im Binderdiagramm bei einer angeleg-
ten Spannung betrachtet. Bislang wurde das Bénderdiagramm ausschliellich im Zustand des ther-
modynamischen Gleichgewichts analysiert. Es wird der allgemeine Fall betrachtet, in dem ein Strom
durch den Halbleiter flieit. Als Beispiel dient ein homogener, n-dotierter Halbleiter. Anfinglich liegt
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keine Spannung am Halbleiter an, wodurch auch kein elektrischer Strom flieit. Das Bianderdiagramm
iiber den Ort x zeigt daher einen Verlauf dhnlich dem in Abbildung 9.13 links, wobei mogliche Rand-
effekte an den Kontakten nicht beriicksichtigt sind. Die Bénder eines Halbleiters ohne angelegte
Spannung sind horizontal ausgerichtet. Sobald jedoch eine Spannung angelegt wird, verschiebt sich
das Bénderdiagramm, was dazu fiihrt, dass die Elektronen in Richtung niedrigerer Energie wandern.

I=0g ) I>0
o o ® T F‘o *e® T
/R /AR
/ /
Unr, =0 Ut > 0
E E
£ ® o e @ E | @88 -
EV EV
T x

Abbildung 9.13: Einfluss von Spannungen auf Halbleiter. Links: Festkorper und Béndermodell
ohne angelegte Spannung. Rechts: Verschiebung des Bandermodells aufgrund einer angelegten Span-
nung.

e Driftstrom ist der Ladungstrégertransport aufgrund eines elektrischen Feldes.

e Diffusionsstrom ist die Bewegung von Ladungstréigern aufgrund eines Konzentrations-
unterschiedes.

e Drift- und Diffusionsstrom ergeben zusammen den Gesamtstrom.

e Eine externe Spannung fiihrt zu einer Verschiebung des Bandermodells.

9.1.4 pn-Ubergang

Der pn-Ubergang ist das zentrale Element von Halbleiterbauelementen wie Dioden und Transisto-
ren. Er entsteht durch die Verbindung von zwei unterschiedlich dotierten Halbleiterschichten, einer
p-dotierten und einer n-dotierten Schicht. Der Ubergang zwischen diesen Schichten wird als pn-
Ubergang bezeichnet. Im pn-Ubergang kommt es zur Diffusion von freien Ladungstrigern: Elektro-
nen aus der n-dotierten Schicht diffundieren zur p-dotierten Schicht und Locher aus der p-dotierten
Schicht diffundieren zur n-dotierten Schicht. Dieser Diffusionsprozess fiihrt dazu, dass sich im Uber-
gangsbereich eine sogenannte Raumladungszone (RLZ) bildet. In Abbildung 9.14 ist dieser Vorgang
dargestellt. Die RLZ ist eine schmale Region um den pn-Ubergang herum, in der positive Ionen aus
der n-Schicht und negative Ionen aus der p-Schicht verbleiben, nachdem die Diffusion abgeschlossen
ist. In dieser Zone gibt es keine freien Ladungstriger, da die positiven und negativen Ladungen sich
gegenseitig neutralisieren. Dadurch entsteht ein elektrisches Feld (E), das sowohl einen Driftstrom
erzeugt als auch die Diffusion von weiteren Ladungstréigern unterdriickt. Die Raumladungszone wirkt
wie eine Sperrschicht und verhindert den Stromfluss in Sperrrichtung.
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Abbildung 9.14: Vorgiéinge innerhalb des pn-Ubergangs. Drift und Diffusion von Ladungstrigern
im Halbleiter, zuriickbleibende Ionen in der RLZ.

Wenn eine Spannung in Durchlassrichtung angelegt wird (siehe Abbildung 9.15 links), wird die RLZ
verkleinert und der Ubergang wird leitend. Elektronen aus der n-dotierten Seite wandern zur p-
dotierten Seite, wihrend Locher von der p-dotierten Seite zur n-dotierten Seite diffundieren. Dadurch
entsteht ein Stromfluss durch den pn-Ubergang. Andersherum vergréfiert eine Spannung entgegen der
Durchlassrichtung die RLZ (siehe Abbildung 9.15 rechts). Die freien Ladungstriger werden durch die
Spannungsquelle ausgeglichen. Der pn-Ubergang ist daher ein Schliisselelement in Halbleiterbauele-
menten, das die Richtung und Stérke des Stromflusses steuert. Seine Eigenschaften werden durch die
Dotierungskonzentration, die Grofie der Raumladungszone und die angelegte Spannung beeinflusst.
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Abbildung 9.15: Einfluss von Spannungen auf pn-Ubergang. Raumladungszone bei verschiede-
nen angelegten Spannungen. Links: Spannung in Durchlassrichtung. Rechts: Spannung in Sperrrich-
tung.

e Der pn-Ubergang kombiniert eine p- und n-dotierte Halbleiterschicht.
o Im Ubergangsbereich, Raumladungszone genannt, sind keine freien Ladungstriger.

e In Durchlassrichtung wird die RLZ verkleinert, in Sperrrichtung wird diese vergréfert.
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9.2 Bauelemente

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Arten von Halbleiterbauelementen genauer be-
trachtet, darunter Dioden, Leuchtdioden (LEDs), Bipolartransistoren und Feldeffekttransistoren. Da-
bei wird auf das elektrische Verhalten, den Aufbau, die wichtigsten Kenngréfien und deren vielfiltige
Anwendungen eingegangen.

Lernziele: Halbleiterbauelemente N

Die Studierenden konnen

e Bauteile fiir verschiedene Anwendungen auswéhlen.
e den Aufbau verschiedener Halbleiterbauelemente beschreiben.
e Arbeitspunkte bestimmen und fehlende Bauteilwerte berechnen.

e Anwendungen einzelner Bauelemente nennen.

9.2.1 Diode

Die Diode ist das Halbleiterbauelement mit dem einfachsten Aufbau, bestehend aus nur einem pn-
Ubergang. Dadurch ergeben sich zwei Anschliisse: Die sogenannte Anode am p-dotierten Bereich
und die Kathode am n-dotierten Bereich. Wie bereits im Abschnitt 1.4 beschrieben, erméoglicht der
pn-Ubergang den Stromfluss in nur einer Richtung, weshalb Dioden oft zur Gleichrichtung und Span-
nungsstabilisierung eingesetzt werden.

Anode Anode
O
Up \/ Si
O
Kathode Kathode

Abbildung 9.16: Silizium Diode. V.L.n.r.: Schaltzeichen, Bauform und Querschnitt einer Silizium
Diode.

9.2.1.1 Elektrisches Verhalten

Das elektrische Verhalten von Dioden wird wesentlich durch ihre Kennlinie beschrieben, die stark
nichtlinear ist. Diese Kennlinie stellt den durch die Diode flieBenden Strom in Abhéngigkeit von
der extern angelegten Spannung dar. Charakteristische Bereiche der Kennlinie sind der Durchlass-,
Sperr- und Durchbruchbereich.

e Durchlassbereich: Vom Betrieb im Durchlassbereich wird gesprochen, wenn eine positive
Spannung in Richtung der Diode angelegt wird, also wenn das elektrische Potenzial an der An-
ode grofer ist als das an der Kathode (Bereich rechts von der y-Achse, siehe Abbildung 9.17). Bei
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einer Spannung oberhalb der Schleusenspannung (Us) steigt der Diodenstrom néherungsweise
exponentiell an. Die Schleusenspannung ist eine materialspezifische Spannung, die mindestens
benétigt wird, um die Raumladungszone so stark zu verringern, dass ein Stromfluss ermdoglicht
wird. Bei Siliziumdioden liegt diese typischerweise bei 0,6 bis 0,7 V.

e Sperrbereich: Liegt vor, wenn die angelegte Spannung negativ ist (Bereich links von der
y-Achse). In diesem Bereich flieBt kaum Strom, da der Widerstand der Diode sehr grof ist.

e Durchbruchbereich: Bei einer Spannung unterhalb der Durchbruchspannung (Upgr) kommt
es zu einem Durchbruch und es flieit schlagartig ein sehr hoher Strom. Ist die Diode nicht
speziell fiir den Durchbruch ausgelegt, fiihrt der hohe Strom zur Uberlastung und folglich zur
Zerstorung des Bauelements.

Durchbruch- Sperrbereich Durchlass-
bereich bereich

BR

Abbildung 9.17: Diodenkennlinie. Relevante Bereiche v.l.n.r.: Durchbruchbereich, Sperrbereich und
Durchlassbereich.

Das Ersatzschaltbild einer Siliziumdiode hilft, das Verhalten der Diode in verschiedenen Betriebs-
zustdnden besser zu verstehen. Es vereinfacht die reale Diode, indem es ihre wesentlichen Eigenschaf-
ten modelliert.

Komponenten des Ersatzschaltbilds:

e Ideale Diode (D): Leitet in Vorwirtsrichtung ohne Spannungsverlust und sperrt in Riick-
wértsrichtung vollsténdig.

e Schleusenspannung/Schwellenspannung (Us/ Ur): Diese Spannung ist der Wert, bei
dem ein messbarer Stromfluss durch die reale Diode vorliegt. Im Ersatzschaltbild wird diese
durch eine ideale Spannungsquelle dargestellt.

¢ Differenzieller Widerstand (rp): Der differenzielle Widerstand (rp) beschreibt den Wider-
stand der Diode im Durchlassbereich. Er ist definiert als die Anderung der Spannung (Aup)
geteilt durch die Anderung des Stroms (Aip) und modelliert die Nichtlinearitéit der Diode nach
dem Erreichen der Schleusenspannung.

N AUD
~ Aip

D (9.1)
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Abbildung 9.18: Diodenkennlinie und Ersatzschaltbild. Links: Diodenkennlinie mit N#herung
fiir den differenziellen Widerstand. Rechts: Diodenersatzschaltbild mit der idealen Diode, Spannungs-
quelle und differenziellem Widerstand.

Die Bestimmung des Arbeitspunktes einer Diode ist ein wichtiger Schritt in der Schaltungsentwick-
lung, da er den stabilen Betriebszustand der Diode unter Beriicksichtigung der angelegten Spannung
und des Durchlassstroms definiert. Dabei ist es wichtig, die maximale Verlustleistung der Diode
zu beachten, um sicherzustellen, dass sie nicht iiberhitzt und beschidigt wird. Sowohl grafische als
auch mathematische Methoden kénnen zur Bestimmung des Arbeitspunktes verwendet werden. Die
grafische Methode basiert auf der Darstellung der Strom-Spannungs-Kennlinie der Diode und der
Lastlinie der Schaltung. Der Arbeitspunkt ist der Schnittpunkt dieser beiden Linien. Es kann sowohl
der Arbeitspunkt durch den vorgegebenen Widerstand ermittelt werden, als auch der Widerstand auf
Basis des gewiinschten Arbeitspunktes bestimmt werden. In beiden Fillen sollte der Arbeitspunkt
unterhalb der Asymptote fiir die maximale Verlustleistung der Diode liegen.
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Abbildung 9.19: Grafische Bestimmung des Arbeitspunktes. Links: Diodenkennlinie (schwarz),
Widerstandsgerade (blau) und Asymptote der maximalen Verlustleitung (rot) der Diode. Rechts:
Schaltung der Diode mit Vorwiderstand.

Die mathematische Methode basiert auf der Losung von Gleichungen, die den Durchlassstrom der
Diode und den Spannungsabfall iiber der Last beschreiben. Der Arbeitspunkt wird durch das Gleich-
setzen dieser beiden Ausdriicke bestimmt. Dabei ist es wichtig, die maximale Verlustleistung der
Diode zu berticksichtigen, um sicherzustellen, dass sie innerhalb ihrer Spezifikationen betrieben wird.
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e Die Kennlinie der Diode ist stark nichtlinear.

e Das Verhalten der Kennlinie kann in drei Bereichen beschrieben werden: Den
Durchbruch-, Sperr- und Durchlassbereich.

e Mittels idealer Diode, Spannungsquelle und Widerstand kann die reale Diode in ver-
schiedenen Bereichen angenédhert werden.

9.2.1.2 Aufbau

Wie bereits in der Einleitung beschrieben, besteht die Diode in der Regel aus einem einzelnen pn-
Ubergang. Neben der bisher betrachteten einfachen Siliziumdiode gibt es noch zahlreiche weitere
Dioden. In diesem Abschnitt wird der bisher betrachtete Aufbau mit dem einer Schottky-Diode
verglichen. Diese ist sehr verbreitet und kommt ohne pn-Ubergang aus.

Die pn-Diode besteht aus zwei Halbleiterregionen, ndmlich der p-dotierten (positiv geladenen) und
der n-dotierten (negativ geladenen) Region, die sich an einer gemeinsamen Grenzfliche treffen. Die p-
Seite wird als Anode und die n-Seite als Kathode bezeichnet. Typischerweise besteht der pn-Ubergang
aus Silizium oder Germanium. Die Elektronen aus der n-Seite rekombinieren mit den Lochern aus
der p-Seite an der Grenzflache, was zur Bildung einer Raumladungszone fiihrt. Diese Raumladungs-
zone bildet die Barriere fiir den Stromfluss in Sperrrichtung. Eine Schottky-Diode besteht aus einem
Metall-Halbleiter-Ubergang anstelle eines pn-Ubergangs. Bei der Herstellung miissen keine verschie-
denen Dotierungen eingebracht werden. Ein Aufbringen einer geeigneten Metallschicht reicht bereits
aus. Das Halbleitermaterial ist typischerweise n-dotiert. Der Ubergang zwischen dem Metall und dem
Halbleiter bildet eine Schottky-Barriere, die den Stromfluss blockiert. Durch eine geeignete Materi-
alkombination kann sich an der Grenzfliche eine Raumladungszone ausbilden, dhnlich wie bei der
Siliziumdiode. Diese Dioden sind fiir schnelle Schaltvorgéinge und einem niedrigen Spannungsabfall
in Durchlassrichtung optimiert.
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Abbildung 9.20: Schichtaufbau von Dioden. Aufbau und Vergleich einer klassischen Si-Diode
(links) und Schottky-Diode (rechts). Siliziumdioxid (SiOz) ist ein natiirliches Oxid von Silizium und
dient zur Isolierung. Aluminium (Al) ist ein typisches Metall fiir elektrische Kontakte.
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e Schottky-Dioden weisen keinen pn-Ubergang auf, sondern einen Schottky-Kontakt.

e Bei geeigneter Materialkombination bildet sich zwischen Metall und Halbleiter eine RLZ
aus.

9.2.1.3 Spezielle Dioden

Neben den bisher genannten Dioden gibt es noch eine Vielzahl weiterer Varianten, die durch ihren
Aufbau verschiedene Eigenschaften aufweisen und entsprechende Anwendungen ermdglichen. Die
folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber typische Dioden.

Bezeichnung | Symbol | Kennlinie Eigenschaften Anwendung
Gleichrichter- I hoher Durchlass- | Gleichrichtung
diode strom,

grofle Sperrspan-

nun
A VAN ﬁ U &
Schaltdiode I kleiner Durchlass- | kleine
widerstand, Umschaltzeiten
1 j hoher Sperrwider-
stand
- U
Schottkydiode I kleine Durchlasss- | HF-Gleichrichter,
pannung, Freilaufdiode,
1 kleine Sperrspan- | Schaltnetzteile
nung
o U
Z-Diode I definierte Durch- | Stabilisierung
bruchspannung von Spannungen,
. / Begrenzung

Tunneldiode I negativer differen- | Entddmpfung

T tieller Widerstand | von Schwingkreisen,
1 | HF-Oszillator
\V4 oo
|
Diac I | gesteuerter Entddmpfung,

Durchbruch Triggerdiode

K
>
va
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Bezeichnung | Symbol | Kennlinie Eigenschaften Anwendung
Photodiode I Strom #ndert sich | Photoempfinger,
proportional zur | Messtechnik,
1 / Lichtleistung Solarzellen
__:\\ i U
l__J
Lichtleistung
LED, I Durchlassstrom Beleuchtung,
Laserdiode erzeugt optische | Strahlungsquelle
1 Strahlung

Tabelle 9.2: Ubersicht typischer Dioden.

9.2.1.4 Anwendungen/Grundschaltungen

In diesem Abschnitt werden typische Anwendungen und Grundschaltungen von Dioden vorgestellt.
Zu den behandelten Themen gehoren Einweggleichrichter, Briickengleichrichter sowie Reihen- und
Parallelschaltungen von Dioden. Einweggleichrichter und Briickengleichrichter sind wesentliche Schal-
tungen zur Umwandlung von Wechselstrom in Gleichstrom.

Einweggleichrichter

Ein Einweggleichrichter ist eine einfache Schaltung zur Umwandlung von Wechselstrom in Gleich-
strom. Diese Schaltung besteht typischerweise aus einer einzigen Diode, die in Serie mit der Last
angeschlossen ist. Die Hauptfunktion des Einweggleichrichters besteht darin, nur die positiven Halb-
wellen des Wechselstroms durchzulassen, wihrend die negativen Halbwellen blockiert werden.
Wihrend der positiven Halbwelle des Wechselstroms ist das Potenzial an der Anode hoher als das an
der Kathode, wodurch die Diode in Durchlassrichtung leitet. Dies erméglicht den Stromfluss durch
die Diode und die angeschlossene Last, wodurch eine positive Spannung an der Last anliegt. Wihrend
der negativen Halbwelle des Wechselstroms ist das Potenzial an der Anode niedriger als das an der
Kathode, sodass die Diode in Sperrrichtung arbeitet und den Stromfluss blockiert. Infolgedessen fillt
keine Spannung an der Last ab. In der folgenden Abbildung ist beispielhaft die Eingangsspannung
und die resultierende Spannung an der Last dargestellt. Die Differenz der beiden Spannungen (Au)
entspricht dem Spannungsabfall iiber der Diode. Der Spannungsabfall wird in dem Beispiel mit der
Schleusenspannung einer Siliziumdiode angenéhert.
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Abbildung 9.21: Einweggleichrichter. Links: Schaltkreis des Einweggleichrichters. Rechts: Span-
nungsverlauf der Eingangsspannung und Lastspannung des Einweggleichrichters.
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Der Einweggleichrichter hat den Vorteil einer einfachen Schaltung und niedriger Kosten, was ihn
fiir grundlegende Anwendungen geeignet macht, bei denen eine einfache Gleichrichtung ausreicht.
Allerdings weist diese Schaltung auch erhebliche Nachteile auf. Da nur die positiven Halbwellen des
Wechselstroms genutzt werden, ist die Effizienz gering und die Ausgangsspannung hat eine starke
Welligkeit, die als Brummspannung bezeichnet wird. Diese Welligkeit kann durch zusétzliche Filter-
und Gléattungsschaltungen reduziert werden. Um eine stabilere Gleichspannung zu erzeugen kann
bereits ein Kondensator ausreichen.

Briickengleichrichter

Ein Briickengleichrichter ist eine weit verbreitete Schaltung zur Umwandlung von Wechselstrom in
Gleichstrom. Diese Schaltung besteht aus vier Dioden, die in einer Briickenkonfiguration angeordnet
sind. Der Briickengleichrichter nutzt beide Halbwellen des Wechselstroms, was zu einer effizienteren
Gleichrichtung fithrt als bei Einweggleichrichtern.

l@

Abbildung 9.22: Briickengleichrichter Schaltung. Schaltkreis eines Briickengleichrichters mit an-
gelegter Last R.

Wiéhrend jeder Halbwelle des Wechselstroms leiten zwei der vier Dioden und bilden einen Pfad fiir
den Stromfluss durch die Last. In der positiven Halbwelle leiten zwei Dioden den Strom in einer
Richtung (Abbildung 9.23 links) und in der negativen Halbwelle leiten die anderen beiden Dioden
den Strom in derselben Richtung durch die Last (Abbildung 9.23 rechts).

us [(~)

Abbildung 9.23: Strompfade im Briickengleichrichter. Links: Strompfad bei der positiven Halb-
welle der Eingangsspannung. Rechts: Strompfad bei der negativen Halbwelle der Eingangsspannung.

Im Folgenden sind die resultierenden Spannungen, als Folge der beiden zuvor gezeigten Strompfade,
dargestellt. Dieses Verhalten des Briickengleichrichters fithrt dazu, dass die Spannung iiber der Last
immer die gleiche Polaritét hat, was eine gleichgerichtete Ausgangsspannung erzeugt.
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Abbildung 9.24: Briickengleichrichter Signalverliufe. Verlauf der Eingangsspannung und Last-
spannung des Briickengleichrichters.

Die Ausgangsspannung hat deutlich kiirzere Unterbrechungen im Vergleich zu einem Einweggleich-
richter, was eine stabilere und glattere Gleichspannung zur Folge hat. Allerdings benttigt der Briicken-
gleichrichter mehr Dioden als ein Einweggleichrichter, was zu hoheren Kosten und einem grofleren
Spannungsabfall fiihrt.

m )

e Dioden werden in Gleichrichtern eingesetzt, um Wechselspannungen in Gleichspannun-
gen umzuformen.

¢ In Einweggleichrichtern wird nur eine Polaritdt der Halbwellen durchgelassen.

e Briickengleichter nutzen beide Polarititen der Eingangsspannung.

Reihen- und Parallelschaltung

Die Reihen- und Parallelschaltung von Dioden sind grundlegende Methoden zur Anpassung der elek-
trischen FEigenschaften von Schaltungen. Diese Konfigurationen werden hiufig verwendet, um die
Spannungs- und Stromanforderungen von Dioden in verschiedenen Anwendungen zu erfiillen.

¢ Reihenschaltung: In einer Reihenschaltung werden mehrere Dioden hintereinander geschaltet.
Die maximal zuléssige Gesamtspannung ergibt sich aus der Summe der Sperrspannungen der
einzelnen Dioden. Dies ermoglicht es, hohere Spannungen zu blockieren als mit einer einzelnen
Diode. Diese Konfiguration wird oft in Hochspannungsanwendungen eingesetzt.

e Parallelschaltung: In einer Parallelschaltung werden mehrere Dioden parallel geschaltet, wo-
bei die Anoden und Kathoden jeweils miteinander verbunden sind. Diese Konfiguration erhcht
die maximale Strombelastbarkeit, da der Strom durch die Dioden aufgeteilt wird. Diese Me-
thode wird oft verwendet, um den Strom zu verteilen und die Belastung einzelner Dioden zu
reduzieren.

Durch die Kombination von Dioden in Reihen- oder Parallelschaltungen konnen die elektrischen Ei-
genschaften der Gesamtschaltung gezielt angepasst werden, um spezifische Anforderungen zu erfiillen.
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9.2.2 Bipolartransistor

Der Bipolartransistor (engl.: BJT, bipolar junction transistor) ist ein wesentlicher Bestandteil vieler
elektronischer Schaltungen. Er besteht aus drei Schichten von Halbleitermaterialien mit wechselnder
Dotierung: dem Emitter (E), der Basis (B) und dem Kollektor (C). Die Funktionsweise eines Bipo-
lartransistors basiert auf der Steuerung des Stromflusses zwischen Kollektor und Emitter durch den
Basisstrom. Abhéngig von der Reihenfolge der Dotierung wird zwischen npn- und pnp-Transistoren
unterschieden. Die folgende Abbildung zeigt sowohl vereinfacht den Querschnitt, die Reprisentation
mittels Dioden gemif den pn-Ubergiingen und das jeweilige Schaltsymbol.

B B
[

E n | p | o _§ @_anJ
B B

B jD c Dj C
C C

B B

E E

Abbildung 9.25: Ubersicht Bipolartransistoren. Verecinfachte Darstellung des Querschnittes, Lo-
gik und Schaltzeichen von npn- und pnp-Transistoren.

9.2.2.1 Elektrisches Verhalten

Im Folgenden wird das elektrische Verhalten des héufiger verwendeten npn-Transistors anhand der
unterschiedlich dotierten Halbleiterschichten und des zugehoérigen Béandermodells betrachtet. Das
Verhalten ldsst sich entsprechend auch auf den pnp-Transistor iibertragen. Geméfi dem Aufbau bilden
sich zwischen den drei Schichten zwei pn-Ubergiinge. Das sperrende Verhalten der beiden Dioden im
unbeschalteten Zustand ist sowohl an der ausgebildeten Raumladungszone (RLZ) als auch der hohen
Energiedifferenz der Béander in den verschiedenen Bereichen zu sehen. Die unterschiedlichen Hohen des
zusammengesetzten Béndermodells lassen sich aus den Ferminiveaus der einzelnen Bereiche erkléren.
Im p-Bereich ist das Ferminiveau niedriger als im n-Bereich. Da das Ferminiveau iiber die einzelnen
Bereiche hinweg jedoch konstant ist, ergeben sich die gezeigten Stufen im Bindermodell.



KAPITEL 9.2: 301

n p n
® © " ® ©
e p © ®
® ® . P ®
Ea
9 s It S - Ferminiveau
By y ;

X

Abbildung 9.26: Verhalten unbeschalteter Bipolartransistor. Querschnitt eines unbeschalteten
npn-Transistors und zugehoriges Béandermodell.

Wird eine positive Spannung zwischen Kollektor und Emitter angelegt befindet sich der pn-Ubergang
zwischen Basis und Emitter in Durchlassrichtung, der Ubergang zwischen Basis und Kollektor ist
jedoch in Sperrrichtung, weshalb kein Stromfluss moglich ist. Die durch die Spannungsquelle bereit-
gestellten Ladungstriager reduzieren die RLZ zwischen Basis und Emitter. Umgekehrt erhthen die
abfliefenden Elektronen von der Kollektorseite die zugehorige RLZ. Zusétzlich ist in der folgenden
Abbildung die starke Verschiebung der Bénder aufgrund der angelegten Spannung zu sehen.
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Abbildung 9.27: Bipolartransistor mit Kollektor-Emitter-Spannung. Querschnitt eines npn-
Transistors und zugehoriges Béndermodell bei einer positiven Spannung zwischen Kollektor und
Emitter.

Durch das Anlegen einer zusétzlichen positiven Spannung zwischen Basis und Emitter wird die RLZ
in Richtung Emitter vollstdndig abgebaut. Die angelegte Spannung entspricht der Schleusenspan-
nung des pn-Ubergangs. Infolge dessen koénnen Elektronen vom Emitter in die Basis gelangen. Diese
Elektronen befinden sich unmittelbar vor der RLZ des Kollektor-Basis-Ubergangs, welcher in Durch-
lassrichtung liegt. Folglich werden die Elektronen durch das ausgebildete elektrische Feld beschleunigt
und koénnen den Halbleiter vollstindig durchqueren. Das durch die Elektronen einfach zu durchschrei-
tende Potenzialgefiille zwischen Basis und Kollektor ist zusétzlich auch im Béndermodell zu sehen.
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Abbildung 9.28: Beschalteter Bipolartransistor. Querschnitt eines npn-Transistors und zu-
gehoriges Bandermodell bei einer positiven Spannung zwischen Kollektor und Emitter sowie Basis
und Emitter.

e Bipolartransistoren weisen zwei pn-Ubergiinge auf.

e Es gibt drei Anschliisse: den Kollektor (C), die Basis (B) und den Emitter (E).

In der folgenden Abbildung sind die relevanten Stréme und Spannungen bei npn- und pnp-Transistoren
eingezeichnet. Die Spannungen werden {iiblicherweise auf das Emitterpotenzial bezogen und die
Strome in Richtung der Transistoren eingezeichnet. Beim npn-Transistor ergibt sich somit fiir den
Emitterstrom, welcher die Summe der beiden Teilstréme darstellt, ein negativer Wert.

UBE>0i< )iUCE>o UBE<oi< )iUCE<o

Abbildung 9.29: Stréme und Spannungen beim Bipolartransistor. Relevante Strome und Span-
nungen bei npn und pnp Transistor.

Um das elektrische Verhalten zu beschreiben, wird der Kollektor- und Emitterstrom sowie die beiden
zuvor genannten Spannungen betrachtet. Daraus ergeben sich vier Kopplungen: die Strome als Folge
der zugehorigen Spannungen sowie jeweils zwischen den beiden Strémen und den beiden Spannungen.
Zunéchst wird die Eingangskennlinie, der Basisstrom Ip als Folge der Basis-Emitter-Spannung Ugg,
betrachtet. Wie der folgenden Abbildung zu entnehmen ist, entspricht der Verlauf dem einer Dioden-
kennlinie. Die dargestellte Kennlinie ist reprisentativ fiir eine definierte Kollektor-Emitter-Spannung
Ucg, bei einer Variation dieser Spannung wird der Verlauf gestreckt bzw. gestaucht. Es wird dann
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auch vom Eingangskennlinienfeld gesprochen. Wie bereits von der Diodenkennlinie bekannt, kann
der differentielle Widerstand rgg iiber die Steigung im Arbeitspunkt bestimmt werden.
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Abbildung 9.30: Eingangskennlinie eines npn Transistors. Kennzeichnung von relevanten
Groflen.

e Die Eingangskennlinie Iy = f(Ugg) gleicht der einer Diode.

e Eine Anderung von Ucg fithrt zu einer Verschiebung der Kennlinie.

Bei der Ausgangskennlinie wird der Kollektorstrom I als Folge der Kollektor-Emitter-Spannung Ucg
betrachtet. Im aktiven Bereich ist der Einfluss von Ucg auf I kaum vorhanden und es kann von
einem linearen Zusammenhang ausgegangen werden. Bei realen Bauteilen ist der Verlauf flacher als in
der gezeigten Darstellung. Abhéngig vom Basisstrom ergibt sich das gezeigte Ausgangskennlinienfeld
(siehe Abbildung 9.31). Mittels der Steigung der Kennlinie kann der differentielle Widerstand rcg
bestimmt werden.

- =X (9.3)

Unterhalb des aktiven Bereichs, bei geringen Werten von Ucg, sind beide Dioden in Durchlassrichtung
geschaltet und der Transistor geht in Séttigung mit einem sinkenden Kollektorstrom. Werden die
Kennlinien bis in den negativen Bereich links von der y-Achse verldngert, schneiden sich diese an
einem Punkt auf der x-Achse. Die zugrunde liegende Abhéngigkeit wird als Early-Effekt bezeichnet
und die Spannung entsprechend Early-Spannung (Ugasy)-
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Abbildung 9.31: Ausgangskennlinienfeld eines npn Transistors. Kennzeichnung von relevanten
Bereichen und Grofien sowie grafische Ermittlung der Early-Spannung.
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e Die Ausgangskennlinie stellt Ic = f(Ucg) dar.

e Im aktiven Bereich flacht der Verlauf ab, der Einfluss von Ucg auf I¢ sinkt.

e 3 beeinflusst die Hohe der Kennlinie.

Ein weiterer Zusammenhéng betrachtet die Auswirkung des Steuerstrom Iy auf I¢. Die Darstel-
lung wird folglich als Stromsteuerungskennlinienfeld bezeichnet. Es ergibt sich die Kenngrofle der
Gleichstromverstéirkung B sowie der differentielle Stromverstiarkungsfaktor 8 im Arbeitspunkt.

B=1 (9.4)
Aic
g =5 (95)

Im letzten Fall, dem Riickwirkungskennlinienfeld, wird der Zusammenhang zwischen Ugg und Ucg
betrachtet. Die Kopplungen sind abhingig vom eingestellten Basisstrom. Analog zur Beschreibung
beim Strom kann bei den Spannungen die differentielle Gleichspannungsverstirkung D im Arbeits-

punkt betrachtet werden.
- AUBE

= Nucs (9.6)

Beim Zusammenfiihren der vier Kennlinienfelder ergibt sich das folgende Vierquadranten-Kennlinien-
feld (siehe Abbildung 9.32). Die Darstellung aller Kopplungen erméglicht es beispielsweise, eine gra-
fische Uberfithrung eines gewiinschten Arbeitspunktes am Ausgang auf den Eingang zu iiberfiihren
und die dafiir notwendigen Parameter zu ermitteln.
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Abbildung 9.32: Vierquadrantenkennlinienfeld eines npn Transistors. Darstellung aller rele-
vanten Bereiche und Groéfien.

Die differentiellen Grofien zur mathematischen Beschreibung im Arbeitspunkt werden auch Kleinsi-
gnalparameter genannt. Mittels der Kleinsignalparameter konnen die folgenden Gleichungen aufge-
stellt und in einem Ersatzschaltbild dargestellt werden. Dieses kann fiir den Kleinsignalbetrieb bis
ca. 1 MHz genutzt werden.

UBg = TBE "B + D - uck (97)
. . u
ic =B ig+ —= (9.8)

TCE
B—1 > Bo—
1B B
TBE
UBE D - ucg LQ UBE TBE UCE

Abbildung 9.33: Ersatzschaltbild eines Bipolartransistors. Links: vollstindiges Kleinsignaler-
satzschaltbild mit allen relevanten Komponenten und Groéflen. Rechts: Vereinfachung durch Ver-
nachléssigung der differentiellen Stromverstéirkung.

Da D typischerweise sehr klein ist, kann die Spannungsquelle in der Regel vernachléssigt werden.
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e Das Vierquadrantenkennlinienfeld zeigt die Strom-Spannungs-Kennlinien am Ein- und
Ausgang sowie die Kopplungen dazwischen.

e Mittels der differentiellen Gréflen kann das Ersatzschaltbild aufgestellt werden.

9.2.2.2 Arbeitspunkt und Kleinsignalverhalten

Zur Bestimmung des Arbeitspunktes und der dafiir notwendigen Parameter kénnen die zuvor gezeig-
ten Kennlinienfelder genutzt werden. Dazu betrachten wir im folgenden Beispiel die in Abbildung
9.34 dargestellte Schaltung.

Beispiel 9.1 <

Die Versorgungsspannung Uy betrigt 20 V. Uber den Widerstand R, der einen ohmschen
Verbraucher représentiert, soll die halbe Versorgungsspannung anliegen und ein Strom von

10mA fliefen.
Ry Rc
O

Uce
Use
O O
L

Abbildung 9.34: Beispiel einer Transistorschaltung zur Bestimmung von relevanten
Parametern. Mit dieser Schaltung lassen sich die relevanten Parameter bestimmen.

Im ersten Schritt kann die Widerstandsgerade, ausgehend von der Betriebsspannung, in
das Ausgangs- kennlinienfeld eingezeichnet werden. Der zweite notwendige Punkt stellt den
gewiinschten Arbeitspunkt A dar. Von diesem Punkt ausgehend kann der Arbeitspunkt in die
anderen Quadranten iibertragen werden.




KAPITEL 9.2:

307

Iy in pA

IginpA 100

Ucg =5V

Ausgang (bei: Iy = 20 uA):

Stromsteuerung;:

Eingang;:

Riickwirkung;:

Ig in pA

Abbildung 9.35: Vierquadrantenkennlinienfeld mit Arbeitspunkt A. Darstellung aller
relevanten Bereiche und Groéfen inklusive Arbeitspunkte.

In den jeweiligen Quadranten ergeben sich die folgenden Arbeitspunkte und Kenngroflen.

Ucg =10V
IC = 10mA
Urc Uy/2 10V
Rc = = = = 10002
© IRC Ic 10mA
Ic = 10mA
IB =25 /J,A
1 1
_le _10mA_
IB 25 ,uA
IB =25 MA
Ugg = 0,72V
Upv Uy —Ugg 20V —0,72V
v IRV IB 25 ,U,A ’
Ugg = 0,72V
Ucg =10V
p-Use 072V _ 0,072

" Ucg 10V
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Bei Schwankungen des Basisstroms, sei es durch ein analoges Eingangssignal oder auch Stérungen,
konnen sich die daraus resultierenden Arbeitspunkte bzw. Bereiche ebenso iiber das Vierquadranten-
Kennlinienfeld darstellen lassen. Das Verhalten ist in der folgenden Abbildung zu sehen. Eine Erho-
hung der Basis-Emitter-Spannung (Ugg) bewirkt ebenso eine Erhohung des Basisstroms (Ig), gemifl
der Kopplung iiber die Stromsteuerungskennlinie steigt auch der Kollektorstrom (I¢), lediglich die
Kollektor-Emitter-Spannung (Ucg) sinkt in diesem Beispiel.

Ucg =5V

w
S
Ig in pA

N oy R B

20
«—30
R\40

Ig in pA

Abbildung 9.36: Vierquadrantenkennlinienfeld bei AC Eingangssignal. Darstellung aller re-
levanten Bereiche und Gréfen.

9.2.2.3 Aufbau

Bisher wurde der Bipolartransistor geméfl der linken Seite in Abbildung 9.37 gestapelt dargestellt,
wobei die verschieden dotierten Gebiete direkt {ibereinander liegen und die Basis in der Mitte. Diese
vereinfachte Darstellung ist in der Realitdt nicht direkt umsetzbar, da die verschiedenen Dotierungen
nacheinander in eine Fliche eingebracht werden. Entsprechend kénnen die unteren Schichten geméf
der linken Darstellung nicht direkt elektrisch kontaktiert werden. Eine typische Realisierung ist rechts
in Abbildung 9.37 zu sehen. In einen n-dotierten Halbleiter wird nachtréglich ein p-dotierter Bereich
fir die Basis eingebracht. Innerhalb dieser p-Wanne folgt das Einbringen weiterer Dotieratome, wo-
durch eine kleinere n-Wanne fiir den Emitter entsteht. Der gewiinschte Schichtaufbau mit n-p-n ist
somit unterhalb des Emittergebietes zu sehen. Die verschiedenen Gebiete konnen mittels leitender
Verbindungen an der Oberfliche elektrisch kontaktiert werden.
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Abbildung 9.37: Aufbau npn-Bipolartransistor. Links: Idealer schematischer Aufbau eines npn-
Bipolartransistors, angelehnt an dessen Schaltbild. Rechts: Realer Aufbau eines planaren npn-
Transistors.

9.2.2.4 Anwendung/Grundschaltungen

Grundschaltungen

Bei Bipolartransistoren wird zwischen drei Grundschaltungen unterschieden: Emitter-, Kollektor-
und Basisschaltung. Die Namensgebung erfolgt gem#fl des Bezugspotentials der Ein- und Ausgangs-
spannung.

Abbildung 9.38: Grundschaltungen npn-Bipolartransistor. V.l.n.r.: Emitter-, Kollektor- und
Basisschaltung.

Die héufigste Verwendung findet die bisher gezeigte Emitterschaltung, bei der der Transistor als
invertierender Verstédrker genutzt wird. Das invertierende Verhalten bezieht sich auf eine Phasen-
drehung von -180° des Ausgangssignals zum Eingangssignal. In der folgenden Abbildung werden die
zugehorigen Ersatzschaltbilder dargestellt, die daraus resultierenden Eingeschaften sind in Tabelle
9.3 zusammengefasst. Der differentielle Widerstand rcg liegt parallel zur Stromquelle S - ig. Da er
sehr grof ist, wird er in der vereinfachten Betrachtung nicht beriicksichtigt.
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le B C iq e E C
: : : b @3 ~ip|  la
O ] Ol O w <l
B-ip
E & E L B L

Abbildung 9.39: Ersatzschaltbilder der Grundschaltungen. V.l.n.r.: Emitter-, Kollektor- und
Basisschaltung von npn-Transistoren.

Eigenschaft Emitterschaltung | Kollektorschaltung | Basisschaltung
Eingangswiderstand 7, mittel 1k grofl > 100k klein 50 2
Ausgangswiderstand r, mittel 10kS) klein 50 Q grof} 100 k2
Stromverstarkung v; grof} 100 grof3 100 klein < 1
Spannungsverstarkung v, | groff 100 klein < 1 grof3 100
Leistungsverstiarkung v, sehr grof§ 1k grof3 100 grof3 100
Phasendrehung ¢, gegenphasig 180° gleichphasig 0° gleichphasig 0°

Tabelle 9.3: Elektrische Eigenschaften von Grundschaltungen. Typische Werte der elektrischen
Eingeschaften verschiedener Grundschaltungen von npn-Transistoren.

Transistor als Schalter

Sollen kleine elektrische Leistungen kontaktlos und schnell geschaltet werden, kann ein Bipolartran-
sistor verwendet werden. Dieser nimmt zwei verschiedene Zusténde ein: leitend und sperrend in der
Kollektor-Emitter-Strecke. Im leitenden Fall ist die Strecke C-E niederohmig und stellt einen ge-
schlossenen Schalter dar, im sperrenden Fall entsprechend umgekehrt. Der Zustand kann {iber die
Basis-Emitter-Strecke gesteuert werden, es ergibt sich eine Emitterschaltung. Die folgende Abbildung
zeigt die zugehorige Schaltung und die Spannungsverlaufe.

Uv Ua

Uce

Usk

Ucr

Abbildung 9.40: Transistor als Schalter. Links: Schaltbild mit Lampe als Verbraucher in der
Kollektor-Emitter-Strecke. Rechts: Spannungsverlaufe mit Ucg als Folge von Ugg.

Im Vergleich zu einem elektromechanischen Schalter in Form eines Relais weisen Transistoren
einen deutlich kleineren Bauraum und geringeren Preis auf. Durch den kontaktlosen Aufbau
tritt zudem kein Kontaktprellen auf, was zu einer hoheren Lebensdauer fiihrt.
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Darlington Transistor

Ist die notwendige Stromverstarkung eines einzelnen Transistors zu gering, besteht die Moglichkeit,
einen Darlington-Transistor bzw. eine Darlington-Schaltung einzusetzen. Diese basiert auf zwei Tran-
sistoren, wobei der Emitter des ersten Transistors die Basis des zweiten Transistors speist. Ndherungs-
weise ist die resultierende Stromverstarkung das Produkt der einzelnen Verstdrkungen:

B~ B, - By (9.9)

Ty

E

Abbildung 9.41: Darlington Transistor. Schaltung und Schaltsymbol eines npn-Darlington-
Transistors.



312 GET it digital Modul 9: Halbleiterbauelemente

9.2.3 Feldeffekttransistor

Neben dem Bipolartransistor gibt es einen weiteren weit verbreiteten Transistortyp, den sogenannten
Feldeffekttransistor (FET). Sein Funktionsprinzip unterscheidet sich grundlegend vom Bipolartran-
sistor. Wihrend beim Bipolartransistor ein pn-Ubergang durch einen Steueranschluss in den leiten-
den Zustand versetzt wird, beeinflusst beim Feldeffekttransistor ein elektrisches Feld die Verteilung
der freien Ladungstriger im Halbleiter. Dadurch wird der Widerstand im Bauelement veréndert.
Beim FET werden die drei Anschliisse Gate (G), Source (S) und Drain (D) genannt. Das auch als
Steuerelektrode bekannte Gate, das das elektrische Feld beeinflusst, kann unterschiedlich ausgefiihrt
sein, was zu verschiedenen Transistortypen fiihrt. Die folgende Abbildung zeigt eine Ubersicht der
verschiedenen Transistortypen, einschliefllich Bipolartransistoren. Bei den FETs wird hauptséchlich
zwischen drei Typen unterschieden: Sperrschicht-FETs (JFETSs), selbstleitende MOSFETs (Anrei-
cherungstyp) und selbstsperrende MOSFETSs (Verarmungstyp). Der Zusatz MOS steht fiir Metall-
Oxid-Semiconductor, den urspriinglichen Schichtaufbau der Steuerelektrode.

Transistortypen
bipolar Transistoren Feldeffekttransistoren
| |
Sperrschicht FET
npn pup JFET MOS|FET
— | \

Anreicherung Verarmung

n-Kanal p-Kanal selbstsperrend selbstleitend

e

e

Abbildung 9.42: Transistortypen. Ubersicht der géngigsten Transistortypen, sowohl bipolarer Tran-
sistoren als auch unipolarer Feldeffekttransistoren(FETSs). Bei FETs wird zwischen JFETs und MOS-
FETs (selbstsperrend und selbstleitend) unterschieden, wobei bei jeden Typen zwischen n- und
p-Kanal unterschieden wird.

9.2.3.1 Elektrisches Verhalten

Das allgemeine elektrische Verhalten von FETs unterscheidet sich stark von dem der bisher behandel-
ten Bipolartransistoren, bei denen ein Basisstrom den Laststrom steuert. Dadurch wird eine geringere
Leistung als beim Bipolartransistor benétigt. Beim FET wird geméifi dem Aufbau, der Widerstand
des Strompfades durch eine an das Gate angelegte Spannung und dem dadurch erzeugten elektrischen
Feld gesteuert. Der Stromfluss wird somit leistungslos gesteuert.

Im Folgenden wird exemplarisch die Funktionsweise eines selbstsperrenden n-Kanal MOSFETSs ge-
nauer betrachtet. Die notwendigen Spannungen werden nicht mit Bezug zu Source, sondern zum
vierten Anschluss Bulk (B) dargestellt. Dieser Anschluss ist bei Transistoren in der Regel bereits mit
Source verbunden, weshalb sie gleichgesetzt werden konnen. Fiir das Verstdndnis und die resultie-
renden elektrischen Felder wird er separat aufgefiihrt.
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1. Ohne angelegte Gate-Spannung (Ugs =0V)

Wenn keine Spannung zwischen Gate und Source (Ugs) anliegt, bilden sich an den pn-Ubergingen
Raumladungszonen, auch Verarmungszonen genannt. Es gibt keine freien Ladungstriger im Kanal-
bereich zwischen Drain und Source, weshalb kein Stromfluss moglich ist.

Gate (G)

Source (S) Drain (D)

Verarmungszone

Bulk (B)

Abbildung 9.43: Sperrbereich n-Kanal MOSFET. Querschnitt eines n-Kanal MOSFETSs (selbst-
sperrend) ohne angelegte Spannungen.

2. Positive Gate-Spannung (Ugs > Uip)

Wird eine positive Spannung zwischen Gate und Source angelegt, die grofer als die Schwellenspan-
nung (Uiy) ist, zieht das elektrische Feld Elektronen aus dem p-dotierten Substrat in die Nidhe des
Gate-Oxids, was zur Bildung eines leitfihigen Kanals fiihrt. Die sogenannte Inversionszone beinhaltet
eine Anreicherung von freien Ladungstréigern mit entgegengesetztem Vorzeichen zu den primér in der
Halbleiterschicht vorherrschenden Ladungstrigern.

Inversionszone

Abbildung 9.44: Ohmscher Bereich n-Kanal MOSFET. Querschnitt eines n-Kanal MOSFETSs
(selbstsperrend) mit angelegter Gate-Source-Spannung grofier als der Schwellenspannung.

3. Stromfluss (Ups > 0V)

Sobald ein n-Kanal gebildet ist, kann eine Spannung zwischen Drain und Source (Upg) angelegt
werden, um einen Stromfluss zu erzeugen. Die Elektronen bewegen sich vom Source zum Drain,
wodurch ein Stromfluss (Ip) entsteht. Bei kleinen Upg liegt der MOSFET im linearen Bereich, wobei
der Stromfluss Ip proportional zu Upg ist. Das Verhalten dhnelt einem Widerstand. Bei hoheren
Ups erreicht der MOSFET den Séttigungsbereich, in dem I weitgehend unabhiingig von weiteren
Erh6hungen von Upg wird. Der Stromfluss wird primér durch Ugg gesteuert.
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T UDS,sat = UGS - Uth
DS . s .
linearer Séttigungsbereich
Bereich

Ugs

Ups

Abbildung 9.45: Ausgangskennlinienfeld n-Kanal MOSFET. Ausgangskennlinienfeld eines n-
Kanal MOSFETs (selbstsperrend) mit dem linearen Bereich und Séttigungsbereich. Drainstrom als
Folge der Drain-Source-Spannung bei verschiedenen Gate-Source-Spannungen.

Die Séttigung wird dadurch hervorgerufen, dass bei hoher Spannung die freien Ladungstriger aus
dem Kanal verdrangt werden und der Kanal abgeschniirt wird. Die Ladungstriger kénnen diesen
Bereich noch durchqueren, jedoch ist keine weitere Steigerung von Ip durch Upg méglich.

Source (S) Gate (G) W
® ® O ®
nt & ot @
. o . ©
+ ®

p-Substrat .

Uas

Ups
N

D

Bulk (B)

Abbildung 9.46: Sdttigungsbereich n-Kanal MOSFET. Querschnitt eines n-Kanal MOSFETSs
(selbstsperrend) mit angelegter Spannung Ugs und Upg.

e MOSFETS besitzen drei Anschliisse: Gate(G), Source(S) und Drain (D).

e Das elektrische Verhalten wird leistungslos gesteuert.

e Durch Ugg erfolgt eine Inversion der Ladungstriger unterhalb des Gates.

Nach der detaillierten Betrachtung des selbstsperrenden n-Kanal MOSFETSs, wird in der folgen-
den Tabelle eine Zusammenfassung weiterer Arten von Feldeffekttransistoren bereitgestellt. In der
Ubersicht wird die Eingangskennlinie mit Ip als Funktion von Ugg und das Ausgangskennlinienfeld
mit Ip als Funktion von Upg bei verschiedenen Werten von Ugg dargestellt. Die einzelnen Verldufe
unterscheiden sich in den Vorzeichen der Strome und Spannungen, abhéngig von der jeweiligen Dotie-
rung. Zusétzlich unterscheiden sich die verschiedenen Typen iiber die Grofle der Schwellenspannung

Uin.
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Type Symbol Eingangskennlinie Ausgangskennlinienfeld
D Ip Ip
Ucs T
n-Kanal JFET
G
S Uan Ucs i
ID ID
D - f
Un Ucs Ups
p-Kanal JFET
|Uas
S
ID ]D

n-Kanal MOSFET
o

Lo

selbstsperrend
S Ush Ucs Ups
D IID IDT
}J th |Ucs Upbs
p-Kanal MOSFET J
selbstsperrend G :t‘ l Uas
S
D ID ID
n-Kanal MOSFET J UGST
selbstleitend G
S Utn Uas Ups
ID ID
D " f
Un Uss Ubs
p-Kanal MOSFET J
selbstleitend G l Uas
S

Tabelle 9.4: Ubersicht Feldeffekttransistoren. Elektrisches Verhalten (Eingangskennlinie und
Ausgangskennlinienfeld) verschiedener Feldeffekttransistoren.



316 GET it digital Modul 9: Halbleiterbauelemente

e Die Dotierung des Kanals gibt die notwendigen Vorzeichen der Stréme und Spannungen
am Transistor vor.

e Die Eingangskennlinien kénnen durch die Lage der Schwellenspannung Uy, unterschieden
werden.

9.2.3.2 Aufbau

Im vorherigen Abschnitt wurde bereits schematisch der Querschnitt eines n-Kanal MOSFETSs gezeigt.
Fiir viele Anwendungen und Logikschaltungen sind zusétzlich auch p-Kanal MOSFETSs notwendig.
Beide komplementiren Varianten lassen sich mit dem gleichen Ausgangsmaterial realisieren, es wird
dann von CMOS-Technik (engl.: Complementary Metal-Oxide-Semiconductor) gesprochen. Im ersten
Schritt der Herstellung muss fiir den p-Kanal MOSFET (PMOS) lokal eine n-Dotierung erfolgen, der
restliche Aufbau entspricht dem eines n-Kanal MOSFET (NMOS) mit komplementéirer Dotierung.
Obwohl das M in MOSFET urspriinglich fiir Metall steht, ist das Gate-Material heutzutage heutzuta-
ge aus fertigungstechnischen Griinden in der Regel aus leitfahigem Polysilizium. Die Elektroden und
die Verschaltung der Gebiete und des Gates erfolgen beispielsweise mittels Aluminiumstrukturen.

Abbildung 9.47: Querschnitt CMOS Struktur. Integration eines PMOS und NMOS in gemein-
samen p-dotierten Silizium-Substrat.

Die folgende Abbildung zeigt den moglichen Querschnitt eines n-Kanal JEETs. Im direkten Vergleich
zum MOSFET ist der Aufbau, durch den Verzicht auf die Isolationsschicht am Gate deutlich einfacher.
Obwohl die Funktionsweise eines MOSFETS frither beschrieben wurde, konnte der JFET aufgrund
des einfacheren Aufbaus etwa 15 Jahre frither gefertigt werden. Die hochdotierten n*-Gebiete dienen
zur besseren Kontaktierung des n-Kanals und sind nicht zwingend erforderlich. Wesentlich sind somit
nur drei dotierte Bereiche notwendig und deren elektrische Kontaktierung: Der n-Kanal mit Drain-
und Source-Anschluss sowie das p-dotierte Gate ober- und unterhalb des Kanals.



KAPITEL 9.2: 317

Al

A |

Kanalbreite

I

p-Substrat
Al

G

Abbildung 9.48: Querschnitt n-Kanal JFET. Allgemeiner Aufbau eines n-Kanal JFETs mit do-
tierten Gebieten und notwendigen Elektroden.

e CMOS-Technik kombiniert komplementéire MOSFETSs in einem Bauteil.

o JFETS weisen den einfachsten Aufbau von FETs auf.

9.2.3.3 Anwendungen/Grundschaltungen

Steuerbarer Widerstand

Durch den Betrieb des MOSFETSs im linearen Bereich weist dieser einen variablen Widerstandswert
auf, der elektronisch gesteuert werden kann. Der einstellbare Wert kann als Steuerelement fiir kom-
pliziertere elektronische Schaltungen verwendet werden. Ein wichtiger Vorteil bei der Verwendung
eines solchen Transistors liegt darin, dass das Steuersignal sehr gut von den Widerstandsklemmen
isoliert ist. In der folgenden Abbildung ist gezeigt, wie im einfachsten Fall ein MOSFET als steu-
erbarer Widerstand in einem Spannungsteiler dient, sowie eine allgemeine Darstellung der dadurch
reprasentierten Schaltung. Es ist zu beachten, dass die gezeigte Schaltung nur einen sehr begrenzten
Einsatzbereich aufweist. Griinde dafiir sind die begrenzte Linearitét des Transistors, dessen geringer
Widerstand sowie der Einfluss des Widerstandes R auf Upg.

— . . . .
R D R

()L oo - Ups ()L Uy Ups
o

Abbildung 9.49: MOSFET als steuerbarer Widerstand. Links: Spannungsteiler mit MOSFET
als steuerbares Element. Rechts: Spannungsteiler mit Représentation des MOSFETSs als steuerbarer
Widerstand.
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Der ohmsche Widerstand eines MOSFETSs kann durch Ugg gesteuert werden, der Durchgangs-
widerstand ist allerdings gering und der Wertebereich sehr schmal.

Schalter

Ein MOSFET kann als Schalter betrieben werden, indem die Spannung Ugs gesteuert wird. Im
eingeschalteten Zustand wird eine ausreichend positive Spannung (fiir n-Kanal MOSFETS) an das
Gate angelegt, wodurch ein leitfihiger Kanal zwischen Source und Drain entsteht. Dadurch kann
Strom durch den Transistor und die in Reihe geschaltete Last flieen. Im ausgeschalteten Zustand
wird Ugg reduziert, was den leitfahigen Kanal entfernt und den Stromfluss stoppt.

Uv UV

Ry,

Abbildung 9.50: MOSFET als Schalter. Links: Schaltung mit MOSFET als steuerbaren Schalter.
Rechts: Ersatzschaltbild mit der Repréasentation des MOSFETSs als Schalter.

Der grofie Vorteil von MOSFETSs in diesem Szenario ist ihre hohe Schaltgeschwindigkeit, der
niedrige Widerstand im leitenden Zustand sowie der hohe Eingangswiderstand am Gate.

Typische Anwendungen fiir MOSFETSs als Schalter sind Schaltnetzteile, Motorsteuerungen, Logik-
schaltungen und allgemein als Ersatz fiir Relais. Der Arbeitsbereich liegt dabei jeweils im S&ttigungs-
bereich.

Inverter

Wie bereits im Abschnitt Aufbau beschrieben, beinhalten CMOS-Strukturen sowohl p-Kanal als auch
n-Kanal MOS-Transistoren. Ein typisches darauf basierendes Grundelement ist ein Inverter, auch
bekannt als NOT-Gatter. Das Eingangssignal F wird auf die parallel geschalteten Gates gefiihrt. Als
Ausgangssignal dient das Potenzial zwischen den in Reihe geschalteten Drain-Source-Strecken. Die
Schaltung ergibt sich gem#fl Abbildung 9.51 links. Es ergeben sich die beiden folgenden Zusténde:

1. Eingangssignal 0V (low):

e Transistory (T3) ist leitend, da Uggs negativ ist.
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e Transistory (T1) ist sperrend, da Ugsy null ist.
e Der Strom kann von der Versorgungsspannung durch 75 zum Ausgang flieBen bzw. an Q liegt
5V an (high Signal).
2. Eingangssignal 5V (high):

e T5 ist sperrend, da Ugge null ist.
o T ist leitend, da Uggy positiv ist.

e Der Strom kann von dem Ausgang durch 7} zum Ground flielen bzw. an Q liegt 0V an (low

Signal).
Ua A
5V. ideal
real

Uas2 AV ﬁ

3V
Fo——1

2V.

Uasi 1V L
oV. >

ov 1v 2V 3V 4V 5V

i o0V U,

Abbildung 9.51: MOSFET als Inverter. Links: Schaltkreis eines CMOS Inverters. Rechts: Span-
nungskennlinie mit realem Ausgangssignal (blau) und idealem Ausgangssignal (griin).

Geméfl dem beschriebenen Verhalten ergibt sich ein diskretisiertes Ausgangssignal, das invers zum
Eingangssignal ist (siehe Abbildung 9.51 rechts). Es ist zu beachten, dass das gewiinschte Verhalten
nur bei Spannungen nahe 0V bzw. der Versorgungsspannung zuverldssig eintritt. Bei beispielsweise
der halben Versorgungsspannung ist der Wert des Ausgangssignals nicht genau definiert und die
Transistoren kénnen sowohl leitend als auch sperrend sein bzw. einen Zustand dazwischen annehmen.
Zusiatzlich ist dieser Zustand zu vermeiden, da die Versorgungsspannung kurzgeschlossen wird und
ein grofler Stromfluss moglich ist.
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Modul 10

Operationsverstarker

10.1 Einfiihrung, Aufbau und Funktionsweise von Operati-
onsverstirkern

Im vorherigen Modul wurde erldutert, wie mit Hilfe von ein- und mehrstufigen Transistorverstarkern,
Signale mit geringen Eingangsamplituden verstérkt werden konnen. Diese Verstéarkerschaltungen wur-
den vor allem in der Mess-, Steuer- und Regelungstechnik eingesetzt und bis in die 1950er Jahre dis-
kret aus Elektronenrohren oder Transistoren aufgebaut. Die Entwicklung der ,,integrated curcuits*
ermoglichte ab Ende der 1960er Jahre die Miniaturisierung von Schaltungen und dadurch die Be-
reitstellung von modularen Bausteinen fiir die Hardwareentwicklung. Dies galt auch fiir die in den
1940er Jahren entwickelte Differenzverstérker, die aufgrund ihres zunéchst sehr verbreiteten Einsatzes
in Analogrechnern auch als ,operational amplifier“ (zu deutsch ,Operationsverstirker“ von ,Ope-
rator“) bezeichnet werden. Die Grundlagen zum Thema ,,Operationsverstirker“ werden in diesem
Modul vermittelt.

Es sollen im Rahmen dieses Kapitels folgende Kompetenzen erworben werden:

Lernziele: Operationsverstirker

Die Studierenden konnen

e den Aufbau eines einfachen Operationsverstiarkers angeben.

e das Funktionsprinzip eines Operationsverstérkers erldutern.

10.1.1 Awufbau und Funktionsweise

Operationsverstirker (auch kurz als OPV oder OpAmp bezeichnet) zeichnen sich dadurch aus, dass
sie als Universalverstiarker aufgebaut sind und ihre Funktion mafigeblich durch &uflere Beschaltung
bestimmt wird. So lassen sich mit dem gleichen Baustein Spannungen verstirken, Rechenopera-
tionen wie Additionen, Subtraktionen oder Integrationen durchfithren und Signale schalten. Solche
Operationalverstéirker sind beispielsweise in der Mess- und Regelungstechnik, der Signalverarbeitung
und der Signalformung unerlésslich. Im Folgenden ist ein aus diskreten Transistoren aufgebauter
Operationsverstiarker und ein integrierter Schaltkreis dargestellt. Durch die direkte Kopplung der
Verstérkerstufen kénnen Operationsverstiarker Gleich- und Wechselspannungen verstéirken und wer-
den aus diesem Grund der Gruppe der Gleichspannungsverstirker zugeordnet.
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Abbildung 10.1: Diskret aufgebauter Operations- Abbildung 10.2: Operationsverstirker monoli-
verstirker (quetie: Analog Devices, Wikipedia, Lizenz cc-BY-sa) thisch in Dual in-line package (DIP) (Quelle: Wollschaf,

Wikipedia, (GNU-Lizenz fiir freie Dokumentation — mit Namensnennung))

Die Funktionsweise lidsst sich gut an einem vereinfachten Ersatzschaltbild erkldren (siehe Abbil-
dung 10.3). In dieser Abbildung ist ein vereinfachtes Ersatzschaltbild eines OPVs aus Bipolartran-
sistoren dargestellt. Heute werden Operationsverstirker vermehrt aus Feldeffekttransistoren (FET)
aufgebaut. Die Umsetzung der Verstérkerschaltungen mit FETs erfolgt aber sehr &hnlich zu Bipolar-
transistoren, weswegen die Funktionsweise hier mit einer Art von Transistoren gezeigt werden soll.
Die NPN-Transistoren 77 und 7% sind identisch und bilden den Eingang des Operationsverstirkers.
Zwischen dem mit ,,+“ gekennzeichneten Eingang und dem mit ,,-* gekennzeichneten Eingang wird
die zu verstiirkende Differenzspannung Upig angelegt!. Die Eingéinge werden als nicht-invertierender
FEingang ,,+“ und invertierender Eingang ,-“ bezeichnet. Dieser Differenzverstéirker am Eingang des
OPVs ist in Abbildung 10.3 rot umrandet. Der Transistor 75 funktioniert durch die Verschaltung
mit den Dioden D; und Dy wie eine Stromquelle. Die zwei Dioden sorgen fiir eine Regulierung der
Basis-Spannung an T3 (dieser Teil der Schaltung ist lila markiert).

Wenn die nicht-invertierte Eingangsspannung steigt (A), sinkt der Widerstand des Transistors T5.
Dies fiihrt zu einer Reduktion der Spannung an dessen Kollektor und zu einem Anstieg am Emit-
ter (B). Da die Basis des Transistors Ty mit dem Kollektor von T5 verbunden ist, verursacht dies
einen entsprechende Spannungsreduktion an der Basis von Ty (C). Infolgedessen wird der Kollektor-
Emitter-Pfad des PNP-Transistors T, hochohmiger, so dass mehr Strom durch den Lastwiderstand
Ry, flieit (D). Dadurch erhéht sich der Spannungsabfall iiber Ry, und somit die Spannung am Ausgang
Ua (die Ausgangsstufe des Verstirkers ist gelb markiert).

1Alle in diesem Modul vorkommenden Stréme und Spannungen kdnnen zeitlich verdnderlich sein und werden im
Folgenden nur aufgrund der Ubersichtlichkeit nicht mit Ug,a /“_(t) sondern mit U, ... bezeichnet
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Abbildung 10.3: Verhalten eines vereinfachten Operationsverstirkers bei Anlegen einer positiven Dif-
ferenzspannung am Eingang. Die blauen Pfeile geben an, wie sich das Potential am Schaltungsknoten
ggil. eines ausgeglichenen Eingangs Up;g = 0 verschiebt.

Erhoht sich dagegen die invertierte Eingangsspannung, verringert sich der Widerstand im Kollektor-
Emitter-Pfad des Transistors T; (siehe Abbildungen 10.4). Dies fiihrt zu einer Verringerung der
Spannung am Kollektor von 77 und einer gleichzeitigen Erhchung am Emitter. Da die Emitter von
T1 und T, miteinander verbunden sind, steigt auch die Spannung am Emitter von 75 an. Dadurch
verringert sich die Spannungsdifferenz zwischen Basis und Emitter von T, wodurch sein Kollektor-
Emitter-Pfad hochohmiger wird. Infolgedessen steigt die Spannung am Kollektor von T an, wodurch
sich die Basisspannung von T erhoht. Dadurch wird der Transistor Ty resistiver, was den Stromfluss
durch den Widerstand Ry, verringert und in der Folge die Spannung an Ry, absenkt. Die Ausgangs-
spannung dieses Operationsverstirkers kann so zwischen +Upg und —Ug gesteuert werden.

+Us

H] D2
O —UB

Abbildung 10.4: Verhalten eines vereinfachten Operationsverstéirkers bei Anlegen einer negativen Dif-
ferenzspannung am Eingang. Die blauen Pfeile geben an, wie sich das Potential am Schaltungsknoten
ggii. eines ausgeglichenen Eingangs Up;g = 0 verschiebt.

In dieser Schaltung sind bereits einige wichtige Eigenschaften des reellen Operationsverstéirkers ab-
lesbar:
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1. Die eingangsseitige Stromaufnahme des Verstérkers ist abhéingig von den Transistoren
Ti und T5. Diese Stromaufnahme ist in der Regel sehr gering und betrigt einige nA
bis einige hundert pA. Die geringe Stromaufnahme ergibt sich durch die hochohmige
Kollektoreschaltung der beiden Eingangstransistoren.

2. Die Verstiarkung ist durch die Versorgungsspannung nach oben und unten begrenzt.

3. Der verfiighbare Ausgangsstrom ist durch die Betriebsspannungsquelle und den Transistor
Ty vorgegeben.

10.2 Modellierung und charakteristische Groéfien

Der vereinfachte Schaltplan des vorherigen Kapitels eignet sich zwar gut um die interne Funkti-
onsweise zu illustrieren, ist fiir die Darstellung in groferen Schaltkreisen allerdings ungeeignet. Um
Schaltpléne iibersichtlicher zu gestalten werden Operationsverstérker in der Regel durch ein Norm-
symbol dargestellt. Der interne Aufbau des Verstirkers wird vernachlissigt und diesem allgemeinen
Verstérker charakteristische Eigenschaften zugeordnet. Ahnlich wie bei dem Transistorsymbol kann
so der Operationsverstéirker in einer Schaltung vereinfacht dargestellt werden kann.

Es sollen im Rahmen dieses Kapitels folgende Kompetenzen erworben werden:

Lernziele: Operationsverstirker

Die Studierenden konnen

e Unterschiede zwischen dem vereinfachten Operationsverstéirkermodell und realen Ope-
rationsverstéarkern beschreiben.

e Wichtige Bereiche der Operationsverstéirkerkennlinie angeben.

Im Schaltungselement in Abbildung 10.5 (links) ist der invertierende Eingang, der nicht-invertierende
Eingang, der Ausgang sowie der Massebezug und die Anschliisse fiir die Versorgungspannungen dar-
gestellt. Dieses Schaltzeichen ist hdufig im angloamerikanischen Raum und &lteren Dokumenten zu
finden und soll hier nur aufgrund der Vollsténdigkeit eingefiihrt werden. In diesem Dokument soll das
neue Schaltzeichen (rechts) verwendet werden. Ist die Bezugsmasse nicht explizit dargestellt, wird
bei dieser Darstellung davon ausgegangen, dass der Ausgang einen Bezug zur Masse aufweist. Aus
didaktischen Griinden werden die Versorgungspannungen in diesem Dokument allerdings mit angege-
ben. Der ideale Verstarker besitzt in der rechten, oberen Ecke dariiber hinaus das Unendlichzeichen.
Dies bedeutet, dass die Verstiarkung nicht begrenzt ist. Der Vorteil bei diesem Schaltungselement ist,
dass auch Verstéirker mit Verstarkerbegrenzungen modelliert werden kénnen. In diesem Fall wird das
Symbol fiir ,unendlich“ = oo durch einen endlichen Wert ersetzt.

Zwei der vier Anschliisse? des Verstiirkers, auch Pole, kénnen unter idealisierten Bedingungen jeweils
zu einem sogenannten sogenannten , Tor* zusammengefasst werden. Der Operationsverstérker ldsst
sich so durch ein sogenanntes Zweitor modellieren. Dieses zeichnet sich dadurch aus, dass vereinfacht
davon ausgegangen werden darf, dass das Ubertragungsverhalten vollstéindig durch die GréBen Strom-
und Spannung beschrieben werden kann. Durch die Vereinfachung iiber das Zweitor kann also der

?Die Anschliisse fiir die Versorgungspannung werden hier nicht mitgezihlt. Die ausgangsseitge hingegen wird als
Anschluss verstanden.
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Abbildung 10.5: Schaltungselement OPV im alt (links) und neu nach DIN EN 60617 Teil 13 (rechts)

interne Aufbau des Operationsverstirkers vernachlissigt und als ,,Blackbox“ betrachtet werden. Die
zuvor recht komplizierte, innere Verschaltung der Transistoren kann durch das in Abbildung 10.5
dargestelle Bauteil modelliert werden. Zudem wird bei der Modellierung durch das Zweitor davon
ausgegangen, dass kein Strom in die Eingéinge des Operationsverstérkers hineinfliefit 3.

In der folgenden Tabelle sind weitere Eigenschaften aufgefiihrt, die das Rechnen mit Operations-
verstirkern erleichtert. Zudem sind in der Tabelle klassische Werte eines realen Operationsverstérkers
angegeben, die je nach Verstirkertyp leicht variieren konnen und lediglich die Grenzen des Zweitor-
Modells aufzeigen sollen.

Tabelle 10.1: Ideale und typische Operationsverstirkereigenschaften

3Dies ist notwendig, damit die sogenannte Torbedingung erfiillt ist. Die fordert das der Strom in die Eingénge
gegengleich sein muss, also I = I1_.
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Bezeichnung Ideale OPV- Typische Werte Erlduterung
Eigenschaften (z.B. OPA 121)

Leerlaufverstarkung | Vieer = 00 Vieer = 10° Verstéarkung der zwischen dem
Eingédngen anliegenden
Spannung bei unbeschalteten
OPV.

Eingangsimpedanz | Z; = oo () Z; = 108 Q Der von der Quelle aus
betrachtet Lastwiderstand des
OPVs.

Ausgangsimpedanz | Z, =0 Za = 50 bis 100 2 | Der von einer Last aus
betrachtete Widerstand am
Ausgang des OPVs.

Bandbreite B = oo MHz B > 2 MHz Frequenzbereich in dem das
Verstérkerverhalten den im
Datenblatt angegebenen
Verhalten entspricht.

Phasenverschiebung | ¢ = 0 >0 Verzogerung des Ausgangs-
gegeniiber des Eingangssignals.

Slew Rate ooV 2 mV bis 1000 Maximaler Spannungsanstieg

V/us pro Zeiteinheit.

Ausgangs- 00 auf max. Ug Maximaler

Aussteuerbarkeit begrenzt Ausgangsspannungswert.

Eingangsruhestrom | Iguype = 0 pA TRune < 5 pA Eingangsseitige Stromaufnahme
bei Differenzspannnung
AUDiff =0.

Eingangsoffsetstrom | Iog = 0 pA Tog<Iy—1_ Differenz der beiden
Eingangsruhestrome

Eingangs- Uog = 0 mV Uog < 2 mV Ausgegebene Gleichspannung

Offsetspannung bei AUpig = 0

Gleichtakt- CMR =~ dB CMR = 86 dB Gibt an, wie gut der Verstéirker

unterdriickung Signale unterdriickt, die an

(engl.: Common beiden Eingéngen gleichermafien

Mode Rejection) anliegen

Mit den oben gemachten Angaben kann die Kennlinie eines Operationsverstérkers konstruiert werden.
Diese ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

Nichtlinearer Bereich
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Abbildung 10.6: Kennlinie eines Operationsverstéarkers
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In Abbildung 10.6 ist die horizontale Verschiebung der Verstéirkerkennlinie zu sehen, die sich durch
die Offsetspannung Uopg ergibt. Dariiber hinaus ist zu erkennen, dass der Verstérker in seinem spezifi-
zierten Arbeitsbereich (in griin eingezeichnet) ein lineares Verstirkungsverhalten ggii. der angelegten
Eingangsspannung aufweist. Die Steigung im linearen Bereich ist von der maximalen Verstérkung des
genutzten Operationsverstéirkers abhéngig. Wird dieser spezifizierte Arbeitsbereich verlassen, weist
die Ausgangspannung zunéchst einen nichtlinearen Bezug zur Eingangsspannung auf (in gelb einge-
zeichnet). Die Ausgangsspannung steigt allerdings weiterhin, bis die Sittigung erreicht wird. Im rot
markierten Bereich bleibt selbst bei weiterer Erhchung der Eingangsdifferenzspannung die Ausgangs-
spannung konstant. Solange also die Ausgangsspannung im Arbeitsbereich des Operationsverstérkers
liegt, wird eine konstant verstirkte und mit einem Offset belegte Ausgangsspannung ausgegeben. Die
tatsdchlich erreichbare Ausgangsspannung wird iiber die Gréfie ,,Output Voltage Swing® angegeben.
Die Differenz zur positiven bzw. negativen Versorgungsspannung (+Up und —Ug) wird als ,Hea-
droom* bezeichnet. Der Headroom ist das Resultat eines PN-Ubergangs der im Operationsverstirker
verbauten Halbleiterbauteile und betrigt aus diesem Grund in der Regel 0,6 - 0,7 V. Der Headroom
ist eine wichtige Grofle fiir die Auslegung von Operarationsverstiarker. Operationsverstérker, bei de-
nen dieser Headroom sehr gering ist, werden von den Herstellern zumeist als ,,Rail-to-Rail“ Verstérker
klassifiziert.

Um das Rechnen mit Operationsverstiarkern zu erleichtern, wird héfuig ein vereinfachtes Mo-
dell verwendet. Es ist wichtig die Grenzen dieses Modells zu kennen und diese bei der Bau-
teilauswahl und Schaltungsplanung zu beriicksichtigen.

10.3 Prinzip der Gegenkopplung

Nachdem die vorherigen Kapitel zunéchst den inneren Aufbau des Verstirkers und das sich daraus
ergebenden Modell sowie die im idealen Modell nicht beschriebenen, realen Effekte thematisierten,
soll es in diesem Unterkapitel um die Beschaltung des Operationsverstéirkers gehen.

Es sollen im Rahmen dieses Kapitels folgende Kompetenzen erworben werden:

Lernziele: Operationsverstirker ‘

Die Studierenden konnen

o verschiedene Operationsverstirkerschaltungen und mégliche Einsatzgebiete nennen.

o die Funktion von vorliegenden Operationsverstérkerschaltungen bestimmen und mithilfe
der Kirchhoff’schen Gesetze die Verstirkung berechnen.

o wichtige Eigenschaften von Operationsverstéirkerschaltungen benennen.

Dazu soll ein Problem dargestellt werden, fiir dessen Losung ein Operationsverstirker verwendet
werden soll. Anhand dieses Problems soll die Verwendung von Operationsverstirkern Schritt fiir
Schritt motiviert werden.
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Beispiel 10.1: Teil 1: Entwicklung einer Verstirkerschaltung fiir Mu-
siksignale

Bei der Entwicklung von Hi-Fi-Geriten miissen Verstérker an die Last (also den Lautsprecher)
angepasst werden. Dazu wird ein Leistungsverstérker (d.h. eine Endstufe) benétigt. Eine solche
Endstufe, die geeignet ist, das Signal eines Handys so zu verstérken, dass ein Lautsprecher
damit betrieben werden kann soll hier aufgebaut werden. Ein vereinfachtes Ersatzschaltbild
des Lautsprechers ist durch eine Induktivitdt mit einem in Reihe geschalteten Widerstand
gegeben (siehe Abbildung 10.7). Das Eingangsspannungsniveau ist 1 V und es soll ein 4
Lautsprecher betrieben werden (4  bedeutet, dass der Lautsprecher bei 1 kHz eine Impedanz
von 4 Q aufweist). Wie grofl muss die Spannung am Ausgang des Verstiirkers sein, damit
der Lautsprecher bei 1 kHz 25 W aufnimmt. Wie kann hier vorgegangen werden, wenn eine
Operationsverstarkerschaltung fiir die Losung genutzt werden soll?

Losung

Zunédchst muss dazu die Spannung berechnet werden, die der Verstéirker ausgeben soll.

Ur=VP-R=V25W-4Q=10V (10.1)

Wie kann nun mithilfe eines Operationsverstérkers der mit einem ,,7“ gekennzeichneten Teil
der Schaltung ersetzt werden, um eine notwendige Verstirkung von 10 zu erreichen (siehe
Abbildung 10.7).

Lautsprecher
Ersatzschaltbild

Ust = 1V ?

1
1
100mH !

Abbildung 10.7: Schaltung des Beispielproblems mit einer Signalquelle auf der Eingangsseite
und einer komplexen Last auf der Ausgangsseite. Es wird fiir den mit einem Fragezeichen
gekennzeichneten Teil der Schaltung zunéchst der Verstéarkungsfaktor V = %3 gesucht.
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Wie aus vorherigen Kapiteln bekannt ist, besitzen Operationsverstirker einen invertierenden und
einen nicht-invertierenden Eingang. Existiert zwischen diesen beiden Eingéngen eine Spannungsdif-
ferenz, so verstiarkt der Operationsverstiarker diese Differenz um ein Vielfaches, bis die Spannung
die maximale Ausgangsspannung des Operationsverstirkers erreicht (sieche A in Abbildung 10.8).
Die Slew-Rate (zu deutsch: Anstiegsrate) gibt an, wie schnell dieser Anstieg geschehen kann. Wird
die Ausgangsspannung nicht auf den Eingang zuriickgefiihrt, steigt die Ausgangspannung, bis das
Niveau der Versorgungsspannung erreicht wird. Eine solche Beschaltung des Verstédrkers wird als
Komperatorschaltung bezeichet.

Dieses Verhalten ist fiir die meisten Anwendungen bei denen der Eingangsspannungssignal mit ge-
ringer Amplitude verstiarkt werden soll, nicht erwiinscht. Stattdessen werden Operationsverstirker
meistens in der sogenannten Gegenkopplung (B) betrieben, bei der der Ausgang auf den invertie-
renden Eingang zuriickgefithrt wird. Der in (B) eingezeichnete Schalter sei zunichst gesfinet und
der Operationsverstiarker werde nicht mit Spannung versorgt. Zum Zeitpunkt 0 s wird der Schalter
geschlossen und die Versorgungsspannung des Verstérkers eingeschaltet, wodurch die Riickfithrung
des Ausgangssignals Uy aktiv wird (C). Durch die Riickkopplung des Ausgangssignal wird so er-
reicht, dass die Spannung am invertierenden Eingang auf das Spannungsniveau der Ausgangsspan-
nung angeglichen wird. Die in (C) dargestellte Verstirkerschaltung hat die Verstirkung 1 und wird als
Impedanzwandler bezeichnet, da der Verstérker in dieser Schaltungsart aufgrund seiner hohen Ein-
gangsimpedanz verwendet werden kann, um eine Schaltung mit hochohmigem Eingang zu realisieren
(dies ist beispielsweise bei Messschaltungen fiir Spannungsmessungen notwendig). Fiir die Losung
des Anwendungsproblems ist diese Schaltung allerdings noch nicht geeignet, da eine Verstiarkung von
5 gefordert ist. Um diese zu erreichen werden in die Verstarkerschaltung nun zusétzlich Widersténde
eingebaut (wie in (D) dargestellt ist)?.

D
+Up
> 00
A T B C o+
> oo > 0O > 00 Upig =0V l
Vet Ve + Ve + -
e Ua Ua Ua
OVe——
ov — ov -
l Ir1 Ua
7UB Rl
Ua Ua Ua
+Up
i AU, Slew rate: AAUtA 5V~
1V- 1V-
At
t t t

Abbildung 10.8: Verschaltung eines Verstirkers als Komperator (A), Impedanzwandler (C) und nicht-
invertierender Verstérker (D)

Beispiel 10.2: Teil 2: Entwicklung einer Verstirkerschaltung fiir Mu-
siksignale

Im letzten Schritt muss ermittelt werden, wie die Widersténde in (D) gew&hlt werden miissen,
damit sich eine Verstdrkung von 5 ergibt. Dazu miissen zunéchst die Maschengleichungen
aufgestellt werden. Eine wichtige Annahme zur Aufstellung dieser Maschengleichung ist, dass

4Es lisst sich feststellen, dass sich fiir Ry = 0 und R; = oo wieder die Schaltung des Impedanzwandlers ergibt. Der
Impedanzwandler ist also ein Spezialfall des nicht-invertierenden Verstérkers.



330 GET it digital Modul 10: Operationsverstérker

davon ausgegangen wird, dass der Verstérker durch die Riickkopplung des Ausgangsignal die
beiden Eingangssignale angleicht. Hier darf also geschrieben werden ,,Annahme: Ug;y = 0 V.
Somit ergibt sich fiir den invertierenden Eingang Ug. = 1 V. Da weiterhin davon ausgegangen
wird, dass kein Strom in die Eingéinge hineinflieit gilt Ir; = Iro. Die Maschengleichung lautet
auf Grundlage dieser Annahmen

U
UA=UR1+URg:UE+IRQ~R2:UE+R—E-R2 (10.2)
1

Dadurch ergibt sich das Ein-Ausgangsverhalten im zeitbereich zu folgendem Ausdruck.

Ua Ry
= (14 == 10.

\%

Wird diese Gleichung nach Rs/R; gelost, ergibt sich das Verhéltnis der Widerstéinde fiir das
oben beschriebene Problem zu Ro/R;1 = 9. Die Widersténde sollten hier nicht zu grof§ gewihlt
werden, da dann der Ausgleichsstrom zwischen Ausgang und Eingang zu klein werden kénnte.
Das kann zu einem starken Rauschen am Verstirkerausgang fithren. Ubliche Widerstandswerte
sind in der Regel den Beispielschaltungen des Datenblattes eines Operationsverstéirkers zu
entnehmen. In diesem Fall kénnte z.B. Ry = 9 k2 und R; = 1 k) gewéhlt werden.

Ahnnlich wie fiir die oben dargestellte Schaltung lassen sich auch fiir alle weiteren Operations-
verstirkerschaltungen Ubertragungsfunktionen herleiten. Das soll hier allerdings nicht gezeigt wer-
den. Weitere Ubertragungsfuktionen fiir einige ausgewihlte Operationsverstirkergrundschaltungen
konnen Tabelle 10.2 entnommen werden. In dieser Tabelle sind die die Schaltungen, die Bodediagram-
me mit Phasengang (rot) und Amplitudengang (blau) und die Ubertragungsfunktionen angegeben.
Nachdem nun die Beschaltung von Verstérkern vorgestellt wurde, soll im Folgenden Kapitel nun noch
eine wichtige Figenschaft von Verstirkerschaltungen thematisiert werden, die sich aus den genutzen
Verstéarkerbausteinen und der dufleren Verschaltung ergibt: Die Stabilitdt der Verstérkerschaltung.
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Tabelle 10.2: Ausgewéhlte Operationsverstirker-Grundschaltungen

Schaltung Frequenzgang und Gleichung Erlauterung und Eigenschaften
Nicht-invertierender
14 Verstarker
2
Py 1+ B e Phasengleiches Ausgangs-
Up —+ o 0° signal
Ua
- e Sehr hochohmiger Ein-
f[H] gangswiderstand
R
R, ’ e Niederohmiger Ausgangs-
R widerstand
L Us = (1 + 2) U
Ry e Anwendungen: z.B. Impe-
danzwandler
Invertierender Verstirker
e -180° Phasenverschiebung
v 0 zwischen Ein- zu Ausgang
% e R; bestimmt den Eingangs-
R widerstand
—180°
Us B oo e Niederohmiger Ausgangs-
U f[Hz] widerstand
I +
= e Anwendungen:
Uy = Ry Us z.B. Aktiver Spannungs-
Ry teiler zum Messen ho-
her Spannungen, wenn
Ry > Rs
Vv 2
Vi
______________ —0°
v, [iiiooiiiiis 2 )
$Y1 = —180
Up. o 2 Komparator
. oUa f[Hz] Einsatz in Zweipunktreglern und
st Analog-Digital-Wandlern
Vi:Ugy >Ug. = Upx = +Up
Vo:Ugy <Ug. = Up = —-Up
Vv ®
Ry R3 ‘/1
Ur1 S Summierer
Ry P —180° Der Summierer basiert auf dem
Uz B U, invertierenden Verstirker und
o+ f[Hz] findet Verwendung in Analog-
= rechnern und beim Mischen von
R R Spannungssignalen
Ur= =2 Upi + o Uy
Ry Ry
~~ -~

Vi Va
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Schaltung Frequenzgang und Gleichung Erlauterung und Eigenschaften
Vv 2
Ry i 5
Vo boZZZZZZZZCZZZC P2 =0 Subtrahierer
R 2 o
Uss L] poo 1= —180°| Wenn alle Widerstéinde gleich
Rs Ua grof sind, wird die Differenz der
Up2 + f[Hz] Signale Ug; und Ugs gebildet,
Ry weswegen diese Schaltung als Dif-
Ri + R R, R, ferenzverstéirker bezeichnet wird
L Usg=Ug2- : —Ugy - —
= Ry Rs+ Ry Ry
-~
V2 Vl
4 @
Ry
Rl o
-20dB/dec | -180
Ry Integrierer/Integrator
o -270°
! e Nimmt eine Integration des
Eingangssignals vor
U L) >oo
“ Ua o o Wird als aktives Tiefpassfil-
+ TR ter verwendet
L | f[Hz]
R [ Us(t)
t
Ua(t) = —=2Ug(t) — | === dt
a(t) Ry =(?) / R,1Cy
0
14 — 2
-20 dB/dec |-180°
/ Differenzierer
r. flHz) :
_/ 1 N -270 e Nimmt eine Integration des
27T01R2 27‘(‘02R1 H 1
el Eingangssignals vor
R Gl Differenzierendes Integrierendes ¢ gird als aktié/es Hochpas.s—
Up oL HF - Verhalten Verhalten ter verW?n et ,(Zelgt m
. Ua der Realitiit meist Band-
: passverhalten, wie hier dar-
tellt)
Ry ges
Us=——=Ugl(t
A 7 E(t)
t dUs(t)
1 E(t
— Ug(t) dt — R2C
/ e, e dt
0
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Schaltung Frequenzgang und Gleichung Erlauterung und Eigenschaften
Ug
D Up=-Ur-1
a=Ur et ()
Logarithmierer
v B >00 Ur = kg - T Bildet den natiirlichen Logarith-
P U e mus des Eingangssignals
A
T + e = Elementarladung
= kg = Boltzmannkonstante
Is = Sperrstrom der Diode
Ry
Potenzierer
Dy " Besitzt einen e-funktionalen Zu-
Ug Lo Uy =—Ry - Ig- eﬁ sammenhang zwischen Ein- und
Ua Ausgangsspannung
J: +

Upz o—+

Ap

PA

a; : Amplitude Eingangsspannung i

©; : Phase Eingangsspannung i

Ayg = \/a% + a% + 2a1az cos(p1 — p2)

arsin(p1) + agsin(ps)
aycos(p1) + agcos(ps2)
Wenn : Ry = R4 =R

2 Rs

Up=(14+—7)-
A (—l—Rg)

tan(pa) =

Ug2 — U;
RQ( E2 E1)

Instrumentenverstirker
Differenzverstirker mit hoher
Eingangsimpedanz und hoher
Gleichtaktunterdriickung
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10.4 Stabilitit von Verstirkerschaltungen

Durch die Riickfiihrung des Ausgangssignals auf das Eingangssignal ergibt sich ein Regelkreis. Die-
ser Regelkreis ist allerdings nicht immer stabil, d.h. die Riickfithrung fiihrt nicht dazu, dass die
Ausgangsgrofie sich nur so lange #ndert, wie am Eingang auch eine Differenzspannung vorliegt®.
Dies wird deutlich, wenn das Ausgangssignal auf den nicht-invertierenden anstatt den invertierenden
Eingang zuriickgefithrt wird. Wird nun eine Spannungssdifferenz an den Eingang angelegt und am
Ausgang verstirkt ausgegeben, so fiihrt diese Ausgangsspannung zu einer erneuten Erhohung der
Spannungsdifferenz am Eingang. Das System ist also nicht stabil. Ein &hnliches Phianomen kann
beobachtet werden, wenn in der Verstiirkerschaltung Energiespeicher (Kondensatoren oder Spulen)
verwendet werden. Eine solche Schaltung weifit immer eine Stabilitdtsgrenze auf, die dann erreicht
wird, wenn das auf den invertierenden Eingang riickgekoppelte Signal, eine Phasenverschiebung von
180° aufweist. In diesem Fall wird die Gegenkopplung zur Mitkopplung und die Schaltung wird in-
stabil. Das ist aber nicht die einzige M6glichkeit, wie eine Schaltung instabil werden kann. Auch kann
die Schaltung ins Schwingen geraten, wenn die Energiespeicher nicht richtig dimensioniert werden.
Aus diesem Grund sind Stabilitdtsanalysen der entworfenen Schaltungen unerlasslich.

Es sollen im Rahmen dieses Kapitels folgende Kompetenzen erworben werden:

Lernziele: Operationsverstirker N

Die Studierenden konnen

o Stabilitdtsanalysen durchfithren und Ergebnisse der Analyse beurteilen.

e Bauteile in OPV-Schaltungen dem Stabilitédtskriterien entsprechend dimensionieren.

Einige der Stabilitdtskriterien, die zur Stabilitdtsbewertung herangezogen werden sind im Folgen-
den beschrieben. Die Bewertung der Stabilitdt von Operationsverstiarkerschaltungen ist eine wichtige
Féhigkeit fiir Studierende der Elektrotechnik, egal ob die Schaltungen von Grund auf entworfen oder
Fehler in bestehenden Schaltungen behoben werden sollen. Diese Bewertung stellt sicher, dass Opera-
tionsverstirkerschaltungen zuverlissig und effektiv arbeiten, was fiir ihre Integration in verschiedene
elektronische Systeme unerlésslich ist. Im Folgenden wird erldutert, welche Methoden zur Bewertung
der Stabilitdt verwendet werden.

Frequenzgangsanalyse (experimentell /simulativ)

Eine grundlegende Technik ist die Frequenzganganalyse. Bei diesem Verfahren wird untersucht,
wie sich die Verstdrkung und die Phase einer Operationsverstirkerschaltung d&ndern, wenn die Fre-
quenz des Eingangssignals variiert. Werkzeuge wie Bodediagramme werden haufig zur Visualisie-
rung dieser Reaktion eingesetzt und helfen bei der Identifizierung potenzieller Stabilitéitsprobleme
wie Verstirkungsspitzen oder Phasenverschiebungen, die zu Instabilitdt fithren kénnten. Ein wich-
tiges Kriterium bildet hier die Phasenreserve. Die Bestimmung dieser Gréfle ist ein quantitativer
Ansatz zur Stabilitdtsbewertung. Sie hilft bei der Messung der Stabilitdtsspanne innerhalb eines
Riickkopplungssystems, indem sie die Phasendifferenz zwischen der tatsédchlichen Phasenverschie-
bung bei der Durchtrittsfrequenz (also 0 dB) und 180° betrachtet. Dieser Punkt wird als , kritischer
Punkt“ bezeichnet, da bei einer Phasenverschiebung iiber 180° und einer Verstdrkung iiber 0 dB,
die Riickkopplung zur Mitkopplung wird. Wenn die Phasendifferenz einen bestimmten Schwellen-
wert iiberschreitet, in der Regel etwa 45°, wird davon ausgegangen, dass das System weit genug von

5Dies ist eine Vereinfachung. In der Regelungstechnik wird zwischen Lyapunov-Stabilitit und BIBO-Stabilitit
unterschieden (siehe hierzu z.B. ,Regelungstechnik® von Otto Follinger)
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der Stabilitdtsgrenze entferent ist. Diese Analyse findet normalerweise graphisch auf Grundlage des
Bodediagramms statt.

1 Amplitude

Amplitudengang des
offenen Regelkreises N
UJ,

/
Durchtrittsfrequenz

Phasenverschiebung Phasengang des
N offenen Regelkreises

w?

-90°

Phasenreserve\]

-180°

Abbildung 10.9: Bestimmung der Phasenreserve auf Grundlage des Bodediagramms

Analyse der Ubertragungsfunktion (analytisch)

Liegt die Ubertragungsfunktion der Operationsverstérkerschaltung vor, kann auch direkt eine Sta-
bilititsanalyse durchgefithrt werden. Dazu werden die Pole der Ubertragungsfunktion (z.B. im La-
placebereich) analysiert. Liegen diese in der linken s-Halbebene (also sind alle Pole negativ), weift
die Schaltung ein stabiles Ubertragungsverhalten auf. Bei diesem Ansatz sowie bei der Frequnzana-
lyse (sofern das Bodediagramm nicht experimentell ermittelt wurde) muss beachtet werden, dass
die Ubertragungsfunktion meist nur fiir einen bestimmten Frequenzbereich giiltig ist, da z.B. die
Dynamik des Operationsverstérkers bei diesen Methoden in der Regel nicht beriicksichtigt wird.
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Abbildung 10.10: Systemantworten bei verschiedenen Pollagen
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Analyse des Einschwingverhaltens (experimentell /simulativ)

Eine weitere wichtige Methode ist die Analyse des Einschwingverhaltens. Bei dieser Methode wird
ein Spannungssprung auf die Verstéirkerschaltung gegeben um zu untersuchen, wie eine Operations-
verstirkerschaltung auf plétzliche Anderungen der Eingangssignale reagiert. Durch Beobachtung der
Reaktion des Schaltkreises kann so eine Aussage getroffen werden, ob das System zur Instabilitét
neigt. In der Realitét ist dieser Test sehr vorsichtig durchzufiihren, da bei bei einer instabilen Schal-
tung schnell Bauteile zerstort werden kénnen. Aus diesem Grund wird ein solcher Test heutzutage
h&ufig rein simulativ durchgefiihrt. Als Faustregel ldsst sich hier sagen: Wenn die Schaltung nach ei-
ner Anregung durch einen Einheitssprung gegen einen festen Wert strebt und keine Dauerschwingung
ausfithrt, kann das Einschwingverhalten als stabil angenommen werden.

N N

UA UA

v

v

stabiles Verhalten instabiles Verhalten
Abbildung 10.11: Stabiles und instabiles Einschwingverhalten

Wie dargestellt wurde, ist die Stabilitdtsanalyse ein komplexes Thema und soll hier nur angeschnitten
werden. An dieser Stelle wird kein Wert auf Vollstandigkeit gelegt. Die genannten Analysemethoden
sind Teil der Regelungstechnik und in der einschlégigen Literatur nachzulesen.

Durch die Riickfithrung des Ausgangssignal auf den Eingang ergibt sich ein Regelkreis. Die
Stabilitéit dieses Regelkreises muss simulativ, experimentell oder analytisch {iberpriift werden.

10.5 Operationsverstirker als Analogrechner

Neben dem Einsatz von Operationsverstirkern in Messverstiarkern, werden OPVs auch in Analog-
rechnern eingesetzt. Das mag in der Zeit hochperformanter Prozessoren nicht mehr relevant wirken,
hat aber durchaus Vorteile. So kann die Berechnungszeit mithilfe von Operationsverstiarkern deutlich
reduziert werden. Das macht vor allem in Anwendungen Sinn, in denen nur eine Rechenoperation
(Multiplikation, Addition o.4.) durchgefithrt werden soll, aber so gut wie keine Latenzen auftreten
diirfen. Dies ist heutzutage noch hiufig in der Regelungstechnik der Fall.

Es sollen im Rahmen dieses Kapitels folgende Kompetenzen erworben werden:
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Lernziele: Operationsverstirker

Die Studierenden konnen

e geeignete Operationsverstiarkerschaltungen fiir eine Problemlésung angegeben.

o Widerstandsverhéiltnisse berechnen.

Im Folgenden sollen ein Beispiel vorgestellt werden, das zeigen soll, wie mithilfe der in der Tabelle
gegebenen Operationsverstirkergrundschaltungen ein Analogrechner aufgebaut werden kann.

Beispiel 10.3: Beispiel Analogrechner

Es soll eine Schaltung entworfen werden, die folgende Funktion umsetzt:

Upr = /UE1dt +x-Ug — 2 -Ugs (10.4)

Losung

Zunéchst muss die Gleichung in zwei Teilprobleme zerlegt werden, die mithilfe von Operati-
onsverstérkerschaltungen gelost werden konnen. Das erste Teilproblem bildet die Integration
des Eingangssignals Ug;. Dazu soll zunéchst eine Integratorschaltung verwendet werden. Das
zweite Teilproblem bildet die Addition der Signale. Dafiir kann ein Summierer verwendet wer-
den. Durch eine Kombination von einer Integratorschaltung und einem Summierer ist also das
gewiinschte Verhalten zu erreichen. Ist es mit dieser Schaltung moglich x=0 zu wéhlen?

Ur1

J_ + Ugs Ua

Ry £+

Abbildung 10.12: Schaltung zur Losung der Analogrechneraufgabe

t

B 1 Ry Rs Rs
Up = R C /UE1 dt i -Ug1 < R3> Uga (10.5)
0

Formel des Summierers

Formel des Integrators

Dies kann nun wie folgt umgeformt werden

RoRs Rs
Uy = —25 [, at Ug — 51 10.6
AT R R3 C’/ R N AL (10.6)
————0 ~—— \/
=1 =z =2

Wie der Formel zu entnehmen ist, miissen nun die Bauteilwerte nur noch so gewihlt werden,
dass sich die richtigen Vorfaktoren ergeben. Eine Wahl von x=0 ist nur mdoglich, wenn der
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Widerstand Ry weggelassen wird. In diesem Fall ergibt sich ein ,jidealer”, der in der Realitat
so allerdings in der Regel nicht aufgebaut wird.
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Modul 11

Elektrische Maschinen

11.1 Klassifizierung elektrischer Maschinen

Elektrische Maschinen ist eine andere Bezeichnung fiir elektromagnetische Energiewandler und be-
schreibt zum einen den Transformator als ruhende elektrische Maschine und zum anderen Elektro-
motoren und Generatoren. Elektromotoren treiben viele alltégliche Gerdte wie Haushaltsgeréte und
Elektrofahrzeuge an, wihrend Generatoren und Transformatoren die Erzeugung und Verteilung von
elektrischer Energie sicherstellen.

Dieses Kapitel bietet eine Einfithrung in die grundlegenden Konzepte und Funktionsweisen elek-
trischer Maschinen. Zunéchst werden die verschiedenen Typen elektrischer Maschinen vorgestellt,
einschliellich ihrer Prinzipien der Energieumwandlung und ihrer Hauptkomponenten. Es folgt eine
detaillierte Betrachtung der Funktionsweise von Elektromotoren und Generatoren, der Relevanz von
Transformatoren fiir die Energieiibertragung sowie der Einfluss neuer Technologien auf die Effizienz
und Leistung elektrischer Maschinen.

Lernziele: Elektrische Maschinen ~

Die Studierenden
e kennen die verschiedenen elektrischen Maschinen.

e konnen grundlegende Aufgabenstellung im Themenbereich der elektrischen Maschinen
16sen.

Elektrische Maschinen sind Energieumwandler. Es wird vornehmlich zwischen Transformatoren und
Motoren bzw. Generatoren unterschieden. Transformatoren wandeln elektrische Energie in eine an-
dere Form von elektrischer Energie um, indem sie ein Spannungsniveau auf ein anderes iibertragen.
Motoren und Generatoren hingegen wandeln elektrische Energie in mechanische Energie um und
umgekehrt. Motoren konvertieren elektrische Energie in mechanische Energie, wihrend Generato-
ren mechanische Energie in elektrische Energie umwandeln. Da der Umwandlungsprozess umkehrbar
ist, konnen Motoren auch als Generatoren und umgekehrt eingesetzt werden. Eine weitere Klassi-
fizierung bei Motoren bzw. Generatoren findet je nach betrieben Strom in Gleichstrommaschinen
und Wechselstromaschine statt. Die Wechselstrommaschinen werden des Weiteren in Synchron- und
Asychronmaschine gegliedert.

Die Funktionsweisen aller elektrischen Maschinen basieren auf den in Modul 6 besprochenen elektro-
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magnetischen Prinzipien der Induktion und der Lorentzkraft. Wahrend der Transformator rein auf
dem Prinzip der Induktion beruht, nutzt der Motor bzw. Generator je nach Wandlungsprozess un-
terschiedliche elektromagnetische Prinzipien. In der Funktion als Generator basiert er auf Induktion,
um elektrische Energie durch sich dndernde Magnetfelder zu erzeugen. Das Prinzip der Lorentzkraft
macht er sich als Motor zu nutze.

11.2 Der Transformator

Der Transformator ist eine ruhende elektrische Maschine und dient der Energiewandlung von elek-
trischer Energie iiber den magnetischen Kreis zuriick in elektrische Energie, wobei insbesondere die
Spannungshéhe gewandelt wird. Transformatoren gibt es in verschiedenen Ausfithrungen und Leis-
tungsklassen von wenigen Watt (Abbildung 11.2) bis in den hohen Megawattbereich (Abbildung
11.1).

u

e

H!

/

Abbildung 11.1: Ein 40 MVA Leistungstransformator. Aufgenommen im Umspannwerk Altluf3-

helm. (Quelle: Wikimedia, Lizenz CCO0)
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Abbildung 11.2: Fotografie eines Kleintransformators.

In der offentlichen Energieversorgung wird die von Kraftwerken erzeugte Energie auf eine hohere
Spannung transformiert, um sie iiber weite Strecken transportieren zu koénnen. Die Ubertragungs-
verluste sinken mit hoherer Spannung und damit bei gleicher Leistung sinkendem Strom quadratisch
(Gleichung 11.1 im Dreiphasenwechselstrom).

P,=3-Ry -1} (11.1)

Die tibertragene Leistung im Dreiphasenwechselstrom betragt:

Sx=V3-Uyx-Ij (11.2)
Die Verluste sind damit proportional zu —=5

Ein Transformator macht dadurch erst eine flichendeckende Energieversorgung moglich, da Kraft-
werke auch verbraucherfern positioniert werden kénnen.

In Energieversorgungsnetzen (siche Abbildung 11.3) gibt es mehrere Spannungsebenen. Die Hochst-
spannungsebene, die in Europa iiberwiegend 380kV betrigt, dient als Ubertragungsnetz zum Trans-
port elektrischer Leistung iiber weitere Strecken, also mehrere hundert Kilometer auch iiber Lander-
grenzen hinweg. Grofle Kraftwerke sind dort direkt angekoppelt. Die Hochspannungsebene (110kV
oder 220kV) nennt sich Verteilnetz und dient der Ankopplung von Stédten und grofien Industrien.
Die Mittelspannungsebene (5 — 35kV) sorgt fiir die Ankopplung der Ortznetztransformatoren zur
Versorgung von einzelnen Straffenziigen. Wahrend die héheren Spannungsebenen normalerweise mit
Freileitungen ausgefiihrt sind, ist das Mittelspannungsnetz iiberwiegend mit Erdkabeln realisiert. Im
léndlichen Bereich werden aber auch hier Freileitungen eingesetzt.
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Abbildung 11.3: Struktur der 6ffentlichen Stromversorgung.
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Das Stromnetz ist in mehrere Spannungsebenen unterteilt, die den Transport und die Verteilung der
Energie ermdoglichen.

11.2.1 Prinzip des Transformators

Um das Prinzip des Transformators zu ertrtern, starten wir mit einem vollstéindig verlustfreien,
idealen Transformator. An der Primérspule wird eine sinusformige (eigentlich Kosinusférmig, was
aber die gleiche Form ist und nur einer Phasenverschiebung von 90° entspricht) Spannung U, angelegt.
Der zeitliche Verlauf von U, entspricht u in Gleichung 11.3.

u="U - cos(wt) (11.3)

Abbildung 11.4: Prinzip der magnetische Kopplung eines Transformators. Die Spannung U,
der linken Leiterschleife erzeugt einen magnetischen Fluss @, welcher in der rechten Leiterschleife die
Spannung U, induziert.

Diese Spannung bewirkt entsprechend der Umkehrung des Induktionsgesetzs (Gleichung 11.4) einen

wechselnden magnetischen Fluss.
do

I (11.4)

U= —

Die Form des magnetischen Flusses ist bei sinusformiger Spannungsform ebenfalls sinusformig, da
das Integral eines Kosinus der Sinus ist. Der Effektivwert des magnetischen Flusses kann daher
durch Gleichung 11.5 dargestellt werden, indem das Induktionsgesetz nach @ aufgelost wird und der
Effektivwert gebildet wird. Der Sinus und damit die zeitliche Abhingigkeit fillt dadurch weg.

\/Q'Q1

=5, 7 (11.5)

Die Flussrichtung des Magnetfelds bewegt sich stets geméf der ,,rechten Handregel“ (sieche Modul 4),

in diesem Beispiel gegen den Uhrzeigersinn. Der so erzeugte magnetische Fluss induziert wiederum an

der Sekundérspule des Transformators, die optimalerweise mit dem gleichen Fluss ¢ durchdrungen

wird, eine Spannung U,, die sich auch nach dem Induktionsgesetz (Gleichung 11.4) berechnen ldsst.
do

up =Ny (11.4)
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Die angelegte Primérspannung U, und die Sekundirspannung U, kénnen in ein Verhéltnis gesetzt
werden (Gleichung 11.6). Die Anderungsrate des magnetischen Flusses & kiirzt sich dadurch heraus,
es bleiben nur noch die Windungszahlen der Primérseite N1 und der Sekundérseite N iibrig. Dieses
Verhiltnis wird Ubersetzungsverhiltnis ¢ (Gleichung 11.6) genannt. Ist das Ubersetzungsverhéltnis i
groBer als Eins wird die Spannung herabgesetzt (Spannungsabwiirtstransformator). Ist das Ubersetz-
ungsverhiltnis ¢ kleiner als Eins, wird die Spannung erhoht (Spannungsaufwirtstransformator). Da
der Transformator in beide Richtungen eingesetzt werden kann, wird in den technischen Daten immer
ein Ubersetzungsverhiltnis groBer oder gleich Eins angegeben.

—N, .42
U _—Ma Ny, (11.6)

Uy —Np- 927 N

i < 1 — Spannung hoch

4% > 1 — Spannung runter
Angegeben wird immer 4 > 1

Bei einem realen Transformator durchdringt nicht der komplette magnetische Fluss, der durch die
Primérwicklung erzeugt wird, auch die Sekundérseite (in Abbildung 11.4 rot gestrichelt dargestellt).
Diese Verluste werden Streufluss genannt und werden im Ersatzschaltbild durch die Streuindukti-
vitdt dargestellt. Daher ist die reale Sekundérspannung kleiner als die hier berechnete ideale Se-
kundarspannung.

11.2.2 Aufbau des Transformators

Vereinfacht dargestellt besteht der Transformator aus zwei Spulen, die mittels eines magnetisch lei-
tenden Kerns miteinander gekoppelt werden (siche Abbildung 11.5). Der Kern besteht aus einem
ferromagnetischen Material. Durch seine hohe Permeabilitdt hat das ferromagnetische Material die
Fahigkeit, den magnetischen Fluss moglichst effizient zwischen zwei Spulen zu leiten (siche Modul 6).
Effekte wie die Hysterese und Wirbelstromverluste stéren jedoch den widerstandslosen Fluss. Diese
Effekte werden als Eisenverluste bezeichnet.

Die Spulen sind um den magnetischen Leiter gewickelt. Wie oben erwihnt, bestimmen die Windungs-
zahlen das Ubersetzungsverhéltnis der Spannung (Gleichung 11.6). Sie bestehen aus elektrisch gut
leitenden Drahten wie Kupfer. Auch diese weisen in der Realitdt Widerstandsverluste auf, die auch
Kupferverluste genannt werden.
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Abbildung 11.5: Schematischer Aufbau des Transformators. Zwei Spulen sind mittels ei-
nes ferromagnetischen Kerns miteinander gekopppelt. Die Windungszahlen bestimmen dabei das
Ubersetzungsverhéltnis der Spannung.

In dem Schaltbild des idealen Transformators werden die magnetisch gekoppelten Spulen als neben-
einanderstehende, schwarz ausgefiillte Rechtecke dargestellt (siehe Abbildung 11.6). Die zwei Striche
zwischen den Spulen weisen darauf hin, dass diese mittels eines durchgehenden magnetisch leitenden
Kerns verbunden sind. Die Punkte an den jeweiligen Spulen geben Aufschluss iiber die Fiithrung der
Wicklung. Sie kénnen sich unten oder oben befinden. Liegen sie dabei auf der gleichen Hohe, ist die
Phasenlage der beiden Spulen gleich. Liegen diese auf unterschiedlichen Hohen, bedeutet dies einen
umgekehrten Wicklungssinn und dadurch eine Phasenverschiebung von 180°.

ll l2
U, ij v,

Abbildung 11.6: Ideales Schaltbild eines Transformators.

Beispiel 11.1: Idealer dreiphasiger Netztransformator <

Ein idealer dreiphasiger Netztrafo hat eine Leistung von Sy = 100kVA,
eine Oberspannung von U; = 20kV (Dreieck) und eine Unterspannung von U, = 400V
(Dreieck).

a) Wie grof ist das Ubersetzungsverhéltnis?
. Ql N 1
U= — = ——
U, N
_20kV

= 200v =

b) Wie groB sind der Primiir- und Sekundérstrom im Nennbetrieb bei einem Leistungsfaktor
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cos(p) = 17

cos(p) =1—|S|=P

P=U-I
P 100kW
h=7= %y —°4A
P 100kW
I = & = 5oy = 250A

11.2.3 Ersatzschaltbild

Zum besseren Verstindnis wird das Ersatzschaltbild des realen Transformators (Abbildung 11.7)
zunichst funktionsgetreu als galvanisch getrenntes System mit einem Primér- und einem Sekundér-
stromkreis dargestellt. Im Vergleich zum idealen Transformator ist dieses Ersatzschaltbild um die
zuvor beschriebenen Verluste erweitert. Der magnetische Kreis wird mit der Hauptinduktivitdt Ly
und den Streuinduktivitdten L,; und Lo in einen elektrischen Kreis transformiert. Die zuvor be-
schriebenen Kupferverluste in der Primér- und Sekundérspule werden durch die Widerstéinde R; und
R représentiert. Die Grofle Iu steht fiir den Magnetisierungsstrom und beschreibt jene Komponente
des Leerlaufstroms, die erforderlich ist, um den magnetischen Kern des Transformators zu erregen.
Die Eisenverluste werden aus Griinden der Vereinfachung in diesem Beispiel aufler acht gelassen.
Wenn sie beriicksichtigt werden sollen, werden die Eisenverluste durch eine Parallelschaltung eines
Widerstandes zur Hauptinduktivitidt dargestellt.

I I Lo Ry I.
1 S B
[ ] [ ]
U, U,
O L 2 O

Abbildung 11.7: Ersatzschaltbild eines galvanisch getrennten Transformators.

AnschlieBend wird in dem T-Ersatzschaltbild des Transformators (Abbildung 11.8) unterstellt, dass
keine galvanische Trennung zwischen Primér- und Sekundérseite besteht, obwohl dies in der Realitét
natiirlich der Fall ist. Dieser Schritt erméglicht die Umrechnung der Groflen der Sekundérseite auf die
Primérseite und die Anwendung der aus Modul 4 bekannten Rechenregeln. Die Umrechnungsgréfien
werden als gestrichne Grofien, in diesem Beispiel als Uj, I5, RS und L. ,, gekennzeichnet.

Il Rl Lo’l L;.2 R/2 llg

(e, A 4 O

Abbildung 11.8: T-Ersatzschaltbild eines Transformators.
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Fiir die Umrechung der Spannung auf die Primérseite wird die Spannung U’ mit dem Ubersetzungsverhiltnis
multipliziert (Gleichung 11.7). Zur Berechnung des eingehenden Stroms I; wird der Strom I, mit dem
umgekehrten Ubersetzungsverhiltnis multipliziert und anschlieBend mit dem Magnetisierungsstrom

I, addiert (Gleichung 11.8).

Ny
U, =U;= E Uy (11.7)

N.
11=1’2+1M=Fj-12+zu (11.8)

) Die auftretenden Verluste auf der Sekundérseite L/, und R} werden mit dem quadrierten
Ubersetzungsverhéltnis auf die Primérseite umgerechnet (Gleichungen 11.9 und 11.10).

N2
o= (2L .r, 11.
0’2 <N2> 2 ( 9)
N2
R,=(2L) 'R 11.10
2 <N2> 2 ( )

Beispiel 11.2: Realer dreiphasiger Netztransformator

Ein realer dreiphasiger Netztrafo (f = 50Hz) hat folgende Daten:
Leistung: Sy = 100 kVA

Oberspannung U; = 20kV

Ubersetzungsverhéltnis: 50

Ly =500H = Z;,, = j157,08kQ2

L,y =L ,=190mH = Z; _ = j59,69Q
o R1 = R/2 =300
a) Wie grof ist die Leerlaufspannung U, bei diesem Ubersetzungsverhéltnis?
Zy
Zy+Z,+ R
=19,992kV . /001
U, = 399,85V - /0011

QIQZQ1'

b) Wie gro8 ist der Leerlaufstrom (auf der Primérseite)?

oL
- Zy+Z,+ Ry
20kV
T 157,139 k() - ¢789.989°
= 127,28 mA - ¢~ 789,98

c) Wie grof sind die Leerlaufverluste?
S, =U-I"
=20kV - (127,28 mA - e—j89,989°)*
= 2,546 kVA - ej89,989°
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11.3 Gleichstrommaschine

Gleichstrommaschinen sind Elektromaschinen, die mit Gleichstrom betrieben werden und sowohl als
Motoren als auch als Generatoren verwendet werden konnen. Sie zeichnen sich durch eine prézise
Steuerbarkeit der Drehzahl und des Drehmoments aus, was sie ideal fiir Anwendungen mit variabler
Geschwindigkeit und Last macht. Gleichstrommaschinen haben einen hohen Anlaufdrehmoment und
ermoglichen eine einfache Umkehrung der Drehrichtung. Sie werden héufig in Elektrofahrzeugen,
industriellen Steuerungsanlagen und batteriebetriebenen Geréten eingesetzt.

Vorteile: Nachteile:

e Einfacher und kostengiinstiger e Hoher Konstruktionsaufwand

Aufbau der Stromrichter ) )
e Wartungsintensiv (Biirsten)

e Hohe Regeldynamik . . .
e Geringe Leistungsdichte

e Direkter Betrieb der Maschine mit

Akkumulatoren moglich e Kosten

e GroBe Uberlastfihigkeit

11.3.1 Exkurs Prinzip des Elektromotors

Zu Beginn werden die im Modul 6 vorgestellten Prinzipien aufgefrischt. Die Abbildung 11.9 zeigt in
drei Schaubildern kurzgefasst die Wirkweise eines Elektromotors. Zum grundlegenden Aufbau eines
Elektromotors gehoren ein feststehender Teil, Stinder oder Stator genannt, und ein sich drehender
Teil, auch Léufer oder Rotor genannt. In den drei Abbildungen ist eine Leiterspule in einem Huf-
eisenmagnet zu sehen. Der Hufeisenmagnet bildet hier den Strator und eine um die eigene Achse
bewegliche Leiterspule stellt den Rotor dar. Das erste Schaubild illustriert den isolierten Verlauf der
magnetischen Feldinien des Hufeisenmagnets. Sie verlaufen innerhalb des Hufeisenmagneten vertikal
von Nord- zum Siidpol. Das zweite Schaubild zeigt den isolierten Verlauf der magnetischen Feldli-
nien der stromdurchflossen Leiterschleife. Durch den Stromfluss entstehen an der Leiterschleife zwei
entgegenwirkende Wirbelfelder. Im dritten Schaubild wird die Wechselwirkung des Hufeisenmagne-
ten (Statorfeld) und der stromdurchflossenen Leiterschleife (Rotorfeld) aufgezeigt. Die beiden Felder
iiberlageren sich. Die aus der Uberlagerung resultierende Lorentzkraft bringt gemiB der Rechten-
Hand-Regel die Leiterschleife zum rotieren. Aus der elektromagnetischen Energie entsteht mechani-
sche Energie.

vy

Abbildung 11.9: Prinzip des Elektromotors. Die Lorentzkraft bringt die sich im Magnetfeld be-
findende stromdurchflossene Leiterschleife in eine Drehbewegung.

Die Lorentzkraft kann mit der aus Modul 6 bekannten Formel berechnet werden:

F=B-I-(-N (11.11)
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Beispiel 11.3: Kraft einer Gleichstrommaschine

Ein Gleichstrommotor hat im Luftspalt eine magnetische Flussdichte von B = 0,8 T. Unter
den Polen befinden sich insgesamt N = 400 Ankerdrihte, die mit einem Strom von I = 10 A
durchflossen werden. Die wirksame Leiterlange ist £ = 150 mm.

Berechnen Sie die Kraft £ am Umfang des Ankers.

F=B-T-(-N
:o,sv—2-10A-0,15m-4oo
m
. 2- . .
_ggo e mis Am o0y

s3 - A-m?

11.3.2 Aufbau und Gehiusekonstruktion

Der Aufbau der Gleichstrommaschine wird anhand dreier Abbildungen dargestellt. Abbildung 11.10
zeigt ein diagonales Schnittmodell der Gleichstrommaschine, das eine allgemeine Ubersicht iiber die
Komponenten von Stator und Rotor gibt. Zur detailierteren Veranschaulichung des Aufbaus werden
die Abbildung 11.11 mit Fokus auf dem Stator und Abbildung 11.12 zur Veranschaulichung des
Rotors einer Gleichstrommaschine herangezogen.

Erregerpole mit Wicklung

Kommutatorlamellen

Abbildung 11.10: Grafik einer aufgeschnittenen Gleichstrommaschine.
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Wendepole mit Wicklung
Rotorzylinder mit Wicklung

Kompensationswicklung Polschuh

Pol mit Erregerwicklung Stéanderjoch

Abbildung 11.11: Grundlegender Aufbau einer Gleichstrommaschine. Hier mit nur einem
Polpaar (Polpaarzahl p = 1).

Die Komponenten des Strators, auch Stéinder genannt, werden im frontalen Querschnitt einer Gleich-
strommaschine (Abbildung 11.11) gut veranschaulicht. Eine der grundlegende Komponente ist die
Erregerwicklungen , die um ein Polschuh gewunden, einen Pol darstellt. Die Pole haben die Aufgabe,
ein Magnetfeld, Erregerfeld genannt, zu erzeugen.

Da ein magnetisches Feld immer einen Nord- und einen Siidpol beinhaltet, werden die Pole paarwei-
se gegeniiber eingebaut. Die daraus resultierende Kenngrofle, die Polpaarzahl, gibt Aufschluss iiber
die Betriebseigenschaften der Gleichstrommaschine. Eine hohere Polpaarzahl verringert die Dreh-
zahl, erhcht jedoch das Drehmoment. Bei Kleinstmaschinen kénnen die Erregerwicklungen durch
Permanentmagnete ersetzt werden. Bei grofleren Maschinen (ca. iiber 1 kW) sind zusétzlich Wende-
polwicklungen vorhanden, die hier jedoch vernachléssigt werden.

In der Abbildung 11.12 sind die Komponenten des Rotors gut ersichtlich. Im Allgemeinen wird der
Rotor auch Anker oder als Léufer bezeichnet. Die Funktion des Rotors beteht dahin die elektro-
magnetische Energie durch Rotationen um die eigene Achse in mechanische Energie (und umge-
kehrt) zu wandlen. Hierzu ist der Rotor an einer Motorwelle befestigt, die die mechanische Energie
iibertrigt. Das Kugellager am Ende der Motorwelle verringert dabei die Reibungsverluste bei der
Energieiibertragung. Um den Rotor in Bewegung zu bringen, ist das Zusammenwirken von Kommu-
tator und Rotorwicklung wichtig. Die Rotorwicklung, auch Ankerwicklung bezeichnet, hat die Auf-
gabe ein magnetisches Feld, das Ankerfeld, zu erzeugen. Erst durch die Interaktion des Ankerfelds
mit dem Erregerfeld wird ein Drehmoment auf den Rotor ausgeiibt und setzt diesen in Bewegung.
Die Blechwénde, um die die Spulen gewickelt sind, bestehen aus isolierenden Blechen, um Wirbel-
strome in den Wicklungen zu reduzieren. Der Kommutator oder Stromwender hat die Funktion die
Rotorwicklung getaktet mit Storm zu versorgen. Er besteht aus mehrenen voneinanderen getrennte
Lamellen, die jeweils mit einem Strang der Rotorwicklung verbunden. Der Strom wird nun iiber am
Strator angebrachten Kohlebiirsten an die Kommutatorlamellen geleitet. Durch die Drehung der La-
mellen unter den Biirsten wirkt der Kommutator als mechanischer Schalter und sorgt dafiir, dass die
Stromrichtung in den Rotorwicklungen die sich jeweils unter den Hauptpolen befinden gleich bleibt.
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Kommutator

Abbildung 11.12: Foto eines Rotors. Zu erkennen sind hier die charakteristischen Bauelemente.

11.3.3 Magnetische Felder
Fiir die Lorentzkraft ist das magnetische Feld entscheidend, in dem sich der Leiter bewegt. Die-
ses Feld wird durch den Stator mit den Erregerwicklungen erzeugt und ist im Bereich des Rotors
ndherungsweise parallel und homogen.

N

S

Abbildung 11.13: Erregerfeld einer Gleichstrommaschine. Schematische Darstellung in der Vor-

deransicht.
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11.3.4 Berechnung des Drehmoments

In Modul 6 und Kapitel 11.3.1 ist bereits die Kraftwirkung auf einen stromdurchflossenen Leiter im
Magnetfeld erkliart worden. Um das Drehmoment der Gleichstrommaschine zu berechnen, wird zuerst
die induzierte Spannung ermittelt (siche Modul 6). Dreht sich der Rotor einer erregten Gleichstrom-
maschine, wird in jeder Leiterschleife des Ankers eine Spannung induziert. Nach dem Induktionsgesetz
(Gleichung 11.4) ist die Hohe der induzierten Spannung (Quellenspannung) U, vom magnetischen
Fluss @ und der zeitlichen Anderung, in diesem Fall der Drehzahl n bzw. der damit verkiipften Kreis-
frequenz w = 27 - n abhéngig. Werden hierzu noch die spezifischen geometrischen Gegebenheiten des
Rotors in Form der Ankerkonstanten K multipiziert, so ergibt das Produkt aus diesen Kenngrofien
die induzierte Spannung U, der Gleichstrommaschine (siche Gleichung 11.12)

Uy=K ¢ w (11.12)

Wenn sowohl die elektrischen als auch mechanischen Verluste vernachléssigt wird, kann die indu-
zierte Spannung kann auch direkt iiber die sogenannte innere Leistung P, angegeben werden. Diese
entspricht dann sowohl der elektrischen Leistung U, - I, als auch der mechanischen Leistung Prech,
welche sich aus dem Produkt des inneren Drehmoments M; und der Winkelgeschwindigkeit w errech-

net.
Pi:Uq'IA:Pmech:Mi'w (11.13)

Wird diese Erkenntnis nun in Gleichung 11.12 eingesetzt, errechnet sich das inner Drehmoment M;
aus dem Produkt der Ankerkonstante K, den magnetischen Fluss ¢ und dem Ankerstrom I
M=K -&-1Ip (11.14)

Im Motorbetrieb ist das Drehmoment an der Welle der Maschine das innere Drehmoment M;
abziiglich der Verluste My. Das Maschinenmoment kann auch durch den Wirkungsgrad 7, ausge-
driickt werden. Dieser Wirkungsgrad vernachléssigt allerdings die elektrischen Verluste durch den
Ankerwiderstand und der Erregung.

M:Mi—M\/ M:nl -Mi (11.15)

e Verlustmoment: My [Nm]

e Wirkungsgrad: n [1]

11.3.5 Fremderregte Gleichstrommaschine

Der Erregerkreis im Stator der Gleichstrommaschine und der Rotorkreis, der iiber den Kommuta-
tor mit Strom versorgt wird, sind prinzipiell unabhéingig voneinander. Wenn beide Stromkreise von
unterschiedlichen Spannungsquellen versorgt werden, wird die Maschine fremderregt genannt. Das
Ersatzschaltbild ist in Abbildung 11.14 dargestellt.

Ra N

Iy,

R L
Us E E

«—

O O

Abbildung 11.14: Ersatzschaltbild einer fremderregten Gleichstrommaschine.
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Der Erregerkreis besteht aus der Induktivitdt der Erregerwicklung Ly und dem Kupferwiderstand
Rg der Spule. Im Ankerkreis wird die Wicklung als Kreis mit angedeuteten Schleifringen dargestellt,
da sie einerseits eine Induktivitit, als auch eine Spannungsquelle darstellt. Auch der Anker hat einen
ohmschen Widerstand Ra.

Der Maschenumlauf im Rotorkreis ergibt:

Ur =Uq+1s-Ra (11.16)

Durch Einsetzen von Gleichung 11.12 und 11.14 ergibt sich die Drehzahl/Drehmoment- und Anker-
stromkennlinie fiir die fremderregte Gleichstrommaschine:
Ua Ry - M;

T 2K -®  2n(K - D)2 (11.17)

n

Beispiel 11.4: Fremderregte Gleichstrommaschine \

Eine fremderregte Gleichstrommaschine mit der Ankerkonstante K = % hat bei der Spannung
Ux = 400V eine Leerlaufdrehzahl von n = 1200 ﬁ Der Ankerwiderstand betrigt Ry =
2,3Q.
a) Wie grof ist der Erregerfluss @7
Im Leerlauf ist das innere Moment M; gleich Null. Gleichung 11.17 vereinfacht sich daher
Zu:
n= _Us
21K -
Ua 400V
@ = = = 2
2K on  ZEoa0 l T 0V

min = 60 —=—

min

b) Wie schnell dreht die Maschine bei einem inneren Drehmoment von M; = 10 Nm?

_ _Us _ Ra-M
2K - 2n(K - D)2
400V 23Q-10Nm

2. 90Vs  2m(k - 20 Vs)?

1 1 1 1
=20~ —0,362 - = 19,638 — = 1178,3 —
S S S min

c) Wie grof} ist der Ankerstrom?

Mi 10 Nm
I = = =3,61A
ATKe T Liaovs

11.3.6 Reihenschlussmaschine

Bei der Reihenschlussmaschine sind Erreger- und Rotorkreis in Reihe miteinander verbunden. Der
Erregerstrom ist daher gleich dem Ankerstrom. Diese Art von Motor wird h#ufig in einfachen Elek-
trogeriiten an Wechselspannung eingesetzt und wird daher auch Universalmotor genannt. Als Gleich-
strommaschine wurde sie frither vor allem in Traktionsantrieben zum Beispiel von Straflenbahnen
eingesetzt. Heutzutage sind diese allerdings wegen des besseren Wirkungsgrades durch Drehstroman-
triebe mit Umrichter ersetzt.
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Abbildung 11.15: Ersatzschaltbild einer Reihenschlussmaschine.

e Auch fiir Wechselspannung einsetzbar

e hohes Anzugsmoment
Im Gegensatz zur fremderregten Gleichstrommaschine, deren Drehzahl-Drehmomentenkennlinie nach
Gleichung 11.17 eine Gerade ist, verhalt sich die Reihenschlussmaschine nichtlinear. Ohne Belastung
ist die Drehzahl theoretisch unendlich, die Maschine wird also so stark beschleunigen, bis sie sich selbst

durch die Fliehkraft zerstort. Die Maschine ,,geht durch®. Bei den Anwendungen als Traktionsantrieb
kommt ein Leerlauf aber nie vor, das grofle Anlaufmoment ist hingegen gewiinscht.

n

— Fremderregt

— Reihenschluss

0 M

0 M,

Abbildung 11.16: Drehzahl-Drehmomentenkennlinien. Kennlinie einer fremderregten Gleich-
strommaschine sowie einer Reihenschlussmaschine.

11.4 Synchronmaschine

Die Synchronmaschine ist eine Drehfeldmaschine, die folglich mit einem dreiphasigen Drehstrom
(siehe Modul 7) im Statorkreis betrieben wird. Der Rotor kann entweder permanent (mit Dauerma-
gneten) oder durch einen Gleichstromkreis erregt werden. Dieser Maschinentyp wird in Kraftwerken
zur Stromgewinnung eingesetzt, da er aber {iber einen sehr hohen Wirkungsgrad verfiigt, wird er
auch in der modernen Antriebstechnik in kleineren Leistungsklassen immer haufiger eingesetzt. Ein
wesentlicher Nachteil besteht jedoch darin, dass die Synchronmaschine immer durch eine Leistungs-
elektronik geregelt werden muss, da sie an einem einfachen Drehstromnetz nicht anléuft.

Vorteile:

e Robust und wartungsfrei.
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e Hohe Regeldynamik.
e Hohe Leistungsdichte bei geringem Bauvolumen.

o Uberlastfihigkeit.
Nachteile:

e Aufwendige Umrichtertechnik.
e Aufwendige Regelung.

e Gesteuerter Betrieb nur mit groflem Aufwand oder gar nicht méglich.

11.4.1 Aufbau

Drei Statorwicklungen, die 120° zueinander versetzt sind.

Geblechte Ausfiihrung des Stators, da dieser ein magnetisches Wechselfeld erfihrt.

Im Laufer befindet sich die Erregerwicklung.

Der Léufer wird teilweise nicht geblecht.

Statorblechpaket
Statorwicklungen

Abbildung 11.17: Grafik einer aufgeschnittenen fremderregten Synchronmaschine.
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Statorwicklung 2

Statorwicklung 1

Statorwicklung 3

Abbildung 11.18: Aufbau einer fremderregten Synchronmaschine. Die um 120° zueinander
versetzten Statorwicklungen sind hier farbig veranschaulicht.

11.4.2 Feldverlaufe

y4
I3 I I3 I, I3 I, I3 I

Abbildung 11.19: Richtung des Drehfeldvektors. Der Rotor dreht sich synchron zu den si-
nusférmigen, um 120° zueinander versetzten Drehfeldern des Stators.

Bei der Synchronmaschine bewirkt die magnetische Kopplung zwischen Stator und Rotor das Dreh-
moment. Im Motorbetrieb folgt das Rotorfeld dem Statorfeld. Die mechanische Drehzahl muss daher
immer gleich der elektrischen Drehfrequenz sein. Zwischen dem Stator und dem Rotor befindet sich
der lastabhéingige sogenannte Polradwinkel 9. Bei ¢ = 90° ist das Drehmoment am gréfiten. Wird
im Motorbetrieb der Polradwinkel durch eine zu hohe Belastung grofler als 90°, sinkt das erzeugte
Drehmoment und die Maschine , kippt“— das heifit, sie bleibt schlagartig stehen.
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e Der Statorfluss entsteht durch die Uberlagerung der Fliisse der drei Wicklungen.

e Der Liauferfluss entsteht durch die Erregerwicklung.

M

/ 0,51Un

0° 90° 1807

9

Abbildung 11.20: Drehmomentkennlinie in Abhiingigkeit vom Polradwinkel.

11.4.3 Ersatzschaltbild

Im Netzbetrieb ist die Klemmenspannung U; und die Frequenz w fest vorgegeben. Das ist ein haufiger
Betriebsfall fiir die Synchronmaschine.

Ry Xio Xn

& Ya CDLUP H I

O

Abbildung 11.21: Komplexes einphasiges ESB eines Vollpolgenerators. Beispielsweise im
Netzbetrieb.

11.5 Asynchronmaschine

Die Asynchronmaschine ist ebenfalls eine Drehfeldmaschine. Der Stator ist identisch zum Stator
der Synchronmaschine, der Rotor ist hingegen in der hdufigsten Version dieses Maschinentyps, beim
sogenannten Kafiglaufer, passiv.
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11.5.1 Aufbau

Liifterfliigel
Fliigelhaube

Drehstromwicklung
Gehéuse mit Blechpaket

Abbildung 11.22: Aufbau einer Kiéfiglidufer- Asynchronmaschine. Die Bleche des Rotorzylinders
wurden der Anschaulichkeit halber zur Hélfte beschnitten, um den Kéfig freizulegen.

11.5.2 Kifiglaufer

e In den Nuten des Lauferblechpaketes liegen leitfahige Stabe.
e Stirnseitig sind die Stdbe durch Kurzschlussringe miteinander verbunden.

e Zusammen bilden diese Komponenten einen Kéfig (dhnlich Hamsterkéfig).

Stdbe werden geschrigt ausgefiihrt zur Reduktion von Oberwellen im umlaufenden magneti-
schen Feld.

Abbildung 11.23: Kifig eines Asynchronrotors. Zur Hélfte mit Blechpaket gezeigt.



KAPITEL 11.5: 361

11.5.3 Anlauf der ASM

e Der Stator erzeugt im Sténder eine umlaufende magnetische Wanderwelle mit der Winkelge-

schwindigkeit: wg = %

e Der ruhende Laufer sieht ein verdnderliches Feld mit der Frequenz wy.

e Das magnetische Drehfeld durchsetzt den Laufer und induziert eine Spannung mit der Frequenz
Ws-

e Aus der Spannungsinduktion resultiert ein Stromfluss, da die Lauferwicklungen kurzgeschlossen
sind.

e Der induzierte Rotorstrom wirkt der von ihm gesehenen Anderung des Statorfeldes entgegen
(Lenzsche Regel).

e Statorfeld und Rotorstrom wechselwirken durch die Lorentzkraft- es kommt zur Ausbildung
eins Drehmoments.

e Das Drehmoment wirkt in Richtung des Sténderdrehfelds.

e Der Liufer beginnt sich zu drehen.

11.5.4 Betrieb der ASM

o Mit steigender Drehzahl des Liufers sieht dieser eine immer langsamere Anderung des Stator-
feldes: wy = Wy — Wmech-

e Mit steigender Drehzahl sinkt sowohl der Betrag als auch die Frequenz der induzierten Spannung
im Rotor.

e Der Betrag des Drehmoments sinkt.

e Drehen sich der Liufer und Stdnderfeld mit der gleichen Frequenz, ist die synchrone Drehzahl
erreicht.

e Die Liuferwicklungen sehen keine Anderung des Feldes.
e Induzierter Strom und Moment der Maschine werden zu Null.

e Durch Reibungseffekte wird der Rotor wieder abgebremst - es kommt zur erneuten Ausbildung
eines Moments.

e Im Gleichgewichtszustand stellt sich eine Drehzahl knapp unter der synchronen ein.

11.5.5 Drehzahl/Drehmomenten-Kennlinie

Die Drehzahl/Drehmomenten-Kennlinie ist bei der Asynchronmaschine nichtlinear und kann in meh-
rere Abschnitte unterteilt werden. Haufig wird die Kennlinie wie in Abbildung 11.24 gezeigt {iber den
Schlupf s aufgetragen. Der Schlupf bezeichnet die prozentuale Abweichung der mechanischen Dreh-
geschwindigkeit des Rotors n, von der elektrischen Drehgeschwindigkeit ng des speisenden Netzes im

Stator.
Ws — Wy

11.18
- (1113

Ein Schlupf von s = 1 (100%) entspricht daher dem Stillstand der Maschine oder Drehzahl n = 0,
ein Schlupf von s = 0 entspricht dem netzsynchronen Betrieb, der jedoch bei der Asynchronmaschine
niemals auftreten kann, da das Drehmoment in dem Fall Null wird.
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Die Drehzahl/Drehmomenten-Kennlinie wird auch als Klosssche Kennlinie bezeichnet und kann durch
die Gleichung 11.19 ausgedriickt werden:
2. Mg
T

(11.19)

Der Schlupf entspricht bei grolen Maschinen in sehr guter Ndherung den prozentualen Verlusten der
Maschine:

n~1l-—s (11.20)
M
My \
Bremse  — Motor|
| | | 0
y s=1 SK | N
(Stillstand . Generator —
untersynchron: s > 0 iibersynchron: s < 0

Abbildung 11.24: Klossche Kennlinie. Drehzahl/Drehmomenten-Kennlinie einer Asynchronma-
schine.

Beispiel 11.5: Asynchronmaschine

Ein Drehstrom-Asynchronmotor hat die folgenden Typenschildangaben:
e Nennleistung: 10kW

e Nenndrehzahl: 1440 -Y

min

e Frequenz: 50 Hz
Kippschlupf: 25%

Berechnen Sie das Nennmoment, das Kippmoment und das Anlaufmoment.

PN:MN~WN :MN-27T1’LN
Py 10-10°W

My = = = 66,31 Nm
N 2y 27w - 1440&
Wg — Wy
SN =
Ws
271500 gz — 27 - 1440 55
- 1
27 - 1500 1=

=0,04
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und Stillstand ausgerechnet.

2 - M,

M=K
EET
M,
2 SN SK

_ 66,31Nm 70,25 0,04\ _ 212,54 Nm
2 0,04 0)25
2-212,54 N
My = S5 2= = 100,02 Nm

1 0,25

Fiir die Berechnung der weiteren Momente wird Gleichung 11.19 fiir die Fille Nennbetrieb
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Modul 12

Schaltvorginge

12.1 Einfiihrung in Schaltvorginge

Schaltvorgénge sind Ausgleichsvorginge, welche unmittelbar nach dem Schalten in elektrischen Netz-
werken auftreten. Wie der Begriff | elektrische Schaltung® im Deutschen vermuten ldsst, spielt das
Schalten eine grofle Rolle in der Elektrotechnik. Selbst elektrische Netzwerke, in denen nicht geschal-
ten wird, werden gemeinhin als Schaltungen bezeichnet.

Schalter finden vielfiltig Anwendung unter anderem in der Leistungselektronik, der Informations-,
der Kommunikations- und der Regelungstechnik. Dabei kommt es nach jedem effektiven Schalten zu
Ausgleichsvorgiingen, die mitunter erwiinschte oder unerwiinschte Effekte hervorrufen kénnen.

In diesem Modul liegt der Fokus auf der Untersuchung dieser Ausgleichsvorgéinge.

Lernziele: Einfiihrung ~

Studierende lernen:

Schaltvorgénge als nicht-stationére Zustéinde nach Schaltaktionen kennen

Schaltvorginge im Kontext anderer Ausgleichsvorginge zu verstehen

Herausforderungen und Moglichkeiten bei Schaltvorgéngen kennen

das Schaltverhalten von idealen und realen Schaltern zu unterscheiden

12.1.1 Ausgleichsvorginge

Ausgleichsvorginge sind allgemein Vorgénge, in denen ein System nach einer Storung einem Gleich-
gewichtszustand zustrebt.

Ein Blick in die Physik zeigt, dass Ausgleichsvorgénge auf mannigfaltige Art und Weise in vielen
Bereichen vorkommen. Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik strebt ein System stets
einem Gleichgewichtszustand zu. Demnach kann jeder Vorgang bei entsprechenden Systemgrenzen
als Ausgleichsvorgang betrachtet werden. Ein Stiickweit lassen sich Schaltvorgéinge mittels Analogien
zu anderen Ausgleichsvorgédngen beschreiben.

Beispiele fiir Ausgleichsvorginge sind das Erhitzen einer Fliissigkeit, das Ausschwingen eines Pendels
oder der Regelvorgang eines Regelkreises.
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Abbildung 12.1: Erhitzen einer Fliissigkeit!

12.1.2 Schaltvorginge
Als Schaltvorgéinge werden Ausgleichsvorgéinge unmittelbar nach dem Schalten bezeichnet. Diese sind
Hauptgegenstand des Moduls, wobei hierfiir stehts von idealen Schaltern ausgegangen wird.

Abbildung 12.2 zeigt exemplarisch den Zeitverlauf einer Systemgrofie s(t) (z.B. Strom oder Spannung)
wahrend eines Schaltvorgangs. Zum Vergleich sind fiir das Zuschalten einer Anregung zwei Fille
dargestellt: einmal fiir eine Gleichgrée (DC) und einmal fiir eine Wechselgrofie (AC).

stationér
persistent

_____ AVARVEAVEAVAR

Abbildung 12.2: Vergleich: Ausgleichsvorgang AC, DC

' Ubergang
transient

Der dargestellte Schaltvorgang beginnt mit dem Schalten bei ¢ = 0 (gestrichelte Grenze, links)
und endet mit Erreichen eines stationdren Zustands (persistent) (gestrichelte Grenze, mittig). Der
stationiire Zustand von s(t) entspricht bei Anregung mit Gleichgréfie (DC) ebenfalls einer Gleichgrofie
(konstant) und bei Anregung mit Wechselgrofie (AC) ebenfalls einer Wechselgrofie (periodisch).

Der in Abb. 12.2 dargestellte Vorgang beim Ubergang (transient) von Schalten bis Erreichen eines
stationéiren Zustands kann hier auch als Ausgleichsvorgang (allgemein), Schaltvorgang (speziell) oder
Einschwingvorgang (speziell) bezeichnet werden.

1Bartolomeo Pinelli, Ausschnitt aus A Peasant Family Cooking over a Campfire, Lizenz CCO 1.0
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=81414513


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=81414513
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Ausgleichsvorginge wihrend dem Schalten, wie sie bei realen Schaltern auftreten, werden nicht als
Schaltvorgénge bezeichnet und in diesem Modul nicht néher untersucht. Eine kurze Erlauterung findet
sich jedoch vollstéindigkeitshalber in Abschnitt 12.1.4 beim Vergleich idealer und realer Schalter.

12.1.3 Beispiele fiir Schaltvorginge

Prinzipiell kommt es bei jedem Schalten in elektrischen Netzwerken zu Schaltvorgéingen.

Typische Beispiele sind Umrichter (engl. power converter) in der Leistungselektronik, welche elek-
trische Energie in eine andere Form elektrischer Energie umwandeln. Durch gezieltes Schalten von
Halbleiterbauelementen (z.B. Transistoren, Thyristoren) kann die Spannung, der Strom oder die Fre-
quenz verdndert werden. In jedem Taktzyklus werden Kapazitdten und Indukivitidten abwechselnd
geladen und entladen.

Abbildung 12.3a zeigt beispielhaft eine Tiefsetzsteller (Buck-Converter) mit Glattungskondensator.
Dieser wandelt eine Gleichspannung U; in eine niedrigere Gleichspannung Us um. Daneben sind in
Abbildung 12.3b die zeitlichen Verliufe von Spannungen und Stromen jeweils am Eingang und am
Ausgang des Tiefsetzstellers dargestellt.

u ()

Uy ~[~==== el g R -, C i ]

u,(1)

~Y

i(1)

(a) Schaltbild eines Tiefsetzstellers (Buck-Converter) (b) Zeitverlauf von u(¢) und i(t) am Tiefsetzsteller

Abbildung 12.3: Beispiel: Schaltvorginge am Tiefsetzsteller?

Ohne ndhere Rechnung ist erkennbar, dass die Ausgangsspannung auch im stationdren Betrieb nicht
konstant ist. Die Ausgangsspannung iiber dem Glattungskondensator schwankt, da sich die Kapazitét
in jeder Schaltperiode etwas entladt und wieder aufladt.

Mithilfe der Methoden aus diesem Modul lassen sich solche Schaltvorgénge berechnen und analysie-
ren. Zum besseren Verstindnis werden in Kapitel 12.3 jedoch einfachere Beispiele von Schaltvorgénge
ohne periodisches Schalten betrachtet.

Andere Beispiele fiir Schaltvorgéinge sind das Fin- und Ausschalten von Geréten, Analog-Digital-
und Digital-Analog-Wandlung, das Aufladen eines Kondensators durch ein Fahrradlicht.

12.1.4 Vergleich idealer und realer Schalter

Zur Vereinfachung wird in diesem Modul stets von idealen Schaltern ausgegangen. Um die Grenzen
dieser Annahme zu verstehen, wird im Folgenden der Unterschied zwischen idealen und realen Schal-
tern erldutert. Hierfiir wird wie im Schaltbild in Abbildung 12.4 gezeigt ist, die Schalterspannung
iiber einem Schalter betrachtet. Der Schalter ist hierfiir an eine lineare Gleichspannungsquelle mit
Spannung U, angeschlossen.

2Quelle: Schaltbild und Zeitverlauf (modifiziert, gekiirzt): Joachim Bécker, GET2, Universitit Paderborn
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U, u(t)

| -

Abbildung 12.4: Schaltbild, Schalterspannung

Abbildung 12.5 zeigt die Schalterspannung im Durchlass- und im Sperrbetrieb und in den Ubergangsphasen
beim Offnen oder Schlieflen des Schalters. Links ist der Spannungsverlauf fiir einen idealen Schalter
dargestellt, rechts fiir einen realen Schalter.

u(t) u(t)

(a) Spannung bei idealem Schalter (b) Spannung bei realem Schalter

Abbildung 12.5: Vergleich: Schaltverldufe bei idealem und realem Schalter

Ein idealer Schalter wechselt beim Schalten instantan und verlustlos von einem leitenden Zustand
(R = 0) zu einem sperrenden Zustand (G = 0) oder umgekehrt wie in Abbildung 12.5a dargestellt
ist. Ein realer Schalter hingegen leitet oder sperrt nicht instantan wie in Abb. 12.5b vereinfacht
dargestellt ist. Stattdessen treten Latenzen und Verluste auf. Im Durchlassbetrieb liegt immernoch
eine kleine Spannung an (Durchlasswiderstand R > 0) und im Sperrbetrieb fliefit immernoch ein
kleiner Strom (Sperrleitwert G > 0). Dadurch kommt es zu Verlusten im Schalter, insbesondere
wiihrend der Ubergangsphasen, wenn sowohl Spannung als auch Strom anliegen.

Die Latenzen und Verluste realer Schalter resultieren aus deren resistiven, induktiven und kapazitiven
Eigenschaften. Aufgrund dieser Eigenschaften ist Schalten real betrachtet - schalterintern - immer
mit Ausgleichsvorgéngen verbunden. In der Praxis werden solche Effekte, wenn unerwiinscht, als
parasitir bezeichnet.

Abbildung 12.6 zeigt exemplarisch einen MOSFET als Schalter zur Veranschaulichung. Zum Vergleich
ist der MOSFET einmal ideale (ohne) und einmal real (mit kapazitiven Effekten) dargestellt.

5V 5V

MOSFET

(a) MOSFET, ohne Kapazitéten (ideal) (b) MOSFET, inkl. Kapazitéten (real)

Abbildung 12.6: Vergleich: Schaltung mit MOSFET, ohne (ideal) und mit kapazitiver Effekte (real)
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Die kapazitiven Effekte zwischen den Anschliissen des MOSFETS fiihren zu einer Verzogerung beim
Schalten, da die jeweiligen Kapazitdten wiahrend des Schaltens erst geladen beziehungsweise entladen
werden miissen. Das MOSFET-Beispiel dient lediglich zur Veranschaulichung der Unterschiede zwi-
schen idealen und realen Schaltern. Ausgleichsvorginge wihrend Schaltaktionen werden in diesem
Modul nicht weiter betrachtet. Mit Schaltvorgéngen sind immer die Ausgleichsvorgénge nach dem
Schalten gemeint.

12.2 Grundlagen der Berechnung von Schaltvorgingen

Grundlage der Berechnung von Schaltvorgéngen sind Differentialgleichungen (DGL).

Die Aufstellung der Kirchhoffschen Regeln bei Schaltungen mit Energiespeichern fithrt zu DGL von
Spannungen an beziehungsweise Stromen in den jeweiligen Komponenten. Das bedeutet, dass die
jeweiligen Momentanwerte von Spannungen und Stromen nicht ausreichen, um den Zustand des
Systems zu beschreiben.

Die Zeitverldaufe von Spannungen und Strémen wiahrend Schaltvorgéingen lassen sich durch Losung
ihrer jeweiligen DGL bestimmen.

Lernziele: Grundlagen

Studierende lernen:

e grundlegende Begriffe kennen und verstehen (Definitionen)
e Berechnungsmethoden im Zeit- und Bildbereich (Laplace) kennen

e DGLen fiir Schaltungsgréfien von LZI-Schaltungen aufzustellen

DGL-Eigenschaften aus Schaltungseigenschaften abzuleiten

Zeitverldufe bei Schaltvorgéngen zu bestimmen (DGLen zu lésen)

12.2.1 Definitionen
Tabelle 12.1 zeigt eine Ubersicht wichtiger Begriffe mit Kurzform der hier verwendeten Definitionen.
Bestimmte Begriffe werden in den folgenden Abschnitten genauer erlautert und diskutiert.

Speziell die hier verwendeten Definitionen fiir Transienten, Ausgleichs-, Einschwing- und Schalt-
vorginge werden in Abschnitt 12.2.1.2 in Abgrenzung zur Definition in anderen Quellen erldutert
und die Wahl der hier getroffenen Definition begriindet.

Die Tabelle dient als Referenz fiir die Verwendung der Begriffe in diesem Modul und kann nach Art
eines Glossars verwendet werden.

12.2.1.1 Erliduterungen

ZUSTANDE:
ausgeglichen: Beschreibt einen stationiren Zustand nach einem Ausgleichsvorgang.

eingeschwungen: Beschreibt einen stationédren Zustand direkt nach einem Einschwingvorgang. Der
Begriff wird in der Regel auch fiir stationéire Zustdnde nach Ausgleichsvorgdngen verwendet, bei
denen keine Schwingung auftritt, und zudem unabhéngig von der Energieflussrichtung.
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Tabelle 12.1: Gruppierte Begriffe mit Definitionen in Kurzform

G. Begriffe Definitionen
80 Schalten ,,durch Betétigen eines Schalters in einen (Betriebs)zustand versetzen“[duden)]
= Schalter Komponente, hier zum 6ffnen oder schlieflen einer elektr. Verbindung
harmonisch!  sinusformig, beschreibt Schwingung der Form: y(t) = X - sin(wt + ¢)
g periodisch! in gleichen Abstinden, regelmiiBig [auftretend, wiederkehrend]*“[duden]
& zeitinvariant®  invariant /unverénderlich iiber die Zeit
®
< gewohnlich?  Ableitung(en) nach einer unabhingigen Variable (z.B. Zeit t), Vgl. partiell
% homogen?  Form gewohnlich: Y ai(t)% fily(t) 10  mit Storfunktion b= 0
"éo linear?  Form gewohnlich: > ai(t);—; y(t) = b(t) d.h. mit % y(t) linear
Ordnung? n  [1] d.h. héchstens Ableitung der Ordnung n in DGL
Abklingkonst. 4 [s7!] Ma8 fiir die Diampfung linear gedimpfter Schwingungssysteme
g Diampfungskonst. & [s7!] synonym zu Abklingkonstante
% Eigenfreq.  fo/q [Hz] Freq. mit der ein System (un/)geddmpft selbst schwingen kann
0 Resonanzfreq. fy  [Hz| Freq. bei der ein System in Resonanz tritt, gleich unged. Eigenfreq.
Zeitkonstante 7 [s] MaSB fiir Steilheit von Exponentialverliufen der Form e~/
) Ausgleichsvorg. Vorgang in einem System, dass einen stationdren Zustand anstrebt
S Ausschwingvorg.  Ausgleichsvorgang, schwingend, exergon (spontan)
®  Binschwingvorg. Ausgleichsvorgang, schwingend, endergon (nicht spontan)
>o Schaltvorg. nicht stationdrer Zustand nach Schalten
Transiente  Ausgleichsvorgang (synonym), Vgl. transient (adj.)
3 eingeschwungen stationédr nach Einschwingvorgang
:g persistent  stationdr von Lat. persistere, Dt. verharren, Ggt. von transient
7] stationér  zeitlich konstante/periodische Grofien (z.B. bei DC/AC) [hagmann]
§ transient  {ibergangsweise von Lat. transire, Dt. (hin)iibergehen, Ggt. von persistent
1adlgemein ?bezogen auf DGL

stationdr: Zustandsbeschreibung fiir zeitlich konstante Groflen (z.B. bei Gleichspannungsversor-
gung) oder zeitlich periodische Gréen (z.B. bei Wechselspannungspannungs) [hagmann]

GROSSEN:

Die Grolen Abklingkonstante, Dampfungskonstante, Eigenfrequenz, Resonanzfrequenz und
Zeitkonstante sind wichtige Kenngroflen fiir die Beschreibung des Schwingverhaltens von Systemen.
Sie sind in Kapitel 12.3.3 am Beispiel eines RLC-Reihenschwingkreises genauer erldutert.

FALLE:

Die Fallunterscheidung von aperiodischem Fall, aperiodischem Grenzfall, periodischem Fall
bei linearen, zeitinvarainten, schwingungsfahigen Systemen ist in Kapitel 12.3.3.1 am Beispiel eines
RLC-Reihenschwingkreises erldutert.

12.2.1.2 Diskussion und Abgrenzung

Dieser Abschnitt ist fiir das Verstédndnis der Modulinhalte nicht zwingend erforderlich und als Ergéinzung
zu verstehen. Da einige der in Tabelle 12.1 aufgefithrten Begriffe in der Literatur unterschiedlich ver-
wendet werden, ist die Wahl der Definitionen hier begriindet und abgegrenzt.

Verlinkung deutsch- und englischsprachiger Wikipediaartikel [Stand 15.11.2024]:
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e dt. Ausgleichsvorgang <> engl. transient state
e dt. Einschwingvorgang — engl. transient response — dt. Transiente

e dt. Transiente <> engl. transient response

VORGANGE:

Ausgleichsvorgang, m.

o Weifligerber: Vorgang von stationérer Zustand nach Eingriff bis stationdrer Zustand
e Hagmann: Vorgang ab Verdnderung bis stationér

e hier, angelehnt an Hagemann: Vorgang wenn bestimmter stationérer Zustand angestrebt wird

Wie Hagmann, nur dass quasi ,,unterbrochene® Ausgleichsvorgéinge ebenfalls als Ausgleichsvorgéinge
bezeichnet werden. Diese Definition schliet Anwendungsfille in der Leistungselektronik wie bei Hoch-
und Tiefsetzstellern unter der Annahme von realen Bauteilen (R > 0) mit ein.

Schaltvorgang, m.

e Weifigerber: Ausgleichsvorgang nach Schalten|weissgerber3]

e Hagmann: Synonym Ausgleichsvorgang, Unmittelbar nach Schaltungsénderung|sic!], geht iiber
in stationdren Zustand[hagmann]

e hier: Ausgleichsvorgang ausgelost durch Schalten (angelehnt an Hagmann)

In diesem Modul bezieht sich der Begriff Schaltvorgang nur den Vorgang nach(!) dem Schalten,
welche durch dieses ausgelost werden. Mit der hier verwendeten Definition lassen sich vom Schalten
unabhéngige Ausgleichsvorginge ausschlieflen.

Ausschwingvorgang, m.

Bezeichnet hier exergone Ausgleichsvorginge, das heifit Ausgleichsvorginge, die sich bei positiver
Netto-Energieabfuhr vollziehen. Entsprechend Wortbedeutung im wortlichen Sinn, ist ein Ausschwing-
vorgang das Gegenstiick zum Einschwingvorgang.

Einschwingvorgang, m.

Bezeichnet hier im engeren Sinn endergone Ausgleichsvorgénge, das heifit Ausgleichsvorgénge, die sich
bei positiver Netto-Energiezufuhr vollziehen. Wird iiblicherweise wie hier im weiteren Sinn synonym
fiir alle Ausgleichsvorgéinge verwendet. Bezieht sich hier wie iiblich sowohl auf Abldufe, die schwingend
als auch nicht schwingend verlaufen. [Vgl. der Worte schwingen, Schwung] Die Definition ist gewéhlt,
um eine feinere Klassifizierung moglicher Ausgleichsvorgénge zu erleichtern.

Transiente, w.

Hier synonym zu Ausgleichsvorgang betrachtet, frei iibersetzbar mit ,Ubergang“aus dem Lateini-
schen. Vergleich transient (adj.) von Lat. transire Dt. (hin-)iiber(/durch)-gehen, Gegenteil von per-
sistent (adj.) von Lat. persistere Dt. verharren.

12.2.2 Berechnungsmethoden fiir Schaltvorginge

Zur Berechnung von Schaltvorgéngen stehen prinzipiell zwei Methoden zur Verfiigung. Beide Metho-
den basieren auf der Losung der Differentialgleichung (DGL) einer Schaltung.

Die Losung der DGL erfolgt:
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e im Zeitbereich (durch Zerlegung in fliichtigen und eingeschwungenen Zustand) oder

e im Bildbereich (mit Laplace-Transformation).

Abbildung 12.7 stellt den Ablauf zur Berechnung im Zeit- und im Bildbereich zum Vergleich als
Flussdiagramm gegeniiber.

Differentialgleichung Zeitverlauffunktion
n DGL l6sen

> ai- f9 =0 ) =...
=0

Zeitbereich
L{fD b} L7 HF(s)}
Bildbereich
Algebraische Gleichung . .. Bildfunktion
n algebraisch 16sen

Zai-si~F:B F(s) = ..
i=0

Hier fir £(1)(0) =0

Abbildung 12.7: Flussdiagramm, Berechnungsmethoden fiir Schaltvorgénge

Die Benennung und Darstellung beider Methoden sind angelehnt an [weissgerber3], finden sich
jedoch in ahnlicher Form auch in anderen Lehrbiichern zur Elektrotechnik, Regelungstechnik und
Systemtheorie.

Die Losung der DGL im Zeitbereich ist die allgemein anwendbare Methode und wird in diesem Modul
ausfiihrlich behandelt. Der Rechenaufwand kann je nach Komplexitit der DGL stark variieren. Die
Methode basiert auf der Zerlegung in einen fliichtigen und einen eingeschwungenen Zustand.

Die Losung der DGL im Bildbereich mithilfe der Laplace-Transformation ist eine spezielle Methode,
die bei linearen, zeitinvarianten Systemen mit Energiespeichern angewendet werden kann. Sie bietet
sich bei verschwindenden Anfangsbedingungen (Vgl. Kapitel 12.2.4) an. In einigen Féllen kann die
Methoden den Rechenaufwand reduzieren, da die transformierte DGL algebraisch gelost werden kann.
Die Methode wird in diesem Modul nicht weiter behandelt.

Die Idee in den Bildbereich zu wechseln findet sich wieder in Abschnitt 12.2.3 bei der Aufstellung
einer DGL und in Abschnitt 12.2.4.3 bei der Anwendung komplexer Wechselstromrechnung (Vegl.
Modul 7) zur Bestimmung eingeschwungener Zustéinde.

12.2.3 Differentialgleichungen

Zu Beginn der Berechnung von Schaltvorgéingen steht die Aufstellung der Differentialgleichungen
(DGL). Die DGL fiir Spannungen und Strome basieren basieren prinzipiell auf den Kirchhoffschen
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Regeln:
Knotenregel: Z i;j =0 mit n Stromzweigen im Knoten (12.1)
j=1
Maschenregel: Z ug =0 mit m Teilspannungen in Masche (12.2)

T
I

und den folgenden Strom-Spannungs-Beziehungen (Komponenten-Gl.) fiir R, L und C'.:

Widerstand: ur(t) = R-igr(t) (12.3)
d

Induktivitét: ur(t) =L - T ir(t) (12.4)
d

Kapazitét: ic(t)=C- T uc(t) (12.5)

In welcher Reihenfolge die Gleichungen am geschicktesten aufgestellt, umgeformt und ineinander
eingesetzt werden ist abhéngig von der jeweiligen Schaltungstopologie und der Zielgrofle.

Ahnlich wie beim Lésen von DGLen (Vgl. Kap. 12.2.2 und Abb. 12.7 zu Berechnungsmethoden) kann
auch beim Aufstellen der DGLen sowohl im Zeitbereich als auch im Bildbereich vorgegangen werden.
Die Methode im Zeitbereich ist die in diesemm Modul ausfiihrlicher behandelte Methode. Abbildung
12.8 zeigt schematisch beide Vorgehensweisen im Vergleich.

Knoten-/Maschen-Gl. | mit Komponenten-Gl. Differentialgleichung
S - ah h ZielgroBe aufls &

- O - O nac. lelgrobe aultlosen _— . (’L) _
ZZ] ’ Z k o ggf. &, [dt anwenden Zal f b
j=1 k=1 i=0

Komplexe Zeitbereich .
Wechselstrom- (jw)i = (%)Z
rechnung Frequenzbereich
Knoten-/Maschen-Gl. | mit Impedanz-Gl. Algebraische Gleichung
n m 77N b ZielerdB 15 n
I':O, U :O nac. 1elgrobe autiosen (3 zF:B
Zij Z*k N Strom-/Spg.-teiler mogl. Z a; - (jw)' - £
j=1 k=1 i=0
*knoten-/maschenweise vorgehen

Abbildung 12.8: Flussdiagramm, Aufstellungsmethoden fiir Differentialgleichungen

Bei einfachen Schaltungen mit einer einzelnen Masche (reine Reihenschaltung) oder zwei einzelnen
Knoten (reine Parallelschaltung) lassen sich die Differentialgleichungen direkt aus den Kirchhoffschen
Regeln und den Bauteilgleichungen aufstellen (Zeitbereich). Gegebenenfalls muss die aufgestellte
Gleichung noch differenziert werden, um die benstigten Ableitungen zu erhalten (beziechungsweise
um Integrale zu entfernen). Bei komplexeren Netzwerken ist der Rechenaufwand deutlich grofer.

Eine Mdoglichkeit den Rechenaufwand zu minimieren, ist mit Methoden der komplexen Wechselstrom-
rechnung zu arbeiten (Bildbereich). Der Ansatz funktioniert ebenso fiir DC-Schaltungen, da nicht
wirklich mit Frequenzen gerechnet wird. Sinn und Zweck ist die Aufstellung der DGL durch alge-
braische Umformung der komplexen Kirchhoffschen Regeln. Hierbei werden die Schaltungselemente
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durch Impedanzen respektive Admittanzen ersetzt und die zu untersuchende Grofle beispielswei-
se durch einen komplexen Spannungsteilers bestimmt. Die Umformung zur DGL geschieht durch
Riicktransformation der komplexen Gréfien in den Zeitbereich. jw wird dabei durch % ersetzt.

Der Vorteil des Ansatzes im Bildbereich ist, dass komplexe Spannungs- und Stromteiler anwendbar
sind. Dadurch bietet sich der Ansatz vor allem bei gemischten Reihen- und Parallelschaltungen an.

Ein dhnlicher Ansatz wire das Maschenstromverfahren in Matrixform mit komplexen Gréen. [Vgl.
Modul 7] Dieses wird an dieser Stelle jedoch nicht weiter betrachtet.

12.2.3.1 Eigenschaften und allgemeine Form

In allen hier untersuchten Schaltungen kommen ausschliefilich folgende Komponenten zum Einsatz:
Kapazitiaten, Induktivitdten, ohmsche Widerstdnde, ideale Spannungsquellen, ideale Stromquellen,
ideale elektrische Leiter und ideale Schalter. In den Schaltungen kommen keine weiteren Bauteile wie
z.B. Transistoren, Dioden oder Operationsverstérker vor.

Zur Berechnung von Schaltvorgingen wird in diesem Modul stets von idealen Bauteilen in isother-
men, homogenen, isotropen Medien ausgegangen. Weitere Einfliisse wie Temperaturabhéngigkeiten,
nichtlineare Effekte oder Ahnliches werden nicht betrachtet.

Die aufgezidhlten Komponenten sind alle linear und zeitinvariant. Die gleichen Eigenschaften gel-
ten auch fiir Schaltungen, die sich nur diesen Komponenten zusammen setzen. Das heifit, es handelt
sich um lineare, zeitinvariante Systeme (LZI-Systeme). Die Zeitinvarianz fiir Schalter gilt dabei einge-
schriinkt (abschnittsweise) fiir alle Zeitriume auflerhalb von Schaltzeitpunkten und uneingeschréinkt
fiir alle anderen Komponenten.

Aus den Eigenschaften der Schaltungen lassen sich folgende fiir Eigenschaften der DGLs ableiten:

gewdhnlich nur abhéingig von einer Variable, hier der Zeit)

linear Linearitét der Schaltungselemente)

e konst. Koeffizienten  a; = konst. (Zeitinvarianz der Schaltungselemente)

(
(
(
e inhomogen b(t) #0 (bei Anregung durch Spannungs- oder Stromquellen)

e homogen b(t) =0 (ohne Anregung durch Spannungs- oder Stromquellen)

Fiir eine betrachtete Schaltungsgrofie y in Abhéingigkeit der Zeit t ergibt sich daraus die folgende
Form fiir gewdhnliche, inhomogene, lineare DGLs mit konstanten Koeffizienten:

> ai dldyit(f) = b(t) (12.6)

mit a;,b(t) €R; i,neN

Mit der Ordnung n, der Stérfunktion b(¢) und den konstanten Koeffizienten a;.

12.2.3.2 Ordnung von Differentialgleichungen

Der Aufbau einer Schaltung bestimmt die Form der Differentialgleichungen (DGLs) zur Beschreibung
ihrer Systemgrofien (Stréme, Spannungen). Die Ordnung der DGL entspricht direkt der Anzahl an
Energiespeichern, welche nicht zu einem Energiespeicher zusammengefasst werden kénnen.[weissgerber3]

Abbildung 12.9 zeigt exemplarisch mehrere Schaltungen und die Ordnung der zugehorigen DGL.
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1 Energiespeicher — DGL 1. Ord.

2 Energiespeicher — DGL 2. Ord.

2 Energiespeicher — DGL 2. Ord.
L

Ry

2 Energiespeicher — DGL 2. Ord.

Abbildung 12.9: Beispiel Schaltungen und Ordnung der Differentialgleichung

Die Ordnung der DGL bestimmt die Anzahl der Konstanten in der allgemeinen Losung der DGL.
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12.2.4 Berechnungsverfahren im Zeitbereich

Die Berechnung von Schaltvorgéngen im Zeitbereich basiert auf der Losung der Differentialgleichun-
gen (DGLs) fiir die Schaltungsgréfien. Allgemein exestieren fiir DGLs unendlich viele Lésungen.

Wichtig fiir die Eingrenzung der allgemeinen Losung ist die Kenntnis der Anfangsbedingungen
(AB). Die AB sind Werte von Schaltungsgréfien zu einem bestimmten Zeitpunkt o wihrend des
Beobachtungszeitraums (Schaltvorgang). Dabei handelt es sich beiselsweise um Spannungen oder
Strome einzelner Bauteile oder um deren Ableitungen.

Fiir DGL n-ter Ordnung sind n AB notwendig, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Sind die AB
nicht explizit gegeben, konnen diese gegebenenfalls durch die Schaltungstopologie und den Zustand
unmittelbar vor dem Schalten hergeleitet werden. Dabei ist zu unterscheiden, welche Schaltungs-
grofen springen kénnen und welche stetig sind.

Da es sich bei Induktivitdten und Kapazitdten um Energiespeicher handelt, ist deren Verhalten zu
einem Zeitpunkt ¢ abhéngig von der bis dahin zu-/abgefiithrten Energie.

In kurzer Gegeniiberstellung gilt mit E = [ p(t)dt = [u(t) - i(t) dt und den Gl. 12.4 und 12.5:

1
Kapazitét: E, = 50 u? = u = stetig (Speicher el. Energie) (12.7)
1
Induktivitét:  E,qg = §L -2 = i = stetig (Speicher mag. Energie) (12.8)

Da Energie sich nur mit endlicher Geschwindigkeit bewegen kann, gilt Stetigkeit fiir uc und ip:

Uc,t— = UC,t+ iL,t— = 7tL¢+ (129)
i li =u li ) =1 12.1
mit im uc(t) = uc i+ im in(t) =ipx ( 0)

Das bedeutet, dass die Spannung einer Kapazitit ebenso wie der Strom einer Induktivitdt unmittelbar
vor dem Schalten gleich grof} ist wie zu Beginn des folgenden Schaltvorganges.

12.2.4.1 Zerlegung von Ausgleichsvorgingen und Lésung der inhomogenen DGL

Der sich ergebende Zeitverlauf einer Grofle y(t) kann wihrend eines Ausgleichsvorgangs zerlegt wer-
den in einen fliichtigen Zustand y; und in einen eingeschwungenen Zustand ..

y(t) == ye(t) + ye(t) (12.11)

Der eingeschwungene Zustand y. beschreibt den stationéire Zustand, den die Gréfle y anstrebt. Der
fliichtige Zustand y¢, auch freier Zustand genannt, reprisentiert den abklingenden Teil von y:

tlggo Yo(t) = tlggo y(t) Yo = stationér (12.12)
lim y(t) =0 Ye =Y = Ve (12.13)
t—o0

Abbildung 12.10 zeigt exemplarisch einen Ausgleichsvorgang mit Zerlegung einer Gréfie y(¢) in einen
fliichtigen und eingeschwungenen Zustand. Die Darstellung entspricht dem Spannungsverlauf einer
Kapazitit beim Laden mit Gleichspannung iiber einen ohmschen Widerstand wie in Beispiel 12.2.
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-
-
-

Abbildung 12.10: Ausgleichsvorgang zerlegt in eingeschwungenen und fliichtigen Zustand

Da die Grofie y(t) nach Gleichung 12.12 fiir t — oo in y,(t) iibergeht, muss y.(t) ebenfalls die DGL
aus Gleichung 12.6 inklusive Storterm b erfiillen:

> ai d;if) Yo = b(t) (12.14)

1=

Ziehen wir die DGL fiir y. aus Gl. 12.14 von der allgemeinen inhomogenen DGL aus Gl. 12.6 ab,
erhalten wir mit der Zerlegung nach GI. 12.11 die homogene DGL fiir den fliichtigen Zustand:

—~ d'(t)
Co— e = 12.1
Z @ d¢ Yt 0 ( 5)

i=

Mathematisch entspricht die Zerlegung des Zeitverlaufs y(¢) in einen fliichtigen und eingeschwungenen
Zustand der Zerlegung der Losung der inhomogenen DGL y in die Losung der homogenen
DGL y;, (ohne Stérterm) und in eine partikulidre Lésung y, der inhomogenen DGL mit:

homogene Lisung Yn = Yt fliichtiger Zustand (12.16)
partikuléire Losung Yp = Ye eingeschw. Zustand (12.17)

Die Zerlegung von Ausgleichsvorgingen in einen eingeschwungenen und einen fliichtigen Zustand
findet sich in #hnlicher Form in den Lehrbiichern von Albach[albach], Hagmann[hagmann] und
Weiigerber[weissgerber3).

12.2.4.2 Berechnung der homogenen Lésung

Fiir die Losung von gewohnlicher, linearer, homogener DGLen mit konstanten Koeffizienten der Form:

i — Yy = 12.1

D ai gt =0 (12.18)
=0

wird in der Regel der Ansatz einer Exponentialfunktion verwendet:

yn(t) = K - e (12.19)

Dabei ist K eine Konstante und A\ die Losung des charakteristischen Polynoms und wird auch als
Eigenwert bezeichnet. Durch Einsetzen des Exponential-Ansatzes in 12.18, Differenzieren und Aus-
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klammern:

n

di
Y ai—K-eM=
a TG e 0

=0

<Zai-)\i> K-eM=0
i=0
(12.20)

kann das charakteristische Polynom aufgestellt werden:

n

D ai- A =0 (12.21)

=0

Die maximale Anzahl an Eigenwerten ist gegeben durch die Ordnung einer DGL. Da die Koeffizienten
a; reell sind, miissen die Eigenwerte \; ebenfalls reell sein, oder paarweise komplex konjugiert.

Bedingung: Um die homogene Differentialgleichung in Gleichung 12.18 zu erfiillen, muss der Realteil
aller Eigenwerte negativ sein Re{);} < 0. Nur dann konvergieren die Exponentialterme aus dem
Ansatz in Gleichung 12.19 fiir t — oo.

Die allgemeine homogene Lésung y;, einer DGL n-ter Ordnung ist die Linearkombination von n
linear unabhéngigen Losungen der homogenen DGL.

Die Form der Losung hiangt davon ab, ob es sich um unterschiedliche Eigenwerte, gleiche Eigen-
werte (Mehrfache Nullstellen des charakteristischen Polynoms) oder paarweise komplex konjugierte
Eigenwerte handelt.

Sind alle Eigenwerte \; verschieden, ergibt sich die homogene Losung zu:
n
pa(t) =D Ki-eMt o fir A £\ Vi (12.22)
i=1

Bei paarweise komplex konjugierten Eigenwerten kann diese Losung umformuliert werden. [Herleitung
in Abschnitt 12.3.4.1.] Fiir Ay = A\ = a + jb € C ergibt sich fiir die homogene Losung;:

yn(t) = K1 -e“"-cos(b-t) + Ky -e*" -sin(b - t)

. (12.23)
=Cp e -cos(b-t+ o)
Sind alle Eigenwerte \; gleich ergibt sich die homogene Lisung zu:
n .
p(t) =Y K- t7heM  fir A=)\ Vi (12.24)
i=1

Bei gemischten Nullstellen ergibt sich die Lésung aus einer Kombination der obigen Lésungen wie in
Beispiel 12.1 gezeigt ist.

Beispiel 12.1: Linear unabhingige Lésungen einer DGL

Dieses Beispiel ist nahezu unveréndert iibernommen aus [albach]. Gesucht ist die allgemeine
Losung der folgenden homogenen DGL 5. Ordnung;:

d5 4 3 2

d d d
@y(t) + 7?;1/(25) + 26 (t) + 62?;1/(15) +8—y(t) + 75y(t) =0

d ar? d dt




KAPITEL 12.2: 379

Das charakteristische Polynom:
AN+ T AT 4+26-07 46227 +85-A+75=0
besitzt eine einfache und zwei doppelte, konjugierte, komplexe Nullstellen:
AM=-3 d=XA=-1+2j, M=X=-1-2j
Mit den Ansétzen aus Gl. 12.22, 12.23 und 12.24 ergibt sich die allgemeine Losung zu:

() =Ky -e 3 4 (Ky + K3 -t) - e 'sin(2t) + (K4 4+ K5 - t) - e ' cos(2t)

12.2.4.3 Berechnung der Partikuldren Lésung

Fiir die Berechnung einer partikuldren Losung ), einer inhomogenen DGL kénnen verschiedene Me-
thoden gewihlt werden. Eine Moglichkeit ist einen Losungsansatz dhnlich der Anregung zu wihlen.

Speziell fiir Schaltvorgénge gilt, dass y, dem eingeschwungenen Zustand entspricht wie in Abs.
12.2.4.1 hergeleitet wurde. Daraus folgt fiir lineare, zeitinvariante Schaltelementen:

e Bei DC-Anregung (Gleichgrofien) ist die partikulire Losung ebenfalls eine Gleichgrofie
e Bei AC-Anregung (Wechselgrofien) ist die partikulire Losung ebenfalls eine Wechselgrofie

Die Bestimmung kann durch Methoden der statischen Netzwerkberechnung erfolgen. Hierfiir reichen
die Kirchhoffschen Regeln, die Gleichungen fiir die Bauelemente R, L und C und den daraus resultie-
renden Strom- und Spannungsteilerregeln. Fiir Wechselgrofien werden die komplexen Wechselstrom-
Aquivalente der aufgezihlten Methoden verwendet.

Transformation von DGLen sinusformiger Gréfien in den komplexen Zahlenraum:

Da bei AC-Anregung die DGL 12.14 fiir den eingeschwungenen Zustand fiir Wechselgréfien gilt, kann
die DGL in den komplexen Zahlenraum transformiert werden. Das Vorgehen entspricht der Trans-
formation der differentiellen Strom- und Spannungsbeziehungen fiir R, L und C zu deren komplexen
Strom- und Spannungsbezichungen anhand deren jeweiligen Impedanz Z respektive Admittanz Y.

Eine sinusférmige GréBe y(¢) mit Amplitude Y und einem Nullphasenwinkel  ldsst sich mit kom-
plexem Amplitudenzeiger (Phasor) Y wie folgt beschreiben [Vgl. Modul 7]:

y(t)Z?'COS(wt—F@)=Re{Z~ej“’t} — Y=Y ¥

Ableitungen nach der Zeit % werden im komplexen Zahlenraum durch jw ersetzt:

d - - (ot
ay(t):Y-w-cos(wt—i—(p—i—g) = jw-X:Y-w~eJ(“’+7)

Der Faktor jw entspricht riicktransformiert dem Vorfaktor w und einer Phasenverschiebung von 7 /2.
Dadurch gilt allgemein bei DGLen sinusférmiger Gréflen (Index ac) der Form in Gleichung 12.6:

n d 7 n . o A
;ai ’ <d.t) yCLC - bac < ;ai . (Jw) . X — E (12.25)

Alternativ kann auch der Imaginérteil komplexer Amplitudenzeiger zur Darstellung von sinusférmiger
WechselgroBlen verwendet werden. [Vergleich Modul 7 - Periodische Groien]
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12.2.4.4 Zusammenfassung

Das Berechnen von Ausgleichsvorgéingen im Zeitbereich besteht zum einen im Aufstellen einer pas-
senden DGL und zum anderen auf dem Losen der aufgestellten DGL. Merkbox 635 fasst die die
Berechnung von Ausgleichsvorgéngen im Zeitbereich zu fiinf Schritten zusammen. Die Schritte sind
stark angelehnt die Vorgehensweise von Weifigerber [weissgerber3|.

Merke: Verfahren fiir DGL

1. Differentialgleich. aufstellen (lin., gew.) >a;- %? =0
2. Fliichtiger Zustand (homo. Lsg.) ye = YK, - eMit
3. Eingeschwung. Zustand (part. Lsg.) Yo = y(t = 0)
4. Uberlagern (allg. Lsg.) Y=Yt + Yo
5. Konstante(n) bestimmen (Anfangsbed.) iL,uc = stetig
/ K; flir  X; # A Vo oi,j (einfache NS)
*mit K, =
N {K,L .tk fir A; = X\;_p mit ke€[0,1, ..., m—1] (m-fache NS, k-ter gleicher EW)

Die Reihenfolge der Schritte 2. und 3. ist prinzipiell beliebig. In der Mathematik ist die gezeigte
Reihenfolge iiblicher mit der Bestimmung der allgemeinen homogenen Loésung vor der Losung der
partikuldren Losung(en). Aus elektrotechnischer Sicht kann es sich anbieten zunéchst die den einge-
schwungenen Zustand (partikulire Lésung) zu bestimmen.

12.3 Schaltvorginge im Zeitbereich berechnen

In diesem Kapitel werden Schaltvorgénge in elektrischen Schaltungen im Zeitbereich betrachtet.
Es wird zwischen Schaltvorgingen bei Gleichspannung und Wechselspannung unterschieden. Die
Betrachtung erfolgt fiir RC- und RL-Glieder, sowie RLC-Glieder.

Lernziele: Schaltvorginge <

Studierende lernen:

e Schaltvorgéinge im Zeitbereich zu berechnen
e das Schaltverhalten von RC-, RL- und RLC-Gliedern kennen und verstehen
o die Moglichkeit kennen Schaltvorginge bei AC-Anregung zu minimieren

o das Schwingverhalten von Schwingkreisen zu verstehen und zu analysieren

12.3.1 bei Gleichspannung

In diesem Kapitel werden Lade- und Entladevorginge von Kapazitéiten und Induktivitdten jeweils in
Reihe mit einem Widerstand bei Gleichspannung berechnet und dargestellt.
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Schaltvorgénge bei sinusformiger Anregung folgen in Kapitel 12.3.2.

12.3.1.1 bei Kapazititen
Beispiel 12.2 zeigt den Rechenweg zur Bestimmung des Spannungsverlaufs uc(t) einer zu Beginn
entladenen Kapazitit C' beim Laden mit Gleichspannung fiir ¢ > 0 iiber einen Widerstand R und

den Zeitverlauf des Ladestroms i(t). Die angewandte Berechnungsmethode entspricht dem Verfahren
fiir DGL im Zeitbereich nach Merksatz 635.

Aus den Ergebnissen ablesen lisst sich die exponentielle Ann&herung von uc(t) an die Anregung Uy:
ue(t) = U, - (1 - e*t/*) (12.26)

und der exponentielle Abfall von i(t) respektive ug(t) ab deren Maximalwerten U, /R und Uy:
i(t) = % e (12.27)

up(t) =U, -e~"" (12.28)

bis die Kapazitét geladen ist. Die Zeitkonstante 7 bestimmt die Steilheit der exponentiellen Verldufe.
Fiir das RC-Glied ergibt sich 7 = RC. Die Einheit fiir 7 ist gleich jener der Zeit.

Tabelle 12.2: Typ. Werte Zeitkonstante 7

t T 3T 51
. 1—e 7 632% 950% 99,3%
T o o e tT  368% 50% 0,7%

Abbildung 12.11: Exp. Annidherung und 7 Faustregel: , Eingeschwungen“ nach 57

Wie in Abbildung 12.11 dargestellt, schneidet die Tangente von ue im Punkt ue (¢ = 0) den Endwert
Uq zum Zeitpunkt ¢t = 7. Allgemein gilt in jedem Punkt exponentieller Annéherungen/Abfille, dass
die Tangete den Endwert nach 7 erreicht.

Tabelle 12.2 zeigt typische Werte fiir exponentielle Annéherungen/Abfille nach Vielfachen von 7. Die
Werte sind relativ zum Maximalwert (Start- oder angestrebter Grenzwert). Als , eingeschwungen® gilt
ein solcher Verlauf nach 57.

Beispiel 12.3 zeigt den Rechenweg zur Bestimmung des Spannungsverlaufs uc(t) einer Kapazitiat C
beim Entladen iiber einen Widerstand R und zugehorige Zeitverldufe. Hierbei ergeben sich analog
zum Ladevorgang exponentielle Verldufe mit gleicher Zeitkonstante, jedoch mit unterschiedlichen
Start- und Endwerten.

Der Rechenweg in den Beispielen 12.2 und 12.3 ist prinzipiell identisch. Beim Lade- und Entladevor-
gang unterscheiden sich lediglich die Anfangsbedingung uc(0) (bei Schaltzeitpuntk ¢t = 0) und die
Randbedingung uce (fiir ¢ — o0). Dadurch ergeben sich unterschiedliche partikuldre Losungen und
andere Konstanten K in der allgemeinen Losung.

Verallgemeinert lisst sich der Spannungsverlauf uc einer Kapazitdt C' beim Laden/Entladen mit
Gleichspannung iiber einen Widerstand R ab einem Schaltzeitpunkt ¢o beschreiben durch:

uc(t —to) = uce + (uc(to) —uce) e~ 7 (12.29)

~

uc,p Uuc,h
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Etwas umgeschrieben ldsst sich der Spannungsverlauf auch recht anschaulich wie folgt formulieren:

t—t
uelt = to) = ueto) +(uce ~ vett)) - (1= ) (12:30)
~——
Startwert Differenz Exp. Anniherung

Die allgemeine Losung in Gleichung 12.29 beziehungsweise 12.30 gilt nur fiir Anregungen mit Gleich-
grofie. Die Losung ist typisch fiir verlustbehaftete, lineare Systeme erster Ordnung (mit einem Ener-
giespeicher), weshalb sie in &hnlicher Form auch bei RL-Gliedern auftritt.

Exkurs: DGL 1. Ordnung und Zeitkonstante 7

Die Exponentialform ist typisch fiir lineare Systeme erster Ordnung mit Energiespeicher und ergibt
sich aus der Losung der linearen, gewShnlichen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Durch
Umformung (ag = 1) ldsst sich die Zeitkonstante 7 direkt aus der DGL ablesen (a1 = 7).

d
T () +yt) =) (12.31)
Dadurch lésst sich die homogene Losung direkt angeben mit.:
() =Ko~ (12.32)

Die Zeitkonstante ist ein Ma# fiir die Schnelligkeit, mit der ein System auf eine Anderung reagiert.
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Beispiel 12.2: RC-Glied DC-Ladevorgang

Bestimmung von Spannung uc und Ladestrom i der Kapazitit C' beim Laden iiber Wider-
stand R mit Gleichspannung U, fiir ¢ > 0. Die Kapazitét ist zu Beginn entladen.

u(t) U,

gegeben: i(0), Uy, R, C
gesucht: i(t), ur(t)

1.) DGL aufstellen: von uc(t) fiir ¢ > 0

Ausgehend von der Maschengleichung wird uz in Abhéingigkeit von uc ausgedriickt:

Masche : ur +uc = Uy mit up=R-1
d
R-i+uc=U, mit i=C-—uc
dt
d
DGL: R~C-&uc+uc=Uq

2.) Homogene Lésung, allg.: (fliichtig) (ohne Storterm)

d
DGLy, : RC - &uc’h +uch=0 Ansatz: ucp =K - et
K- (RC- XeM + eM)=0
1 1
har. Pol.: RC-A+1=0 A=——=——
char. Po + = - RO
hom. Lsg. : uen =K -e”'" mit 7= RC

3.) Partikulare Lésung: (eingeschwungen) (fiir ¢ — 00)
d
DGL, : W—i— uc,p, = Uy mit  uc, = konst.
part. Lsg. : uc,p = Uy
4.) Inhomogene Lésung, allg.: (Uberlagerung)

uc(t) = ucn(t) + uc,p(t) uc(t) = uc,(t) + uc.e(t)
allg. Lsg.: uo(t) =K -e "+ U,

5.) Konstanten bestimmen: (Anfangsbedingungen einsetzen)

1 0

Anfangsbed. uc(0)=K+U, = 1 = K=-U,
ue(t) = —U,-e~"/" + U,
spez. allg. Lsg.: uc(t) = U, (1 — e_t/T>
Strom 7 aus Spannung u¢ bestimmen:
Strom: 7= % G mit 1=C- iuc

R dt
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Beispiel 12.3: RC-Glied Entladevorgang

Bestimmung von Spannung uc und Strom ic einer Kapazitéit C' beim Entladen iiber einen
Widerstand R fiir t > 0. Die Kapazitét ist zu Beginn geladen auf U,,.

L u(t)

UQLCD T C::lua

¢ i(t)
gegeben: uc(0), Uy, R, C
gesucht:  uc(t)

1.) DGL aufstellen: von uc(t) fiir ¢ > 0, analog zu Beispiel 12.2
Masche : ur +uc =0 mit up=R-i

d .. d
DGL : RC-guc—l—uc—O mit Z—C-EUC

2.) Homogene Lésung, allg.: (fliichtig) Identisch zu Beispiel 12.2
hom. Lsg. : uch = K - e mit 7= RC

Die partiklare Lésung uc, entfillt, da uc eingeschwungen (¢ — oo) null wird.

3. Part. Lsg.: (eingeschwungen) und 4. Uberlagerung;:
allg. Lsg.: Uc = uch + Uep mit wug, =0
5.) Konstanten bestimmen: (Anfangsbedingungen einsetzen)

Anfangsbed. uc(0) = K - e = U, = K=U,
spez. allg. Lsg.: uc(t) =U, e

Strom 7 aus Spannung u¢ bestimmen:

d
Strom: Pl it i=C-—
rom i 7 mit e

12.3.1.2 Dbei Induktivititen

Der Rechenweg zur Bestimmung des Strom- oder Spannungsverlaufs bei Induktivitdten bei Anre-
gung mit Gleichspannung ist identisch zu der Berechnung bei Kapazitéiten in Kapitel 12.3.1.1. Das
sich einstellende Zeitverhalten mit Exponentialverldufen und Zeitkonstanten ist analog zu dem dort
beschriebenen.

Exemplarisch ist in Beispiel 12.4 und 12.5 der Ladestrom 4(¢) und die Induktivitdtsspannung wr,(t)
einer Induktivitdt L beim Laden iiber einen Widerstand R mit Gleichspannung Uy, fiir t > 0 berechnet
und dargestellt.

Die Beispiele unterscheiden sich lediglich im Rechenweg. In Beispiel 12.4 wird die DGL fiir (¢) und
in Beispiel 12.5 fiir ur,(t) aufgestellt und gelost.
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Beispiel 12.4: RL-Glied DC-Ladevorgang - Uber DGL von i

Bestimmung von Ladestrom ¢ und Spannung wuj; der Induktivitdt L beim Laden iiber
Widerstand R mit Gleichspannung U, ab Schalzeitpunkt ¢t = 0. Zuvor fliet kein Strom.

u(t)

gegeben: i(0), Uy, R, L

gesucht: (), i(t) i .
1.) DGL aufstellen: von i(t) fiir ¢ > 0
Ausgehend von der Maschengleichung wird uz und uy nach ¢ umgeschrieben:
Masche : ur +ur, = U, mit ur=R-1i
. d . . d .
R~Z+L-£22Uq mit uL:L~az
L d U,
DGL: 4=
G TR +1 7
2.) Homogene Lésung, allg.: (fliichtig) (ohne Storterm)
L d
DGL,, : I §ih +i, =0 Ansatz: i, = K - e
L 1 R
har. Pol.: ZA+1=0 = AN=-_—-=_=
char. Po R + p T
‘ . . L
hom. Lsg. : m=K-e mit 7= =

3.) Partikulare Lésung: (eingeschwungen) mit t — oo

L U,
DGL,, : /E)d;ti/p—i_ ip = Eq mit i, = konst.

part. Lsg. : iy = —

4.) Inhomogene Lésung, allg.: (Uberlagerung)
allg. Lsg.: i(t) =K - e 4 %
—

i], ip

mit ih = if, ip = ie

5.) Konstanten bestimmen: (Anfangsbedingungen einsetzen)

U U
Anfangsbed. i(0)=K o7+ 2L = K=--1
R R
. . Uq 7t/,.
eindeut. Lsg.: i(t) = 7 (1 —e )
Spannung 1, aus Strom 7 bestimmen:
Y . d .
Spannung: up, =U,-e” /7 mit wp =L-—1

dt
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Beispiel 12.5: RL-Glied DC-Ladevorgang - Uber DGL von uy,

Bestimmung von Spannung u; und Ladestrom ¢ der Induktivitdt L beim Laden iiber
Widerstand R mit Gleichspannung U, fiir ¢ > 0. Der Stromkreis ist vor ¢ = 0 unterbrochen.

u(t)

gegeben: i(0), Uy, R, L

gesucht: (), i(t) i .
1.) DGL aufstellen: von uy(¢) fur ¢t > 0
Ausgehend von der Maschengleichung wird uz in Abhéingigkeit von uy ausgedriickt:
Masche : ur +ur = U, mit up=R-i
. d
Ritur,="U, n
TR TR R dt’
L d
DGL: - — =
G T ur, +up, =0
2.) Homogene Losung, allg.: (fliichtig) (ohne Storterm)
L d
DGLy, : B E“L’h +urp=0 Ansatz: upp =K - e
L 1 R
har. Pol.: — . A+1=0 = AN=_-_=_=
char. Po 7 + = T
—t/ . L
hom. Lsg. : ury, =K -e mit 7= =

3.) Partikulare Lésung: (eingeschwungen) mit t — oo

L d
DGL,, : m—i— ur, =0 mit wur, = konst.

part. Lsg. : urp, =0

4.) Inhomogene Losung, allg.: (Uberlagerung)
up(t) = upn(t) + uep(ty up(t) = up f(t) + weetty

allg. Lsg.: up(t) =K -e /"
5.) Konstanten bestimmen: (Anfangsbedingungen einsetzen)
0
Anfangsbed. i(0) = uP}:g )L 0 = ur(0) = U, — upf0)
up(0)=K-e* =1, = K=U,
eindeut. Lsg.: up(t) =U, -e~"/

U, ¢ L Uy —
Strom: z‘:Eq.(l_e—/*) mit = SR _ Ya UL
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Der Entladevorgang einer Induktivitdt L iiber einen Widerstand R ist &hnlich zum Ladevorgang
iiber einen Widerstand R mit Gleichspannung U,. Der Kurzschluss iiber R entspricht einer Span-
nungsquelle mit U, = 0 V. Entladevorgang und Ladevorgang unterscheiden sich lediglich in den
Anfangsbedingungen und dem Storterm der jeweiligen DGL. Die Zeitkonstante 7 ist identisch fiir
den Lade- und Entladevorgang. Auf eine detaillierte Berechnung wird daher an dieser Stelle verzich-
tet.

U, LC

(a) Schaltbild (b) Spannungs- und Stromverlauf

Abbildung 12.12: RL-Glied, Entladevorgang

Abbildung 12.12 zeigt das Schaltbild (a) und den Spannungs- und Stromverlauf (b) der Indukti-
vitdt L beim Entladen iiber einen Widerstand R ab Schaltzeitpunkt ¢ = 0. Die Induktivitét ist
vor dem Schalten in Reihe mit dem Widerstand R an eine Gleichspannungsquelle U, angeschlossen.
Zum Schaltzeitpunkt ist die Induktivitdt vollsténdig geladen(stationédrer Zustand) und fithrt vor dem
Schalten den Konstantstrom U, /R.

Reale Induktivitédten lassen sich durch eine Reihenschaltung aus einer idealen Induktivitdt L und
einem ohmschen Widerstand R, modellieren, der den Kupferverlusten entspricht. Durch Paral-
lelschaltung eines ohmschen Widerstandes Rp, unmittelbar zur Induktivitdt L lassen sich zudem
Eisenverluste modellieren.

(a) Schaltbild (b) Spannungs- und Stromverlauf

Abbildung 12.13: RL-Glied, realer Induktivitit, Ladevorgang an idealer Spannungsquelle

Abbildung 12.13 zeigt das Schaltbild (a) einer realen Spule mit Induktivitit L in Serie zu einem Wi-
derstand R, (hier R;). Unmittelbar parallel zur Induktivitét befindet sich der ohmsche Widerstand
Rp. (entspricht Ry). Die Induktivitdt wird ab ¢ = 0 iiber eine ideale Konstantspannungsquelle U,
geladen und ist vorher vollstindig entladen. Daneben abgebildet sind die zugehérigen den Spannungs-
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und Stromverldufe (b).

Im Vergleich zum Ladevorgang eines reine RL-Serienschaltung in Beispiel 12.5 springt die Spannung
iiber der Induktivitdt nicht auf die ganze Quellenspannung sondern auf einen geringeren Wert be-
grenzt durch den Spannungsteiler 22— Der Eingangsstrom macht bedingt durch die Eisenverluste

Ri+R>
einen Sprung zum Schaltzeitpunkt und néhert sich dann exponentiell dem Strom %‘i. Der Strom durch
U.
Ry -‘qu2

Induktivitéit ndhert sich exponentiell dem Strom %‘i an. Die Zeitkonstante betragt 7 = ﬁ.

Ry springt beim Schalten auf den Wert und féllt dann exponentiell ab. Der Strom durch die

12.3.2 Dbei sinusformiger Anregung

Die Vorgehensweise zur Berechnung von Schaltvorgédngen bei sinusformiger Anregung ist prinzipiell
gleich zur Vorgehensweise bei gleichférmiger Anregung. Deshalb wird in diesem Kapitel nur auf die
Besonderheiten bei sinusformiger Anregung eingegangen und die Berechnung anhand eines Beispiels
erldutert.

Die Differentialgleichungen bei Schaltungen mit Wechselspannungs- oder stromquellen unterscheiden
sich gegeniiber den Gleichspannungs- oder -stromfillen lediglich durch die rechte Seite der DGL, dem
Storterm. Der Storterm ergibt sich aus der Anregung und ist bei sinusférmiger Anregung linearer,
zeitinvarianter Systeme ebenfalls sinusférmig.

Aufgrund der Zeitabhéngigkeit sinusféormiger Anregungen, ist der exakte Schaltzeitpunkt entscheiden
fiir das Verhalten des Systems. Préziser formuliert ist die Phasenlage der Anregung zum Schaltzeit-
punkt entscheidend.

Am Beispiel eines RC-Gliedes wird in Kapitel 12.3.2.1 die Berechnung des Schaltvorgangs bei si-
nusformiger Anregung gezeigt. Dabei wird die Abhéngigkeit des Schaltvorgangs vom Schaltzeitpunkt
und die Moglichkeit transienter Spitzenstréme und -spannungen niher erldutert.

Exemplarisch ist in Beispiel 12.6 die Berechnung eines Schaltvorganges fiir ein RL-Glied bei Anregung
mit Wechselspannung zusammenfassend présentiert.

12.3.2.1 bei Kapazititen

Zur Erlduterung der Besonderheiten von Schaltvorgingen bei sinusférmiger Anregung wird das Bei-
spiel eines RC-Gliedes betrachtet. Die Berechnung erfolgt wie in Beispiel 12.2 nach Merksatz 635.

Eine Kapazitit C' wird iiber einen Widerstand R ab dem Schaltzeitpunkt ¢ = ¢, an eine ideale
Wechselspannungsquelle mit Spannung uq(t) = Uy - cos(wt + ¢,4) angeschlossen. Die Kapazitéit C ist
zu Beginn vollsténdig entladen. Abbildung 12.14 zeigt das Schaltbild dieser Anordnung.

LC

Abbildung 12.14: Schaltbild, RC-Glied (Reihe) nach Schalten an idealer Wechselspannungsquelle

1.) Differentialgleichung aufstellen:



KAPITEL 12.3: 389

Die inhomogene DGL von u¢ fiir t > ¢ ergibt sich analog zu Beispiel 12.2 zu:

RC - %uc(t) + uc(t) = uy(t) (12.33)

mit  ug(t) = Uy - cos(wt + ¢q) (12.34)

Gegeniiber Beispiel 12.2 ist lediglich der Stérterm veréndert. Der Gleichspannungsterm U, ist hier
durch den Wechselspannungsterm u, ersetzt.

2.) Homogene Lésung, allgemein (fliichtiger Zustand):
Die homogene Losung uc,p, ist unabhéngig vom Stérterm und damit von der Anregung. Die Losung

ist aus Beispiel 12.2 {ibernommen mit Beriicksichtigung des variablen Schaltzeitpunktes ¢y:

Uch = K- e_t7 mit ¢ =t— to

t—t,

=K-e = mit 7=RC (12.35)
Da der Exponentialansatz erst ab Schaltzeitpunkt ¢y gilt, wird dieser von der Zeit ¢ subtrahiert.

3.) Partikuldre Loésung (eingeschwungener Zustand):
Die partikulire Losung uc,, entspricht bei sinusférmiger Anregung ebenfalls einer sinusférmigen
Grofle mit gleicher Frequenz wie die Anregung wie in in Kapitel 12.2.4.3 beschrieben ist. Der einge-
schwungene Zustand lésst sich mittels komplexem Amplitudenzeiger U, wie folgt beschreiben:
ucy = Uc,p - cos(wt + ©cp) (12.36)
=Re{Uc, e} mit Up,=Uc,-e#or (12.37)

Die Amplitude qu und der (Last-)Phasenwinkel ¢, lassen sich gem#fl komplexen Spannungsteiler
bestimmen.

. . A . .
U~ U ZC _ Jw
~C,p ~q R+ZC’ -q R Jw%
U A
=—1 it U, =U,-e¥a 12.38
1+ jwRC M FaT e (12:38)

Fiir die Amplitude U, und die Phase ¢¢, folgt aus Gl. 12.38:

U,

— und  @c,p = pq — arctan (WRC) (12.39)
1+ (wRC)?

Uop =
4.) Inhomogene Lésung, allgemein (Uberlagerung):

Aus der Uberlagerung von Gl. 12.35 und 12.36 folgt die allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
Uc = uch +Uc,p
—K-e 4 Uc.p - cos(wt + @c.p) (12.40)

5.) Konstanten bestimmen (Anfangsbedingung):

Aus der Anfangsbedingung, dass die Kapazitit zu Beginn entladen ist, folgt fiir die Konstante K:

uc(to) ; 0
K-+ Uc.p - cos(wto + ¢c,p) = 0
K = —Uc, - cos(wty + pop) (12.41)
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Mit Gl. 12.41 eingesetzt in 12.40 ergibt sich die eindeutige Losung fiir uc(t):

uc(t) = —=Uc,y - cos(wty + ocp) - €~ 7 +Uc, - cos (Wt + oc.p) (12.42)

UC,h uc,p

An Gleichung 12.42 ist erkennbar, dass der fliichtige Zustand uc f = uc,n ab to exponentiell gegen
null strebt. Im Gegensatz zum DC-Fall (Beispiel 12.2) ist der Startwert der Exponentialkurve K aus
Gleichung 12.41 abhéngig von %y, da der eingeschwungene Zustand uc,. = uc,, zeitabhéngig ist.

Verhalten bei Variation des Schaltzeitpunktes/der Zeitkonstante:

Abbildung 12.15a zeigt den Spannungsverlauf der Anregung u, bei einem Nullphasenwinkel ¢, von
Null und den Spannungsverlauf der Kapazitit uc. Zum Vergleich ist uc fiir zwei verschiedenen
Schaltzeitpunkten ¢ty gezeigt. Das ist einmal beim negativen Scheitelwert und einmal beim Null-
durchgang von uc . uc ist als Uberlagerung des fliichtigen Zustandes uc,p (schwarz, gestrichelt)
und des eingeschwungenen Zustandes uc, (schwarz) dargestellt.

ug(t)

v

to t1

(a) Verschiedene Schaltzeitpunkte to (b) Verschiedene Zeitkonstanten 7

Abbildung 12.15: Spannungsverlauf uc bei RC-Glied nach Schalten an Wechselspannungsquelle v,

Wie zu erkennen ist, ist der Ausgleichsvorgang maximal (|K| = maz.), wenn die Differenz |uc ,(to) —

uc(to)| maximal ist. Erfiillt die uc,, bereits die Anfangsbedingung mit ue ,(to) L uc(to), entfillt
der fliichtige Zustand vollstéindig K = 0 = uc,, = 0 und es kommt zu keinem Ausgleichsvorgang.

In Abbildung 12.15b wird der Spannungsverlauf u¢ fiir verschiedenen Zeitkonstanten 7 gezeigt. Ein-
mal betragt 7 = %”, einmal 7 = 207”. In beiden Féllen ist ¢y so gewahlt, dass der Ausgleichsvorgang
maximal wird.

Bei grofien Zeitkonstanten klingt der fliichtige Zustand langsamer ab, dadurch kann es bei ungiinstigen
Schaltzeitpunkten zu Uberspannungen/ -stromen kommen. Ist u¢ wie im Beispiel nach Anfangsbedin-
gung zu Beginn entladen (uc(to) = 0), kann uc bis zum doppelten Scheitelwert von uc,, ansteigen.
Ist uc hingegen zu Beginnn bereits bis zum negativen/positiven Scheitelwert von uc,, geladen, kann
uc sogar bis zum dreifachen Scheitelwert von uc,, ansteigen.
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Merke: Ausgleichsvorginge bei AC-Anregung

Durch geschicktes Schalten kénnen Ausgleichsvorgéinge bei AC-Anregung vermieden werden.

Bei groBen Zeitkonstanten sind Uberwerte bis zum doppelten/dreifachen Scheitelwert moglich.

12.3.2.2 bei Induktivitédten
Beispiel 12.6 zeigt exemplarisch die Berechnung eines Schaltvorgangs fiir ein RL-Glied bei Anregung
mit Wechselspannung nach Merksatz 635.

Die Berechnung von Schaltvorgédngen bei sinusférmiger Anregung fiir Induktivitidten erfolgt analog zu
der Berechnung fiir Kapazitiaten in Kapitel 12.3.2.1. Es gelten die gleichen Besonderheiten beziiglich
Schaltzeitpunkten und moglicher transienter Spitzenstrome und -spannungen wie bei Kapazitéten.

Im Beispiel ist die DGL der partikuldren Losung nach Gleichung 12.25 transformiert:

L d. . U . ; jw

DGL,: = Sip+ip = mit u, =Re {0, '}
| L0, o
transformiert: & E-lep—i—lp:f mit Qq:Uq-eW‘?

Der Ansatz bietet eine einfache Umstellung nach dem komplexen Amplitudenzeiger der partikuléiren
Losung und ist prinzipiell gleichwertig mit der Herleitung iiber komplexe Spannungsteiler wie sie in
Gleichung 12.38 am Beispiel des RC-Gliedes gezeigt ist.
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Beispiel 12.6: RL-Glied, Schaltvorgang mit Wechselspannungsquelle

Bestimmung des Strom ¢ durch die Induktivitédt L in Reihe mit dem ohmschen Widerstand R
bei Zuschalten der idealen Wechselspannungsquelle u, = U, - cos(wt + ¢,) ab Schaltzeitpunkt
t = tg. Zuvor flieit kein Strom.

UR
- .‘I_t_

ANIVANVAY
\/

i(t)
gegeben: i(tg), u,, R, L --/\- __T:_/\\____ﬂ__.
gesucht: i(t), up(t) D 7ARE T A t

1.) DGL aufstellen: von i fiir t > ¢y, Losung aus Bsp. 12.4

L d N
DGL:: E'Ei”:% mit  u, = U, - cos(wt + ¢4)

2.) Homogene Lésung, allg.: (fliichtig), Losung aus Bsp. 12.6 fiir Schaltzeitpunkt to

hom. Lsg.: ihn= K- o mit 7= =

3.) Partikulare Lésung: (eingeschwungen) mit ¢ — oo, kompl. Wechselstromrechnung

: Lol [ Qq 1 g J j©q
transf. : Eqwlp—i—lp—ﬁ mit U, = g€
Zeiger: = 1 it 1, =1,
eiger: =7 m it Ly = Ip-
. j L
I, = Uq—/R p1 = pq — arctan (w—)
L)?2 R
L+ (wg)
part. Lsg. : ip = I, - cos(wt + ¢r) mit i, = Re {zp ~ej‘”t}

4.) Inhomogene Lésung, allg.: (Uberlagerung)

t—

allg. Lsg.: i=K- e " + 1, - cos(wt + 1)

ih ip
5.) Konstanten bestimmen: (AB einsetzen)

Anfangsbed.: i(te) = K -+ I, - cos(wto + @r) = 0
= K =—1I,-cos(wty + ¢r)
eindeut. Lsg.: i(t) = —1I, - cos(wto + or) - e T 4 I, - cos(wt + ¢r)
Spannung u;, iiber der Induktivitéit L iiber u;, = L - %i berechnen.

t—t ~

Spannung: up(t) =R - I, - cos(wty + ¢r) - e~ 7 —wL- I, - sin(wt + @)
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12.3.3 bei RLC-Serienschwingkreisen

Systeme mit zwei unterschiedlichen Energiespeichern (Induktivitit L und Kapazitéit C) sind prin-
zipiell schwingungsfahig. Daher werden RLC-Glieder auch als Schwingkreise oder Resonanzkreise
bezeichnet. Die Schwingungsfihigkeit ldsst sich anhand der Eigenwerte bestimmen und beschreiben.
Ein anderer Ansatz ist die Betrachtung der (Schwingkreis-)Giite Q. [Vgl. Modul §]

Abbildung 12.16 zeigt das Schaltbild eines RLC-Gliedes beim Laden mit konstanter Gleichspannung
U,. Daneben sind die Zeitverldufe der Kondensatorspannung fiir die drei moglichen Félle dargestellt.
Das sind der aperiodischen Fall, der aperiodischen Grenzfall und der periodischen Fall die
in Kapitel 12.3.3.1 ndher beschrieben sind.

uc
uc(t): period. Fall
uc(t): aperiod. Grenzf.
uc(t): aperiod. Fall
Q
t
(a) Schaltbild (b) Spannungsverlauf, Fallunterscheidung

Abbildung 12.16: RLC-Glied, Ladevorgang mit konstanter Gleichspannung

Die Berechnung von Schaltvorgéingen bei RLC-Gliedern erfolgt analog zu den Beispielen fiir RC- und
RL-Glieder aus den vorigen Kapiteln.

1.) DGL aufstellen: fiir uc fir t >0
ur, +urp +uc =u

d
L-&i—FR-i—FUC:Uq
2

d d
LC - el + RC - T +uc =U, (12.43)
Aufgrund der zwei verschiedenen Energiespeichern ergibt sich eine DGL 2. Ordnung.

2.) Homogene Losung, allg.: (fliichtig) (ohne Storterm)

Die Form der homogenen Lisung ist abhédngig von der Art der Eigenwerte.

2 d
hom. DGL: LC - @“C.h + RC - &ucfh +ucn=0 mit uc,=K- e (12.44)
R 1
har. Pol : MNiE= A+—=0
char. Polynom + I + IC
. R R\?> 1 , R\> 1
Elgenwerte: )\1/2 = 7% :l: <M) — ﬁ mit D = <211> — E (1245)

Durch Anwenden der p-g-Formel (Mitternachtsformel) ergeben sich fiir die Eigenwerte (EW) A, /5 je
nach Wurzelterm entweder zwei unterschiedliche oder zwei identische Werte. Die homogenen Losung
nimmt daher, wie in Kapitel 12.2.4.2 beschrieben ist, eine der folgenden zwei Formen an:

{K1 LMt Ky et filr A #£ Ay
Uch =

hom. Lsg.: (12.46)

(K1+K2-t)-e>‘t fiir /\12/\2=>\

Die Fallunterscheidung kann anhand der sogenannten Diskriminante D vorgenommen werden.
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12.3.3.1 Fallunterscheidung bei RLC-Serienschwingkreis

Die Diskriminante D ist der Term unter der Wurzel in Gleichung 12.45 zur Bestimmung von Ay /5.

R R\> 1
)\1/2—_ﬁi <2L) ~Ic (12.47)

Diskriminante D

Tabelle 12.3 listet alle drei Fille mit Art der Eigenwerte und relative Aussagen beziiglich der
Déampfung des Schwingkreises. Als Unterscheidungsmerkmal sind die Wertebereiche der Diskrimi-
nante D respektive der Schwingkreisgiite Qs (Vgl. Modul 8) mit angegeben.

Tabelle 12.3: Fallunterscheidung beim RLC-Schwingkreis

Fallunterscheidung Dampfung Diskrimi. Giite Eigenwerte )\,
aperiodischer Fall stark D>0 Qs < 0,5 Zwei verschiedene, reelle EW
aperiodischer Grenzfall kritisch D=0 Rs =05 Eine doppelte, reelle EW
periodischer Fall schwach D <0 Rs > 0,5 konjugierte, komplexe EW

Ein Ortskurvendiagramm der Eigenwerte wird im optionalen Exkurs in Kapitel 12.3.4.2 gezeigt. Der
Zusammenhang zwischen A und g wird im optionalen Exkurs in Kapitel 12.3.4.3 néher erldutert.

12.3.3.2 Aperiodischer Fall beim RLC-Serienschwingkreis

Ist die Diskriminante D positiv, ist der Wurzelterm reellwertig und immer kleiner als der Betrag des

Terms % vor der Wurzel. Dadurch sind beide Eigenwerte verschieden, reell und negativ.
fir D>0 gilt By J(RY = 2reclle BW
" & 2L °L) ~ LC reetie
2.) Homogene Lésung: (fliichtig)
ucy = Ky -eMt 4 Ky - etet mit A # X, A< 0 (12.48)

Die Konstanten K7 und K5 miissen beide reell sein, damit die Losung reellwertig bleibt. Der fliichtige
Zustand entspricht damit der Addition zweier Exponentialfunktionen. Dabei dominiert die langsamer
Exponentialfunktion, das heifit die mit der grofieren Zeitkonstante (Vgl. Exkurs in Kapitel 12.3.4.2).

3.) Partikulire Loésung: (eingeschwungen, identisch fiir alle drei Félle)
uc,p = Uy
4.) Allgemeine Losung: (Uberlagerung)
uc(t) = Ky -eMt + Ky - et + U,

5.) Konstanten bestimmen: (wie bekannt)

Sei uc(0) = 0 und i(0) = 0 = & uc(0) = 0 als Anfangsbedingungen (AB) gegeben, so folgt:
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1. AB: YLC(O):Kl'QM+K2'EM+U(I;O = K1:—K2—U(]
d A
2. AB: auc(O):Kl-Al-EWJFKQ~A2)~;e>f"f+;zféo = K1:—K2/\—2
1
U, U,
- Ky =+ 1 und  Kp = 1
g 2]

12.3.3.3 Aperiodischer Grenzfall beim RLC-Serienschwingkreis

Ist die Diskriminante D exakt null, sind beide Eigenwerte identisch, reell und negativ. Durch die

doppelte Nullstelle ergibt sich eine spezielle Form der homogenen Losung durch Uberlagerung der
zwei Ansitze (K -eM? und Ky -t - e’2?).

fir D=0 gilt A2 = f% 0=\ = 1 reeller EW

2.) Homogene Lésung: (fliichtig)
uch = (Kl + Ko 't) ceM mit A =X <0 (1249)
3.) Partikulire Lésung: (eingeschwungen)

ucp = Uq

4.) Allgemeine Losung: (Uberlagerung)
?Lc(t) = (Kl + Ko 'lf) et + Uq
5.) Konstanten bestimmen: (wie bekannt)

Sei uc(0) = 0 und i(0) = 0 = & 4 (0) = 0 als Anfangsbedingungen (AB) gegeben, so folgt:

1. AB: uc(0) = (K, —l—M)ﬁ)ﬂ—&- U, 2 0 = K =-U,

d
2. AB: auc(o):(K1+M).A.M+K2.Wéo = Ky=-Ki-\
— K, = 7Uq und Ko = +Uq - A

12.3.3.4 Periodischer Fall beim RLC-Serienschwingkreis

Ist die Diskriminante negativ, gibt es zwei komplex konjugierte Eigenwerte mit negativem Realteil.
Umformung mit v/—1 = j - v/1 und Herleitung fiir uc,, in Kapitel 12.3.4.1:

2
1
fir D<0 gilt Ajg = — % +j- Ic - <2]2> = 2 kompl. EW (12.50)
—~
) wq

2.) Homogene Lésung: (fliichtig)

uen =e % .y - sin(wgt + ¢o) mit Ay =—-0+jwg (12.51)
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Die homogene Losung entspricht einer abklingenden Schwingung mit der Abklingkonstante ¢ (neg.
Realteil der EW) und der geddmpften Eigenkreisfrequenz w, (pos. Imaginérteil der EW). Eine
Herleitung fiir Gl. 12.51 aus GIl. 12.53 erfolgt in Kapitel 12.3.4.1.

3.) Partikulire Lésung: (eingeschwungen)
uc,p = Uy
4.) Allgemeine Losung: (Uberlagerung)
uc(t) = e . Oy - sin(wgt + o) + Uy

5.) Konstanten bestimmen: (wie bekannt)

1. AB: uc(0) = o7+ Cy - sinfwat + ¢o) + Uy =0
d
2. AB: auc(O) =—§.077.C- sin(¢o) +7%0.Cy - wy - cos(¢o) =0
B U, . wd
_— Co = Sinl0) und g = arctan( 5 )

In Abbildung 12.17 ist der zeitlichen Verlauf der Spannung uc(t) fiir t = 0 bis ¢ = 5 - 3 gezeigt. In
der gewihlten Skalierung betrigt wy das vierfache der Abklingkonstante § (Giite Qg = 2).

A

’U,C"*v ........ B R .................. .........

Uq < . - 1T \ - - = - - ____.-:_—_—__ ‘_ - - =

0 - & 7 R ................ .................. >

Abbildung 12.17: Spannung uc(t) im periodischen Fall mit zugehérige Konstanten: Cy, ¢g, 0, wq

12.3.4 Exkurse zu Serienschwingkreisen

In diesem Kapitel sind ergédnzende Exkurse zum Verhalten von Schwingkreisen enthalten, die zur
Vertiefung des Themas dienen und Briicken zu weiteren Themengebieten schlagen. Die Inhalte der
Exkurse sind fiir das Versténdnis der restlichen Modulinhalte nicht zwingend erforderlich und kénnen
bei Bedarf iibersprungen werden.
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12.3.4.1 Herleitung der homogenen Lésung im periodischen Fall

Aus der allgemeinen homog. Losung im periodischen Fall (Gl. 12.46) folgt mit A, /o (Gl. 12.50):

ueg =e 0 (Ky et 4 K - emivat)

(12.52)
K; und K> miissen komplex konjugiert sein, damit uc j, reell ist! [hagmann]
mit Ki=a+jb und Ke=a—jb mit abeR
Ucn = e 0. [(a +jb) - eMwdt 4 (g — jb) - e_j“’dt]
uen = e~0t. [a (eIt 4 gmivat) yib . (eHwat efjwdt)}
2 cos(wat) 2j sin(wat)
mit e 4 7% = cos(z) + jsin(T) + cos(x) — jsinfz) = 2 cos(x)
e — 7% = cosfxr) + jsin(z) — cos{x) + jsin(z) = 2jsin(z)
ucy =e ot [\22/'008(0.)[175) - \QE/Sin(wdt) (12.53)
Cy Ca

Die homogene Losung entspricht im periodischen Fall einer abklingenden (e~%%) Uberlagerung der

Schwingungen z; und —z2 mit gleicher Kreisfrequenz wy und Phasenverschiebung von 7/2 zueinander.

u(?) - 20 Zy

\ 22 - % ; /A %
wgt >

7~ D

™ 2 3 47

(a) Zeitverldufe (b) Zeigerdiagramm

Abbildung 12.18: Uberlagerung von Schwingungen gleicher Frequenz, Zeitverlauf u. Zeigerdiagramm

In Abbildung 12.18 ist die Uberlagerung in Form addierter Zeitverldufe (a) und in Form addierter
komplexer Amplitudenzeiger im Zeigerdiagramm (b) dargestellt. Mathematisch ausgedriickt:

Zeitbereich Polar. Kart.
z1(t) = +C1 - cos(wgt) & 2z, =Cp - 2z =01
29(t) = —Cs - sin(wgt) & 2y =Co-e 3% 2zo= —j-Cy
z20(t) = z1(t) + 22(t) < Zp =211t 2 2g=C1—j-C
= Cy - cos(wqt + 1) & =Cp e

mit Co=1/C?+C3 und Y = arctan (—gj) . o=+ g

20(t) = Cp - sin(wgt + o) (12.54)
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Die homogene Losung im periodischen Fall aus Gl. 12.53 ldsst sich nach Gl. 12.54 wie im Folgenden
als abklingende, phasenverschobene Sinuskurve beschreiben (Vgl. Gl. 12.51):

uoy = e - Cp - sin(wat + o) mit Ajjp=—0+j-wy
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12.3.4.2 Fallunterscheidung bei RLC-Serienschwingkreis, Nullstellen

Die Nullstellen (NST) des charakteristiscen Polynoms, das heifit die Eigenwerte \;,5, des RLC-
Serienschwingkreises hdngen von der Diskriminante D ab.

Im{\}
uc
uc (t): period. Fall
uc(t): aperiod. Grenzf.
W Re{)‘} uc(t): aperiod. Fall
N
o, | _C e e
D >0
D=0
D<0 Q
t
(a) Ortskurve der Nullstellen A (b) Spannungsverlauf, Fallunterscheidung

Abbildung 12.19: Ortskurve der Eigenwerte und Spannungsverldufe im RLC-Serienschwingkreis

Abbildung 12.19a zeigt die Lage der Nullstellen im komplexen Zahlenraum als Ortskurve in Abhéangigkeit
von D fiir § = % = konst.. Der Verlauf der NST entspricht einem Anstieg der ungedampften Eigen-
kreisfrequenz wy = \/% [Vel. Gl. 12.60]

Im aperiodischen Fall (D > 0) bewegen sich die beiden negativen reellen NST fiir § = konst. und
steigendem wy auf einander zu. Die NST n&her an der Imagindrachse dominiert das Einschwingver-
halten des Systems (langsamerer Abklingvorgang). Im aperiodischen Grenzfall (D = 0) verschmelzen
die NST zu einer doppelten Nullstelle bei A,/ = —¢. Im periodischen Grenzfall (D < 0) bewegen
sich die konjugiert komplexen NST fiir § = konst. und steigendem wy parallel zur Imaginédrachse und
entfernen sich von der Realachse.

Vergleich: Polstellen der Ubertragungsfunktion (Systemtheorie)

Aus der Lage der Eigenwerte im Ortskurvendiagramm lassen sich Riickschliisse auf das Einschwing-
verhalten des RLC-Serienschwingkreises ziehen. Das Vorgehen ist iiblich bei der Stabilitéitsanalyse
von Systemen im Rahmen der Regelungstechnik und stammt als Methode aus der Systemtheorie.

Fiir verschwindende Anfangsbedingungen ( (?T uc(0) = 0 Vi) lisst sich die DGL aus Gl. 12.43 mithilfe
der Laplace-Transformation direkt im Bildbereich beschreiben. Durch umstellen der transformierten
Ausgangsgrofe Uq(s) nach der EingangsgroBe Ul(s) ergibt sich die Ubertragungsfunktion G(s) des
RLC-Serienschwingkreises:

u(t) = LC - j—; uc(t)+ RC - %uc(t) + uc(t) & (12.55)
U(s) = LC - s* - Uc(s) + RC - s - Uc(s) + Uc(s) (12.56)

Uc(s)  AusgangsgroBe(s)
U(s)  Eingangsgrofe(s)
1

= 12.
LC-s2+ RC-s+1 (12.58)

G(s) = (12.57)

Die Polstellen der Ubertragungsfunktion G (s) entsprechen den Eigenwerten Aq /5.
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12.3.4.3 Abklingkonstante, Eigen- und Resonanzkreisfrequenz, Giite

Im periodischen Fall ergibt sich die (geddmpfte) Eigenkreisfrequenz wy und die Abklingkonstante &
aus den Eigenwerten A1 /5. Die Grofien hiingen eng zusammen mit der Giite ()s und der Resonanz-
kreisfrequenz wy eines Schwingkreises (Resonanzkreises). Beide Groen werden als Kenngrofien fiir
Schwingkreise verwendet und ausfiihrlicher in Modul 8 (Frequenzvariable Schaltungen) behandelt.

Der Zusammenhang zwischen wy, 6, wg und Qg soll anhand des RLC-Serienschwingkreises aus Ab-
bildung 12.16a erldutert werden. Die Eigenwerte A; /5 sind nach Gleichung 12.50 gegeben durch:

R . |1 R\*
~
wq
Der negative Realteil —§ bestimmt die Abklingrate und der Imaginérteil wy die Kreisfrequenz der

linear geddmpften, harmonischen Schwingung. Die Eigenkreisfrequenz wy ldsst sich mit Gl. 12.64
auch in Abhéngigkeit von wg und ¢ ausdriicken.

1 R\* 5

Das hat den Vorteil, dass die ungeddmpfte Eigenkreisfrequenz wy und die Abklingkonstante § direkt
aus den Koeffizienten der DGL abgelesen werden kénnen. Hierfiir bietet sich die Form:

G+20-y+wi-y="> (12.61)

fiir gewohnliche, homogene, lineare DGLen 2. Ordnung an. Die DGL beschreibt das Verhalten linearer
geddmpfter Systeme zweiter Ordnung (mit zwei Energiespeichern).

Die ungedampfte Eigenkreisfrequenz entspricht dabei der Resonanzkreisfrequenz wg. Bei Anregung
eines Schwingkreises mit dessen Resonanzfrequenz f; tritt eine Resonanz auf. Im Resonanzfall
verschwindet der Blindanteil der Gesamtimpedanz Z(w) (Resonanzbedingung). [Vgl. Modul 8]

Mit der Gesamtimpedanz:

(12.62)

und der Resonanzbedingung:

1
Imi{Z =wol — —— =
m{Z(wo)} = wo nC 0

(12.63)

[ 1

Die Giite Qg als Maf fiir die Schwingungsfihigkeit eines Schwingkreises ldsst sich ebenfalls aus wy
und ¢ ableiten. Sie ist definiert als Verhéltnis der schaltungsintern schwingenden Blindleistung zur
schaltungsinternen Verlustleistung im Resonanzfall. Dies entspricht beim RLC-Serienschwingkreis
dem Verhaltnis von Blindwiderstand der Induktivitét X, ¢ bei Resonanzfrequenz zur Serienresistenz
R (ohne Herleitung). Dadurch ergibt sich folgender Zusammenhang:

folgt fiir die Resonanzkreisfrequenz:

QS _ XL,O o UJOL o wo

R R 2

(12.65)

Die Giite ist proportional zum Verhéltnis der ungeddmpften Eigenkreisfrequenz zur Dédmpfungskonstante.
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