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KAPITEL 1: 1

1 Einleitung

Wiéhrend die Berechnungen von Serienschaltungen ohne parallele geschaltete Bestandteile recht auf-
wendungsarm zu bewerkstelligen sind, wird die Analyse von Gleichstromnetzwerken mit Knoten,
welche n Abzweigungen aufweisen, wobei die Anzahl der Zweige dabei n > 2 ist, bei steigender
Knotenanzahl schnell uniibersichtlich. Eine vielschichtige Betrachtung des Gleichstromnetzwerkes ist
hier von Noten. Fiir die Berechnung von Gleichstromnetzwerken stehen die folgenden Methoden zur
Verfiigung:

¢ Knoten- und Maschenregel

e Superposition

¢ Knotenpotentialanalyse

e Maschenstromanalyse
Auch die Analyse von elektrischen Netzwerken mit mehr als einer Strom- oder Spannungsquelle
ist nicht trivial. Die Bestimmung aller Stréme und Spannungen des elektrischen Netzwerkes aus

Abbildung 1.1 ist allein durch die Berechnungen von Serienschaltungen und Parallelschaltungen nicht
moglich.

Abbildung 1.1: Beispielnetzwerk. Elektrisches Gleichstromnetzwerk mit einer Vielzahl an Wi-
dersténden, Stromquellen und Spannungsquellen.
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2 Knoten- und Maschenanalyse

Bei der Betrachtung von elektrischen Netzwerken werden vor allem die Stréme in Knoten und die
Spannungen in Maschen analysiert. Die Analyse von Knoten und Maschen in elektrischen Netzwerken
erfolgt durch die beiden Kirchhoffsche Regeln.

Lernziele: Knoten- und Maschenanalyse

Die Studierenden

1. kennen die grundlegenden Definitionen zur Beschreibung eines elektrischen Netzwerkes.

2. konnen die Knotenregel und die Maschenregel auf elektrische Netzwerke anwenden.

2.1 Stromdichte im freien Raum

Gegebenheiten und Begriffe aus der Feldtheorie fithren zu den Erkldrungen im strukturierten Feldraum.
Dazu werden in der Abbildung 2.1 eine positiv geladene Platte und eine negativ geladene Platte dar-

gestellt, die sich gegeniiberstehen. Der Raum zwischen den beiden Platten weist ein Elektrisches

Feld E und ein Medium mit der Leitfdhigkeit o auf. Ladungstriager konnen sich in dem freien Raum

bewegen. Es stellt sich eine gerichtete Bewegung von Ladungstrdgern und damit eine Stromdichte J
zwischen den Platten ein. Die Stromdichte ist dabei in der betrachteten Fliche quellenfrei.

—

E

Q
Yy

“1!
Yy

Abbildung 2.1: Elektrisches Feld zwischen einer positiv geladenen und einer negativ gela-
denen Platte. Die Stromdichte einer Beispielfliche im elektrischen Feld ist quellenfrei.

Die Quellenfreiheit der Stromdichte wird durch die Gleichung 2.1 verdeutlicht. Hier wird beschrieben,
dass keine Quellen oder Senken existieren, da sich keine feldbildenden Ladungen im Raum befinden.
Fiir diesen Fall ist die Stromdichte quellenfrei und es flielen dieselbe Anzahl an Ladungen in die
Fléche hinein und wieder heraus. Mathematisch wird dies fiir die Betrachtung im freien Raum in der
Kontinuitétsgleichung ausgedriickt:

§£de= 0 — divJ=0 (2.1)

2.2 Stromdichte im strukturierten Raum

Im strukturierten Feldraum (vgl. Abbildung 2.2) gilt ebenfalls die Quellenfreiheit der Stromdichte.
Alle Ladungen, die in den Feldraum eindringen, miissen ihn auch wieder verlassen. Dies gilt auch fiir
den Fall, dass ein elektrischer Leiter mehr als einen Ableiter aufweist. Es wird eine Zuleitung mit
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zwei Ableitungen angedeutet, bei dem sich die Ladungen auf die beiden Ableitungen aufteilen. Die
Zylinder-Mantelflichen A;, As und A3 definieren mit den angrenzenden Zylindern einen strukturier-
ten Feldraum. Wie die Ladungen teilen sich die Stromdichten durch den strukturierten Raum auf.
So ergibt sich die Stromdichte J_i aus der Summe der abfliefenden Stromdichten J_; und j:g

Abbildung 2.2: Strukturierter Feldraum. Vereinfachte Darstellung eines sich aufteilenden Leiters
mit den Stromdichten .Jy, Jo und J3 und den Flichen A;, A> und As.

Da der Feldraum im Beispiel durch die Fliachen strukturiert und der Querschnitt der Leitung definiert
ist, lassen sich aus der Beziehung zwischen der Stromdichte und der Fliche die Strome der Leitungen

gemif Gleichung 2.2 ermitteln.
I = // JidA (2.2)
A

Der Zusammenhang der Stromdichten zueinander lésst sich so auf die Strome iibertragen. Der Strom
der Zuleitung I ergibt sich aus der Summe der beiden Ableitungsstromen Is und 3. Der Beispielleiter
kann auch als vereinfachtes elektrisches Netzwerk dargestellt werden. Die ermittelten Strome um den
Verbindungspunkt K (Knoten) werden in der Abbildung 2.3 abgebildet.

Iy K I

I3

Abbildung 2.3: Beispielknoten aus dem strukturierten Raum. Aus den Stromdichten Ji, Jo
und J3 ergeben sich um den Knoten K die Stréome I, I> und I3.

2.3 Exkurs: Graphentheorie
In der Mathematik beschéftigt sich die Graphentheorie mit der Beschreibung von Knoten und Kanten,

in der Kontenanalyse werden ebenfalls Knoten und Aste definiert. Durch die Graphentheorie kénnen
die Kanten und Knoten, welche in der Abbildung 2.4 dargestellt werden, sowie deren Eigenschaften
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miteinander in Beziehung gesetzt werden. Uber die Kanten kénnen mehrere Knoten miteinander
verbunden werden.

Kanten

Knoten

Abbildung 2.4: Beispielknoten der Graphentheorie. Knoten mit 4 Kanten zur Erlduterung von
Knoten und Kanten in der Graphentheorie.

Werden mehrere Knoten mit ihren Kanten miteinander verbunden entsteht ein Graph. Mit diesem
Graph kann exemplarisch ein elektrisches Netzwerk beschrieben werden. Das Beispiel eines Netz-
werkes mit fiinf Knoten und den zwischen den Knoten liegenden Kanten wird in der Abbildung 2.5
gezeigt. Wird ein Weg durch das Netzwerk gesucht ergeben sich unterschiedliche Moglichkeiten. Ein
Weg vom Knoten 1 iiber die Knoten 2, 4 und 5 zuriick zum Knoten 1 wird rot hinterlegt. Sind Anfang
und Ende derselbe Knoten, so wird dieser Weg in der Graphentheorie auch als Zyklus bezeichnet. Je-
der Zyklus, bei dem jeder Knoten bis auf den Anfang und das Ende nur einmal ,,besucht “ wird, nennt
man einen , Kreis“. In elektrischen Netzwerken werden diese Kreise auch als Maschen bezeichnet.

1 2 3

5 4

Abbildung 2.5: Beispielnetzwerk der Graphentheorie. Netzwerk mit 5 Knoten und zwischen
den Knoten verlaufenden Kanten zur Erlduterung eines Zyklus in der Graphentheorie.

Um die Beziehung der Knoten untereinander zu erkliaren bietet sich in der Mathematik eine Matrix an.
Die Knoten weisen eine differenzierte Anzahl von Kanten auf und nicht alle Knoten sind miteinander
verbunden. Die Adjazenz-Matrix beschreibt die Beziehung der Knoten untereinander. Eine solche
Adjazenz-Matrix wird in der Gleichung 2.3 fiir das beschriebene Beispielnetzwerk aufgestellt. Sie
beschreibt damit vollstdndig den Graphen, abgesehen von der grafischen Reprisentanz in der 2D-
Darstellung.

(2.3)

b

Il
_ O O = =
e e
O = == O
=== =0
== O = =
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Merke: Graphentheorie

In der Graphentheorie werden Netzwerke mit Kanten und Knoten beschrieben. Bei der Ana-
lyse der Netzwerke werden Wege und Zyklen definiert. Ein durchgehender Zyklus mit einem
identischen Startpunkt und Endpunkt wird als Kreis bezeichnet.

2.4 Knoten, Zweig, Masche

Ein elektrisches Netzwerk besteht aus Knoten, Zweigen und Maschen. Ein Zweig verbindet genau zwei
Knoten durch ein oder mehrere Schaltungselemente miteinander. Durch alle Elemente eines Zweiges
flieBt der gleiche Strom. In Abbildung 2.6 existieren drei Zweige. Ein Zweig mit den Komponenten
Ry, Rs und Ugqy, ein Zweig mit dem Widerstand R4 und ein Zweig mit den Komponenten Ry, R3
und Uga.

Ein Knoten ist ein Punkt, an dem mindestens drei Anschliisse der Schaltungselemente zusammenlau-
fen. Der Strom kann sich hier also aufteilen. Das elektrische Potential ist hierbei fiir alle verbundenen
Anschliisse identisch. Im Schaltplan wird ein Knoten durch einen ausgefiillten Kreis gekennzeichnet.
Sind jedoch zwei oder mehrere dieser Kreise nur durch eine Leitung miteinander verbunden, handelt
es sich um einen einzigen Knoten, da das Potential auch hier gleich ist. Ein Knoten wird mit K,
bezeichnet.

Eine Masche ist ein geschlossener Weg, der aus mindestens zwei Zweigen besteht. In dem Netz in
Abbildung 2.6 kénnen drei Maschen definiert werden:

e M bestehend aus R;, R4, Rs und Uy
e M, bestehend aus Ry, R3, R4 und Uy
e M5 bestehend aus Ry, Ra, R3, Uy, Rs und Uy

Eine Masche wird mit M, bezeichnet. Die Umlaufrichtung ist dabei von Bedeutung und wird mit
einem Pfeil gekennzeichnet.

Rl ,[1 Kl IQ RQ

—L

Uq1i<> M, Ra U4€ Rs
N
\_/

My Iy
.
Rs Ky <
Uy

Abbildung 2.6: Gleichstromnetzwerk. Netzwerk mit Knoten, Zweigen und Maschen

Merke: Knoten, Zweige und Maschen

Elektrische Netzwerke werden analog zur Graphentheorie durch Knoten, Zweige und Maschen
beschrieben.
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2.5 Der vollstindige Baum

Fiir die weitere Analyse des Netzwerkes ist es notwendig, die Netzwerkgleichungen zu ermitteln.
Dieses lineare Gleichungssystem ist aber immer iiberbestimmt, weshalb es n6tig wird, die Anzahl der
Gleichungen zu reduzieren. Dabei ist es wichtig, die linear abhédngigen Gleichungen zu identifizieren
und zu eliminieren.

Die Knoten, Zweige und Maschen eines Netzwerkes konnen in einem Graph dargestellt werden, der nur
die Verbindungen untereinander darstellt. Zur Darstellung des Graphen werden alle Zweige als Linien
dargestellt, welche die Knoten verbinden. Der Inhalt des Zweiges ist dafiir irrelevant. In Abbildung
2.7 ist ein beispielhaftes Netz mit dem sich ergebenden Graphen dargestellt.

Uy

T
N\

Ry

R3

N
&

Us i(

Abbildung 2.7: Gleichstromnetzwerk und Graph. Erzeugung des Graphen aus einem zu berech-
nenden Netzwerk

In diesem Graph kann ein vollsténdiger Baum aufgezeichnet werden, der alle Knoten enthélt, aber
selbst keine Masche bildet. Die Baumzweige verbinden also alle Knoten miteinander, bilden aber
keine geschlossene Linie. Die Baumzweige kénnen Abzweigungen bilden, ein Knoten kann also auch
mehr als zwei Baumzweige beriihren. In grofleren Netzwerken gibt es mehrere Moglichkeiten fiir
einen vollstdndigen Baum, die prinzipiell gleichwertig sind. Bei der Vorstellung der verschiedenen
Berechnungsverfahren werden aber abhingig vom Verfahren bestimmte Kombinationen bevorzugt.
Ein vollstdndiger Baum beinhaltet genau k — 1 Zweige.

Abbildung 2.8: Beispielbdume. Beispiele fiir verschiedene in rot gezeichnete vollstindige Bédume
eines Netzes

Die Zweige, die zum Baum gehoren, werden Baumzweige (rot), die anderen Verbindungszweige



KAPITEL 2: 7

(schwarz) genannt. Um die linear unabhéngigen Maschen zu finden, wird zu jedem Verbindungs-
zweig eine Masche gebildet, die aufler dem Verbindungszweig nur Baumzweige enthélt.

e Ein Netzwerk mit z Zweigen und k Knoten enthélt z — k + 1 Verbindungszweige.

Merke: Der vollstéindige Baum

Mithilfe eines vollstédndigen Baumes werden alle Knoten miteinander durch Baumzweige ver-
bunden. Es ergeben sich dabei immer k - 1 Baumzweige. Der vollstandige Baum bildet keine
Masche.

2.6 Knotenregel

Treffen sich mehr als zwei Leitungen an einem Punkt eines elektrischen Netzwerkes handelt es sich
um einen Knotenpunkt K. Die Pfeilrichtung aus der Sicht des Knotens bestimmt das Vorzeichen des
Stromes. Fiihrt ein Strom in einen Knoten hinein, so zeigt der Strompfeil auf den Knoten und es
handelt sich um eine Einstréomung. Zeigt der Strompfeil aus dem Knoten heraus, wird der Strom
aus dem Knoten herausgefiihrt und es handelt sich um eine Ausstréomung. Die Knotenanalyse ergibt
sich aus dem 1. Kirschhoff‘schen Gesetz, welches besagt: Die Summe aller Stréme an einem Knoten
ist Null (Gleichung 2.4). Dieses Gesetz folgt direkt aus der Kontinuitéitsgleichung (vgl. Abschnitt
Stromdichte im freien Raum)

N
> =0 (2.4)

k=1

So miissen sich fiir jeden Knoten die Summe der Stromstérken aus Einstromungen und Ausstrémungen
gegenseitig ausgleichen. In der Abbildung 2.9 sind ein Knoten K und die Ein- und Ausstromungen
eingezeichnet. Bei den Stromen I; und I handelt es sich um Einstromungen. Die drei Strome I3, Iy
und 75 sind Ausstromungen.

Abbildung 2.9: Beispielknoten. Knoten fiir die Knotenanalyse mit zwei einstromenden und drei
ausstromenden Zweigen.

Werden die Stréme nacheinander aufgetragen und gleich Null gesetzt, ergibt sich die Gleichung 2.5.
Je nachdem ob es sich um eine Einstromung oder eine Ausstromung handelt, wird das Vorzeichen
gewihlt. Einstromungen werden mit einem positiven und Ausstromungen mit einem negativen Vor-
zeichen behaftet.

N
N h=0=hL+L-Iz-1—1Is (2.5)
k=1
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Merke: Knotenregel ~

Die Summe der zuflieenden Strome ist gleich der Summe der abflieenden Stréme oder die
Summe aller Strome an einem Knoten ist Null:

N
> Lc=0 (2.6)
k=1

2.7 Maschenregel

Bewegt sich ein Teilchen zwischen zwei Punkten in einem elektrischen Feld, wird Arbeit verrichtet. Ist
der Startpunkt identisch mit dem Endpunkt, muss ebenso viel Arbeit abgegeben wie aufgenommen
werden. Die Summe der Arbeit ist in diesem Fall gleich Null. Wenn so ein kompletter Maschenumlauf
entlang einer geschlossenen Strecke vollzogen wird, muss die Summe der Teilspannungen ebenfalls
gleich Null sein. Vorausgesetzt wird hier, dass sich keine zeitlich verédnderte magnetische Flussdichte
ergibt und somit kein elektrisches Wirbelfeld entsteht (vgl. Gleichung 2.7). Die Gleichung beschreibt
hier das Faradaysche Induktionsgesetz fiir statische Felder (hier: keine Anderung eines Magnetfeldes).

%Edé’z 0 — rotE=0 (2.7)

Die Maschenanalyse besagt nach der 2. Kirchhoffschen Regel, dass bei einem vollstdndigen Umlauf
(Masche) in einem elektrischen Netzwerk die Summe aller Spannungen gleich Null ist. Dies wird
durch die Gleichung 2.8 verdeutlicht.

N
> Ue=0 (2.8)

k=1

Innerhalb einer Masche werden die Spannungen mit einer gleichgerichteten Pfeilrichtung positiv
gezihlt, Spannungen mit der Umlaufrichtung entgegengesetzten Pfeilrichtung werden negativ gezéhlt.
Ausgehend von den Stromverldufen und Potentialen aus der Abbildung 2.10 kénnen die Spannungen
der jeweiligen Zweige ermittelt werden. Oberhalb der Parallelschaltung der Widerstéinde gibt es keine
Potentialdifferenz. Selbiges gilt fiir die elektrische Verbindung unterhalb der Parallelschaltung. Der
Strom Ig; flieBt durch den Widerstand R;. So ergibt sich nach dem ohmschen Gesetz die Spannung
Ur, iiber R;. Aquivalent wird die Spannung Ugs iiber R bestimmt.

Uri1 Ry Ur2 Ry

v vIr v VIR

Abbildung 2.10: Beispielnetzwerk mit einer Stromquelle und zwei parallelen Wi-
derstidnden. In der Masche M; miissen die Spannungen Ugr; und Ugs identisch sein und sich en-
sprechend ihrer Richtungen in der Masche aufheben.
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Geméf des vorgestellten Netzwerkes und der Richtung der eingezeichneten Masche M stellt sich der
Zusammenhang nach Gleichung 2.9 ein. Die Spannung Ugrs verlduft in derselben Richtung, wie die
eingezeichnete Masche und wird mit einem positiven Vorzeichen behaftet. Die Spannung Ug; verlauft
gegenlaufig der Masche M; und wird somit negativ. In Summe miissen diese beiden Spannungen null
ergeben.

N

> Ui =+Urs — Up1 =0 (2.9)
k=1

Merke: Maschenregel N

In einer Masche ist die Summe aller Teilspannungen gleich Null:

N
> Up=0 (2.10)
k=1

2.8 Knoten- und Maschenanalyse

Bei der Knoten- und Maschenanalyse wird das vollstdndige Gleichungssystem bestehend aus Knoten-
und Maschengleichungen aufgestellt und anschlieend geltst. Das Verfahren ist einfach, erzeugt jedoch
fiir ein Netzwerk eine Anzahl Gleichungen, die der Anzahl der Zweige entspricht. Das Verfahren hat
den folgenden Ablauf:

1. Vereinfachen des Netzwerkes.

2. Einzeichnen aller Strompfeile und Erstellen des Graphen.

3. Aufstellen von k — 1 Knotengleichungen. Eine beliebige Knotengleichung kann weggelassen
werden, da in einem Netzwerk mit & Knoten nur £ — 1 Knotengleichungen linear unabhéngig
voneinander sind. Prinzipiell ist es egal, welche Knotengleichung unberiicksichtigt bleibt. Am
geschicktesten wird die komplizierteste Gleichung gestrichen.

4. Aufstellen der m = z — k + 1 linear unabhéngigen Maschengleichungen. Dabei werden die
Gleichungen mit Hilfe des vollsténdigen Baumes erstellt.

5. Losen des Gleichungssystems mit der Dimension z.

6. Gegfs. riickgidngig machen von Schritt 1.

Es wird folgendes Beispielnetzwerk betrachtet:
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I,

Us

R

I

U

—>

Us

R1

R6

R3

Abbildung 2.11: Beispielnetzwerk zur Knoten- und Maschenanalyse.

Der zugehorige Graph und die damit festgelegten Maschen werden in der Abbildung 2.12 dargestellt.
Eine andere Aufstellung der Maschen ist moglich. Wie gezeigt, konnen Maschen auch {iber Zweige

hinaus reichen.

K,
}{2 K 5 K 3
M, M,
< J 1Ky

Abbildung 2.12: Graph mit Maschen zum Beispiel. Die Baumzweige werden rot und die Maschen

blau geférbt.

Das Netzwerk hat z = 8 Zweige, k = 5 Knoten. Es miissen daher £ — 1 = 4 Knotengleichungen und
z — k + 1 = 4 Maschengleichungen aufgestellt werden. Knoten 5 hat vier Zweige, die anderen nur
drei. Daher wird die Knotengleichung von Knoten 5 weggelassen.

K
K5 :
K
Ky
My :
M :
Ms :
My :

L+l —Is=0
In—I,—Ig =0
L —L+1g=0
Ii—I+13=0
Roly + Ruly+ Rl — Uy = 0
Ryl + RsIs — ReI; — RyIs = 0
— Ryl — RsIs — ReIs + Uy =0
RsIs + Rglg + Rel; — Us = 0

Um das Gleichungssystem einfacher 16sen zu kénnen, und die Ubersichtlichkeit zu erhohen, kann es in
Matrizenschreibweise dargestellt werden. Mit etwas Ubung kann auch sofort die Matrizenschreibweise

benutzt werden.
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1 0 0 1
0 1 0 -1

-1 0 -1 0

0 0 1 0

0 Ry 0 Ry

0 0 0 Ry
R, 0 0 0

| 0 0 Ry 0

I
I
I3
I,
I5
Ig
I7
Ig

OO OO

Us
0
—U
Us

Dieses Gleichungssystem 8. Ordnung kann nun prinzipiell mit den aus der Mathematik bekannten
Verfahren gelost werden. Das wollen wir aber hier nicht tun, da im folgenden einfachere Verfahren

vorgestellt werden, die besser zu berechnen sind.
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Beispiel 2.1: Netzwerkanalyse

Gegeben ist das elektrische Netzwerk nach Abbildung 2.13. Die folgenden Aufgaben sollen
bearbeitet werden:

a) Einzeichnen der Stréme und Spannungen

b) Aufstellen der Knotengleichungen

c) Aufstellen der Maschengleichung M

d) Aufstellen der Maschengleichung My ohne den Ausdruck Uy

Ipa iUl iU2

@ Ry M,y Mo

Abbildung 2.13: Beispiel. Netzwerkanalyse mit Kirchhoffschen Regeln.

a) Angabe der Strome und Spannungen:

lo Ly K I
Iy lUl lLZ
Uri Ry My My
URzJ Ry URS{ Rs
I
) I . I3
Iy K> K, I

b) Knotengleichungen:
Kl Zfo—Il—IQ—I?,:O
Ky:—Ip+1L1+1,+13=0
c) Aufstellen der Maschengleichung M; und Mos:
My :U +Ur2 —Ur1 =0
My :Us+Urs —Uro —U; =0

d) Aufstellen der Maschengleichung M5 ohne den Ausdruck U;

M : Uy = Uy — Ur2
My : Uy +Urz — Urz — (Ur1 — Urz) =0
My : Uy + Urs — Ura — Ur1 + Urz =0
My :Us+Ugrs —Ur1 =0
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3 Superpositionsprinzip

Nach der grundsitzlichen Analyse von Maschen und Knoten in elektrischen Netzwerken werden fol-
gend zunehmend kompliziertere elektrische Netzwerke betrachtet. Hierzu wird das Uberlagerungsverfahren
nach Helmholtz verwendet. Das Uberlagerungsverfahren wird auch als Superpositionsprinzip bezeich-

net. Beim Superpositionsprinzip werden nacheinander alle Quellen einzeln ausgewertet und die Er-
gebnisse der einzelnen Berechnungen iiberlagert.

Lernziele: Superpositionsprinzip <

Die Studierenden

e verstehen die Bedingungen der Systemtheorie fiir die Analyse von Gleichstromnetzwer-
ken.

e konnen den Uberlagerungssatz (das Superpositionsprinzip) auf elektrische Netzwerke
anwenden.

3.1 Exkurs Systemtheorie

Wird in einem Modell lediglich das Einganssignal und das Ausgangssignal betrachtet, wird von einer
Blackbox gesprochen. Hier ist keinerlei Information dariiber gegeben, was zwischen diesen beiden
Signalen passiert. Die Abbildung 3.1 beschreibt so ein Modell. Hier wird eine Black Box betrachtet,
welche als Eingansgrofle Fg und als Ausgangsgrofie Fia aufweist. In der Blackbox wird das Eingangs-
signal in das Ausgangssignal transformiert. Das Bildnis insgesamt wird als System bezeichnet.

Iy

TN

Abbildung 3.1: Blackbox in der Systemtheorie. Eine Blackbox mit linksseitiger Eingangsgrofie
und rechtsseitiger Ausgangsgrofien.

Ausgehend von der vorgestellten Blackbox lisst sich das Ausgangssignal Fa in der Abhéingigkeit des
Eingangssignals Fx bestimmen. Diese Transformation lésst sich durch die Gleichung 3.1 beschreiben.

Fo =T(Fg) (3.1)

Ein elektrisches Netzwerk kann auch als solch ein System betrachtet werden. Das in der Abbildung
3.2 dargestellte elektrische Netzwerk verfiigt iiber eine Eingangsspannung Uy als Eingangsgrofie und
eine Ausgangsspannung Uy als Ausgangsgrofie. Die Blackbox, welche das zu transformierende System
abbildet, setzt sich aus den beiden Widerstinden R; und Ry zusammen.
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1
Ry | T
U }H
Ry J U
- 1 .

Abbildung 3.2: Spannungsteiler als Blackbox. Betrachtung eines elektrischen Netzwerkes als
Blackbox mit Eingangsspannung und Ausgangsspannung.

Der Zusammenhang der Abhé#nigkeit des Ausgangssignals eines Systems vom Eingangssignal aus
Gleichung 3.1 gilt weiterhin. Das Ausgangssignal ldsst sich als Transformation des Eingangssignales
wie in der Gleichung 3.2 beschreiben. Das Ausgangssignal ist gleich der Spannung, welche iiber dem
Widerstand Rs abfillt. Diese Spannung lasst sich aus dem Produkt der Eingangsspannung und dem
Widerstandsverhéltnis berechnen. Dieser Zusammenhang wurde auch bereits beim Spannungsteiler
im Kapitel 4 behandelt.

Ry

Up=T(Ug)=Ug  ————
A (E) B Ri+ R,

(3.2)

Kausalitit

Beruht eine Ausgangsgrofie ausschliefilich aus der Transformation einer Eingangsgrofle, so ergibt sich
ein direktes Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung. Dies bedingt auch, dass die Ausgangsgréfie vor
einer Anregung keine sich dndernde Systemantwort liefert. Ein System, in welchem diese Bedingungen
vorherrschen, wird als kauseles System bezeichnet (vgl. Abbildung 3.3). So zeigt beispielsweise eine
Gleichspannungsanregung eines Systems eine zeitlich indifferente Gleichstromantwort. Ein System,
welches sich anders verhélt, wird als nicht kausales Systeme bezeichnet. Wenn fiir ¢t < ¢y der Wert
des Eingangssignals Null ist, muss der Wert des Ausgangssignals fiir denselben Zeitraum ebenfalls
Null sein, damit es die Bedingungen eins kausalen Systems erfiillt.

(1) y(t)

z(t) —> T —> y(t)

to to

Abbildung 3.3: Transformation eines kausalen Systems. Aus z(t¢) transformiertes System zu
y(t) fiir ein kausales System.

Zeitinvarianz

Reagiert das Ausgangssignal eines Systems zeitlich immer gleich auf ein Eingangssignal, so wird
von einem zeitinvarianten Systemen gesprochen. Verschiebt sich der Zeitpunkt des Eingangssignals
beispielsweise um #g, so muss weiterhin bei zeitinvarianten Systemen das Ausgangssignal immer gleich,
ausgehend vom Eingangssignal, reagieren.

Die Stabilitét eines Systems beschreibt ebenfalls einen Zusammenhang zwischen dem Eingangssignal
und dem Ausgangssignal. Stellt sich bei einem Eingangssignal mit endlicher Amplitude ein nicht {iber
alle Grenzen wachsendes Ausgangssignal ein, ist das System stabil. Wichst das Ausgangssignal nach
der Inaktivierung des Eingangssignales weiter, ist das Systen instabil.
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T(a-ue) =a-T(ue) (3.3)

Linearitét

Ist die Reaktion des Ausgangssignals zu der Anregung des Eingangssinals proportional, wird das
System als lineares System beschrieben (Gleichung 3.3). Wirken zwei iiberlagerte Eingangssignale
in ein System, so kénnen sie in diesem Fall separat betrachtet und aufsummiert werden. Auf diese
Weise konnen auch die Transformationen der Eingangssignale, wie in der Gleichung 3.4, getrennt
betrachtet werden.

T(u1 + UQ) = T(Ul) + T(Ug) (34)

Systeme, die sowohl zeitinvariant, als auch linear sind, werden als LTI-Systeme (Linear Time Inva-
riant) bezeichnet. Die Systeme in diesem betrachteten Modul werden in Néherung als LTI-Systeme
betrachtet. Bauelemente, welche Nichtlinearitdten aufweisen, werden beispielsweise im Kapitel iiber
periodische Grofien behandelt.

Merke: LTI-Systeme

LTI-Systeme stellen lineare und zeitinvariante Systeme dar. Gleichstromnetzwerke miissen
als LTI-Systeme betrachtet werden, damit der Uberlagerungssatz auf sie angewendet werden
kann.

3.2 Uberlagerungssatz

Sind die elektrischen Netzwerke als betrachtete Systeme auf ihre vorhandene Linearitét gepriift, kann
der Uberlagerungssatz angewendet werden. Hier kénnen verschiedene Quellen von einander getrennt
betrachtet werden. Auf diese Weise werden beim Uberlagerungssatz alle Quellen ausgeschaltet und
reihenweise die einzelnen Quellen eingeschaltet. Beim Ausschalten von Quellen werden Stromquellen
und Spannungsquellen verschieden umgewandelt. Beim Ausschalten einer idealen Spannungsquelle
entsteht nach Abbildung 3.4 am Ort der Spannungsquelle ein Kurzschluss.

Ideale
B Kurz-
Spannungs- Uy T EEE—
schluss
quelle

Abbildung 3.4: Umwandlung einer Spannungsquelle. Wird eine Spannungsquelle deaktiviert,
verbleibt ein Kurzschluss. Mit diesem Kurzschluss erfolgt die weitere Netzwerkberechnung.

Eine Stromquelle hinterldsst beim Ausschalten lediglich offene Klemmen (Abbildung 3.5). Dieser
Leerlauf verhindert die weitere Betrachtung dieses Pfades im Netzwerk.
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I J
Leerlauf

- (offene

Ideale

Stromquelle ( Klemmen)

Abbildung 3.5: Umwandlung einer Stromquelle. Die Deaktivierung einer Stromquelle hinterlésst
offene Klemmen.

Merke: Umwandlung von Quellen

Beim Ausschalten von Spannungsquellen und Stromquellen hinterlassen deaktivierte Span-
nungsquellen einen Kurzschluss und deaktivierte Stromquellen einen Leerlauf.

Sind bis auf eine Quelle alle anderen Quellen ausgeschaltet, wird das elektrische Netzwerk fiir die
iibriggebliebene Quelle analysiert. Das wird dann aufeinanderfolgend mit jeder Quelle durchgefiihrt.
Am Ende werden die Einzelwirkungen als Summe betrachtet. Beispielsweise lasst sich der Strom Ig
durch einen Widerstand R, welcher von zwei Quellen @7 und @2 versorgt wird, durch die Summe
der Teilstrome der beiden Quellen erkliren (vgl. Gleichung 3.5).

Ir = f(Q1,Q2) (3.5)

Zur Verdeutlichung des Uberlagerungssatzes wird in der Abbildung 3.6 ein elektrisches Netzwerk mit
zwei Spannungsquellen und drei Widerstédnden abgebildet. Um dieses Netzwerk mit mehr als einer
Quelle zu berechnen, wird das Netzwerk fiir beide Spannungsquellen einzeln betrachtet.

R1 RS

v, i() Ry () v

Abbildung 3.6: Elektrisches Netzwerk mit zwei Spannungsquellen zur Erklirung des
Uberlagerungssatzes. Die Spannungsquellen sollen nacheinander fiir das elektrische Netzwerk ana-
lysiert werden.

Das vorgestellte elektrische Netzwerk wird in der Abbildung 3.7 noch einmal jeweils fiir die Berech-
nung der beiden Spannungsquellen seperat angezeigt. Fiir die Netzwerkbetrachtung mit der Span-
nungsquelle U; wird die Spannungsquelle Us kurzgeschlossen. Die beiden Widerstinde Ry und Rg
liegen nun parallel zueinander. Die Spannung von U; verteilt sich nun iiber R; und die Parallelschal-
tung Ros. Aquivalent dazu wird bei der Betrachtung des Netzwerkes fiir die Spannungsquelle Us die
Spannungsquelle U; kurzgeschlossen. Nun bilden die beiden Widerstdnde R; und Rs eine Parallel-
schaltung. Die Spannung der Spannungsquelle Uy verteilt sich iiber die Parallelschaltung Ri2 und
den Widerstand Rj.
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Uy) R, Rs U) Ry R
1 1 1 1
| | | | | | | |

Q[ - Qw

Abbildung 3.7: Elektrisches Netzwerk mit zwei Spannungsquellen zur Erklirung des
Uberlagerungssatzes. Links wird das Netzwerk fiir die Analyse der Spannungsquelle U; und rechts
fiir die Spannungsquelle Us gezeigt.

In der Gleichung 3.6 und der Gleichung 3.7 werden die Spannungen fiir die beiden Spannungsquellen
Ui und Uz am Widerstand Rj3 separat bestimmt. In der Gleichung 3.8 werden die beiden Spannungen
iiber den Widerstand Rs dann nach dem Uberlagerungssatz aufsummiert.

Ras
Urs(U1)) =U; - ———— 3.6
r3(U1) VBT o (3.6)
Ry
Urs(Uy) =Uy » ———=— 3.7
r3(U2) > Rt R (3.7)
Urs = Ur3(U1) + Urs(U2) (3.8)

Merke: Uberlagerungssatz

Lineare und zeitlich invariante elektrische Netzwerke mit mehr als einer Quelle konnen als
Summe der Teilanalysen von jeder einzelnen Quelle bestimmt werden.
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Beispiel 3.1: Superpositionsverfahren

Gegeben ist das elektrische Netzwerk nach Abbildung 3.8. Die folgenden Aufgaben sollen
bearbeitet werden:

Anwendung des Superpositionsverfahrens (Uberlagerungssatz):

a) Einzeichnen der Stréme und Spannungen
b) Netzwerkberechnung I fiir U,

c) Netzwerkberechnung I3 fiir I,

d) Wie grof ist der Strom I3

Rs I
 —
| E— "
R I, A

o

Abbildung 3.8: Beispiel. Netzwerkanalyse mit Kirchhoffschen Regeln.

a) Angabe der Strome und Spannungen:

Ig
Ry
I
K Iil I3
Iy L
Us
Uy Ry Us Ry

i Us I I
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Ky Iges =1 +13

I _ Ug _ Ug
ges — - R1-(Ra+Rs)
Rges R + R11+R22+R33
I3 Ry
Iges o Ri+ Ry + R3
Ry U, Ry
I3(Uy) = Ipes - = g .
3( g) ges Ry + Ry + R3 Ri_i_% Ri+ Ry + Rs
c) Netzwerkberechnung I3(I,) fiir I,:
K, EECTN A o
it U. -
Ri| ||Uni ’
Uy Ry U, Ry
I I
KQIIgeS:Ig:IQ—Ig
—I _ s
Ioes  (Ri||Ri) + R2 + R3
R
I3(Ig) = —I, - 2

(R1||Ri) + R2 + Rs

d) Wie groB ist der Strom I3(Ug,I5)?

Superposition:

I3(UgaIg) = IS(Ug) + I3(Ig)
Ug Rl R2

IS(U A ) = : + (_I ’
TR 4 Bttt Ry + Ry + Ry * (RillR) + Ra + Ry

)
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4 Knotenpotentialverfahren

Die Analyse eines elektrischen Netzwerkes kann mitunter aufwendig werden. Mit grofler werdendem
Netzwerk steigt auch der Aufwand zur Analyse. Auch reichen unter Umstanden die bisher vorgestell-
ten Analysemethoden zu Knoten- und Maschenanalyse nicht aus, um alle Gréflen eines elektrischen
Netzwerkes zu bestimmen. Hier bietet das Knotenpotentialverfahren eine Moglichkeit zur Analyse.
Beim Knotenpotentialverfahren werden ausgehend von einem Bezugspotential, mit der Zuordnung
0V, alle iibrigen Potentiale bestimmt. Mithilfe des Knotenpotentialverfahrens wird folgend das elek-
trische Netzwerk aus der Abbildung 4.1 analysiert.

Ry L
—,:l
Urs
Uro |::| Ry
Uri1 R’y
Al 1>
Uo i<> Ry Ur2
v 5L
qu

Abbildung 4.1: Netzwerk fiir das Knotenpotentialverfahren. Elektrisches Netzwerk mit einer
Spannungsquelle, einer Stromquelle und vier Widerstéinden. Anhand des Netzwerkes wird das Kno-
tenpotentialverfahren erldutert.

Lernziele: Knotenpotentialverfahren

Die Studierenden
e kennen die Schritte des Knotenpotentialverfahrens.

e konnen mit Hilfe des Knotenpotentialverfahrens elektrische Netzwerke analysieren.

4.1 Vorbereitung des Netzwerkes

Das Knotenpotentialverfahren arbeitet mit Stromquellen und Leitwerten. Das vorgestellte Netzwerk
weist neben der Stromquelle eine Spannungsquelle und Widerstandswerte auf. Diese gilt es umzuwan-
deln. Die Spannungsquelle wird wie in der Abbildung 4.2 zu einer Stromquelle transformiert. Dabei
wird aus dem Reihenwiderstand der Spannungsquelle ein Parallelwiderstand fiir die Stromquelle.

R;

O O
_—»
h I/QL
(D

Abbildung 4.2: Umwandlung einer Spannungsquelle. Umwandlung einer Spannungsquelle mit
Reihenwiderstand zur Stromquelle mit Parallelwiderstand.

Y
5
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Bei der Umwandlung der Spannungsquellen in Stromquellen miissen auch die Spannungswerte der
Spannungsquellen in Stromwerte iiberfithrt werden. Dies erfolgt nach Gleichung 4.1.

I,=Uy- G (4.1)

Da bei dem Knotenpotentialverfahren nicht die Widerstandswerte der Komponenten verwendet wer-
den, sondern die Leitwerte, werden alle Widerstandswerte nach Gleichung 4.2 in Leitwerte umgerech-
net.

Gi= — (4.2)

In der Abbildung 4.3 wird die Umwandlung der Spannungsquellen aus dem angegeben Netzwerk in
eine dquivalente Stromquellen dargestellt. Aus der Spannungsquelle Uy und dem Widerstand Ry wird
die Stromquelle 4o und dazu der parallel liegende Leitwert Gy. Die restlichen Widerstéinde werden
ebenfalls in Leitwerte iiberfiihrt.

Abbildung 4.3: Umwandlung des Netzwerkes fiir das Knotenpotentialverfahren. Die Span-
nungsquelle Uy wird zu der Stromquelle I, auBerdem werden die Widerstandsangaben R zu Leit-
werten G.

Merke: Knotenpotentialverfahren

Beim Knotenpotentialverfahren wird ein elektrisches Netzwerk mit Stromquellen und Leit-
werten analysiert.

4.2 Bestimmung der Knoten und der Knotenpotentiale

Nun miissen die Knoten bestimmt werden. Hierzu legen wir einen Bezugsknoten mit dem Index
0, also Ky, fest. Weiter werden alle Knoten fortlaufend nummeriert. Das elektrische Netzwerk mit
den nummerierten Knoten wird in der Abbildung 4.4 abgebildet. Die eingezeichneten Knoten ohne
Komponenten zwischen den nummerierten Knoten weisen das identische Potential auf und bilden
somit einen Knoten.
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Iqo Ky

Abbildung 4.4: Umgewandeltes Netzwerk. Festlegung des Bezugsknotens Ky und der fortlaufen-
den Knoten K7 und K.

Um die Knotenpotentiale festzulegen, werden alle Potentiale der Knoten K; und K5 auf den Be-
zugsknoten bezogen. Zur Durchfithrung des Knotenpotentialverfahrens werden & — 1 Gleichungen
bendétigt. Auf das angegebene Netzwerk bezogen, ergeben sich somit zwei Gleichungen, welche in
vektorieller Schreibweise nach Gleichung 4.3 notiert werden. Hier wird das Potential fiir den Knoten
K, iiber die Spannung vom Knoten K; zum Bezugknoten definiert. Daraus ergibt sich die Notation
Uk1—_xko- Selbiges wird fiir den Knoten K5 durchgefiihrt. Hier wird die Spannung Uks_kqo definiert.

Uki-xo
Uy = (4.3)
Uka2-xo

4.3 Zuordnung der Quellstrome

Fiir die festgelegten Knoten, abgesehen vom Bezugsknoten, miissen die abflieBenden und zuflieBende
Strome festgehalten werden. Jede Stromquelle an den Knoten wird notiert. Hier werden zuflieSende
Stromquellen mit einem positiven Vorzeichen und abflieBende Stromquellen mit einem negativen
Vorzeichen versehen. Aus dem Knoten K flieBt der Strom der Stromquelle —Io, dieser Strom wird
mit einem negativen Vorzeichen versehen. Aus dem Knoten K fliefit der Strom der Stromquelle —I,2
heraus, dieser wird ebenfalls mit einem negativen Vorzeichen versehen. Nach Gleichung 4.4 ergibt
sich der Vektor fiir die Quellstrome.

q0

Ix (4.4)

—Iq2

4.4 Leitwertmatrix

Nach der Umwandlung der Widerstandswerte in Leitwerte, wird mit den Leitwerten die Leitwert-
matrix erstellt. Hierzu werden wieder die Knoten abgesehen vom Bezugsknoten untersucht. Hierfiir
wird das vorgestellte elektrische Netzwerk noch einmal in der Abbildung 4.5 mit farbig hervorge-
hobenen Zweigen gezeigt. Uber die Hauptdiagonale werden die Leitwerte der Knoten notiert. Fiir
jeden Knoten werden die Leitwerte der direkt angrenzenden Komponenten aufgeschrieben. Fiir den
Knoten K; wiren das die an dem blau hervorgehobenen Zweig angrenzenden Leitwerte Gg, G; und
G35 und fiir den Knoten K5 die Leitwerte Go und G3. Abseits der Hauptdiagonalen auf den anderen
Elementen der Leitwertmatrix werden die Leitwerte protokolliert, welche direkt zwischen den Knoten
liegen. Zwischen den Knoten K; und K liegt auf direktem Wege der in griin hervorgehobenen Zweig
mit dem Leitwert G3. Liegen zwischen den betrachteten Knoten weitere Knoten, so sind diese nicht
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direkt miteinander Verbunden und in das Element der Leitwertmatrix wird eine 0 eingetragen. Die
auf diese Weise angefertigte Leitwertmatrix wird in der Gleichung 4.5 veranschaulicht.

|

|

i

|

|

|

I

| K,
U1 |::|G1 1

Ky

Abbildung 4.5: Elektrisches Netzwerk mit hervorgehobenen Zweigen. Erstellung der Leit-
wertmatrix fiir das Knotenpotentialverfahren

Go+ G+ Gs
Gy = (4.5)
Gy +Gs

4.5 Gleichungssystem aufstellen

Nachdem der Vektor der Knotenpotentiale, der Vektor der Quellstrome und die Leitwertmatrix be-
stimmt wurden, wird aus diesen Gleichungen das Gleichungssystem des Knotenpotentialverfahrens
aufgestellt, welches in der Gleichung 4.5 angezeigt wird.

Go+G1+Gs —Gs Uk1-xo —1Iq0
- - (4.6)
-G Gs + Gs Uk2-ko —lg2

Das Gleichungssystem des Knotenpotentialverfahrens kann anschliefend exemplarisch mit dem Gauf-
schen Eliminationsverfahren gelost werden. Durch das Umstellen der Gleichung nach den gesuchten
Knotenpotentialen kénnen diese identifiziert werden. Ist so beispielsweise in dem untersuchten Netz-
werk die Spannung iiber den Widerstand R; berechnet worden, kann der Strom durch den Widerstand
bestimmt werden. Als Alternative zum Gauflschen Eliminationsverfahren wére noch die Cramersche
Regel zu nennen um lineare Gleichungssysteme zu 16sen.
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Beispiel 4.1: Knotenpotentialverfahren

Analyse des elektrischen Netzwerk aus der Abbildung 4.6 mittels des Knotenpotentialverfah-
rens.

Die folgenden Schritte sollen fiir das Knotenpotentialverfahren bearbeitet werden:

a) Vorbereitung des Netzwerkes

b) Bestimmung der Knoten und der Knotenpotentiale
¢) Zuordnung der Quellstrome

d) Aufstellung der Leitwertmatrix

e) Gleichungssystem aufstellen

U,

Rl
JE —
o h =

Uri

Uro|| |Ro R |:| Urs
I3
Rs I
1

Uy i Ry I:] Ura

Ry
1
T

Ur2

I

Abbildung 4.6: Beispiel. Knotenpotentialverfahren an einem elektrischen Netzwerk.

a) Vorbereitung des Netzwerkes:

G 1

Uci

o D U

I3

G .
Uco Go @ I
1,
Gy |:i| Uca

40
1y

Io

Gy L

Ucz
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b) Bestimmung der Knoten und der Knotenpotentiale:
K ‘ I ®
Uk1-ko
Uk = |Uk2-ko
Uks—Ko
¢) Zuordnung der Quellstrome:
0
Ix = | =1+ Iq
“4ql T Iq2
d) Bestimmung der Leitwertmatrix:
Gs+ G4+ Gs -G
Gk = -G Go+G1+Gs
—Gs -G
e) Gleichungssystem aufstellen:
Gs+ G4+ G5 —G3 —Gs
-G Go+Gi1+G3 -Gy
—G5 e G1+ G + Gj

—Gs
~G

G1+ Gy + G5

Uk1-xo

Uks—xo| = |—Iq0 + Iq1

Uks-xo P
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Lernziele: Maschenstromverfahren N

Die Studierenden
e kennen die Schritte des Maschenstromverfahrens.

e konnen mit Hilfe des Maschenstromverfahrens elektrische Netzwerke analysieren.

5 Maschenstromverfahren

Neben der Knotenpotentialanalyse zur Untersuchung von elektrischen Netzwerken kann auch das
Maschenstromverfahren zur Berechnung herangezogen werden. Beim Maschenstromverfahren wird
ein Gleichungssystem aufgestellt, mit welchem die Maschenstrome ermittelt werden kénnen. Um das
Gleichungssystem des Maschenstromverfahrens aufstellen zu kénnen, miissen einige Vorbereitungen
getroffen werden. In den folgenden Schritten soll das elektrische Netzwerk aus der Abbildung 5.1
mittels des Maschenstromverfahrens berechnet werden.

Uro |:
Uri1 Ry @ Ry Ursa
Al
U,
! i() v Yh

Ry

L |
ol

Abbildung 5.1: Netzwerk fiir das Maschenstromverfahren. Elektrisches Netzwerk mit einer
Spannungsquelle, einer Stromquelle und drei Widerstinden. Anhand des Netzwerkes wird das Ma-
schenstromverfahren erldutert.

5.1 Vorbereitung des Netzwerkes

Das Maschenstromverfahren arbeitet mit Spannungsquellen und Widerstandswerten. Hierfiir miissen
eventuelle Stromquellen in Spannungsquellen transformiert werden. Diese Art der Umwandlung einer
Stromquelle in eine Spannungsquelle wird noch einmal in der Abbildung 5.2 dargestellt. Hier wird
aus der Stromquelle und dem parallel liegenden Innenwiderstand eine Spannungsquelle mit einem in
reihe liegenden Innenwiderstand.

R;
TS o 4' '—o
Iq Ugi g
Rl —_— Uq i()

Abbildung 5.2: Umwandlung einer Stromquelle. Umwandlung einer Stromquelle mit Parallelwi-
derstand zur Spannungsquelle mit Serienwiderstand.
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Die Gleichung 5.1 zeigt die Berechnung des Spannungswertes der Spannungsquelle aus dem angege-
benen Stromwert der Stromquelle und dem Widerstandswert des Innenwiderstands.

Ug=Ri-1I, (5.1)

Auflerdem miissen mogliche Leitwerte von elektrischen Widerstéanden in Widerstandswerte gedndert
werden. In der Gleichung 5.2 wird gezeigt, wie der Widerstandswert aus dem Kehrwert des Leitwerts
ermittelt wird.

Ri=— (5.2)

In der Abbildung 5.3 wird die Umwandlung der Stromquelle des vorgestellten Netzwerkes in eine
Spannungsquelle durchgefiihrt. Aus der Parallelschaltung der Stromquelle und des Widerstandes R,
wird eine Reihenschaltung bestehend aus der neuen Spannungsquelle und dem Widerstand Rs.

Abbildung 5.3: Umwandlung einer Stromquelle in einem elektrischen Netzwerk. Umwand-
lung der Stromquelle mit Parallelwiderstand des zu berechnenden Netzwerkes in eine Spannungsquelle
mit Reihenwiderstand. Die Transformation der Quelle findet im roten Kreis statt.

Merke: Maschenstromverfahren

Fiir das Maschenstromverfahren werden zur Analyse eines elektrischen Netzwerkes Spannungs-
quellen und Widerstandswerte benotigt.

5.2 Maschen definieren

Fiir die Maschenstromanalyse miissen die Maschen festgelegt werden. Uber den Maschen werden die
Maschenstrome festgelegt. Auflerdem werden den Maschen die Widerstinde zugeordnet. In der Ab-
bildung 5.4 wird das vorgestellte Netzwerk mit den eingezeichneten Maschen M; und M, dargestellt.
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Uro |::| Ry Ry |::| Ur2
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Abbildung 5.4: Maschen im elektrischen Netzwerk. Festlegung der Maschen M; und M, sowie
der zugehorigen Maschenstrome.

Durch alle Komponenten welche sich an der Masche M; befinden, fliet der Maschenstrom Iy;;. So
wie auch alle Komponenten an der Masche Ms von dem Maschenstrom Iy;o durchflossen werden. Die
beiden Maschenstrome Iy;; und Iy2 werden vektoriell in der Gleichung 5.3 notiert.

I
Iy = (5.3)
Iviz

5.3 Widerstandsmatrix bestimmen

In der Masche M, trifft der Maschenstrom I,;; auf die beiden Widerstidnde Ry und R;. Die Masche
M wird in der Abbildung 5.5 in blau dargestellt. Der Maschenstrom 15 der Masche My durchfliefit
die Widerstiande R; und Rs. Der Widerstand R; ist somit teil der beiden Maschen M; und M5 und
wird von beiden Maschenstromen durchflossen. Wird ein Widerstand von mehreren Maschenstromen
durchflossen gilt dieser als Kopplungswiderstand zwischen den Maschen.

In der Widerstandsmatrix nach Gleichung 5.4 werden die Widersténde der Maschen und die Kopp-
lungswiderstéinde zugeordnet. Hier werden die Umlaufwiderstéinde aus den Maschen in die Hauptdia-
gonale eingetragen. Das heifit, dass die Reihenschaltung Ry + Ry das Element der ersten Spalte und
Zeile fiir die erste Masche wird. Die Reihenschaltung R; 4+ Ry wird in das Element der zweiten Spalte
und Zeile fiir die zweite Masche eingetragen. In die {ibrigen Elemente der Widerstandsmatrix werden
die Kopplungswiderstéinde zwischen den jeweiligen Maschen eingetragen. Der Kopplungswiderstand
bekommt ein positives Vorzeichen, wenn beide Maschenstréme in die selbe Richtung flieflen und ein
negatives, wenn diese entgegengesetzt flieBen. Die Widerstandsmatrix wird in der Wechselstromtech-
nik auch als Maschenimpedanzmatrix bezeichnet.
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Uro |::|Ro Ry |::| Ur2
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Abbildung 5.5: Festlegung der Zweige. Elektrisches Netzwerk mit hervorgehobenen Zweigen zur
Erstellung der Widerstandsmatrix fiir das Maschenstromverfahren

Ry + Ry
Ry = (5.4)
Ri+ R,

5.4 Quellenspannungen zuordnen

Den Maschen miissen die Spannungsquellen, die sogennanten Quellspannungen zugeordnet werden.
In der Masche M liegt die Quellenspannung Uy. Die Masche Ms weist die Quellenspannung Uy auf.
Bei iibereinstimmender Richtung von Spannungspfeil und Maschenrichtung ergibt sich ein negatives
Vorzeichen fiir die Quellspannungen. Sind die Richtungen von Spannungspfeil und dem Maschen-
umlauf entgegengesetzt wird das Vorzeichen der Quellspannung positiv. Fiir den Fall, dass in einer
Masche keine Quelle vohanden ist, wird eine 0 eingetragen.

U
Un = (5.5)
-,

5.5 Gleichungssystem aufstellen

Nach dem ohmschen Gesetz wird die elektrische Spannung als Produkt aus dem elektrischen Wider-
stand und Strom berechnet. Bei der Maschenstromanalyse werden zur Berechnung des Vektors der
Maschenstrome Iy die Widerstandsmatrix Ry und der Vektor der Quellspannungen Uy verwendet.
Das Gleichungssystem wird in der Gleichung 5.6 abgebildet.

Ry+Ri —R; Ihn Uo
. = (5.6)
—Ry R+ Ry Inga -Uy

Die gesuchte Grofien werden aus den Maschenstromen berechnet. Beispielsweise werden die Strome
Iy, I und I gesucht. Die Ergebnisse der Maschenstrome sind mit den Stromen gleichzusetzen, welche
lediglich von einem Maschenstrom durchflossen werden. In dem vorgestellten elektrischen Netzwerk
betréagt der Strom der Masche M : Iyy; = Iy und der Masche Ms : Iy = —I5. Der Strom durch den
Widerstand R; lésst sich beispielsweise {iber die Knotengleichung berechnen: Iy = Iy + Is.



30 GET it digital Modul 5: Erweiterte Gleichstromnetzwerke

Beispiel 5.1: Maschenstromverfahren

Analyse des elektrischen Netzwerk aus der Abbildung 5.6 mittels der Maschenstromanalyse.

Fiir die Maschenstromanalyse sollen die folgenden Schritte bearbeitet werden:

a) Vorbereitung des Netzwerkes

b) Maschen und Maschenstrome definieren
¢) Widerstandsmatrix bestimmen

d) Quellspannungen zuordnen

e) Gleichungssystem aufstellen

Or=

Abbildung 5.6: Beispiel. Maschenstromanalyse an einem elektrischen Netzwerk.

a) Vorbereitung des Netzwerkes:

Uro |::| Ry R Urs

=
ot
\ 2l

v

Al Iy

Uy i() Ra| ||Uns

b) Maschen und Maschenstréme definieren:
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I
Iv = |Im2
Iz
c) Widerstandsmatrix bestimmen:
Ry + Rs + Ry —Rs —Ry
Ry = —R3 Ri+ Rs+ Rs —Rs
—Ry —Rs Ry + R4+ Rs
d) Quellspannungen zuordnen:
U
Ua=| U
—Usy
e) Gleichungssystem aufstellen:
Ry + R3+ Ry —Rs —Ry I
—R3 Ri+Rs+ Rs —Rs NIz | =
—Ry —Rs Ry + Ry + Rs Ivis
Strome Berechnen:
Is=1y— 1
Iy =13 — I
Iy=1,— I
—Iy=L+1
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A Ubungsaufgaben

A.1 Knoten- und Maschenanalyse 1

Gegeben sind unten stehende Netzwerke.

a) Stellen Sie die Maschengleichung fiir die Masche M; auf!

b) Stellen Sie die Knotengleichung fiir den Knoten Ky auf!

A.2 Knoten- und Maschenanalyse 2

Gegeben ist unten stehendes Netzwerk.

a) Wie viele Knoten, Zweige und Maschen werden zur Analyse benétigt?

b) Zeichnen Sie einen vollstindigen Baum zu dem angegebenen Netzwerk.

A.3 Knoten- und Maschenanalyse 3

Gegeben ist unten stehendes Netzwerk.
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D Ry

Ry

a) Markieren und bennen Sie alle Stréme und Spannungen!
b) Stellen Sie die Gleichungen fiir alle Knoten auf!

c) Stellen Sie die Gleichungen fiir alle Maschen auf!

A.4 Superposition 1

Gegeben ist unten stehendes Netzwerk.

Urt Ry,

Bestimmen Sie mit Hilfe des Superpositionsverfahrens die Spannung, die tiber dem Widerstand Ry,
abfillt. Befolgen Sie hierzu die folgenden Schritte:

a) Bestimmen Sie den Anteil von Uy.
b) Bestimmen Sie den Anteil von I,.

c) Fiihren Sie die Ergebnisse durch den Uberlagerungssatz zusammen.

A.5 Knotenpotentialverfahren 1

Gegeben ist das Netzwerk einer realen Spannungsquelle Uy = 3,6 V' mit einem Innenwiderstand vo
R;=0,2 Q.

2o
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Wandeln Sie die angegebene reale Spannungsquelle in eine reale Stromquelle um. Befolgen Sie hierzu
die folgenden Schritte:

a) Bestimmen Sie den Leitwert des Widerstandwertes.

b) Wandeln Sie die reale Spannungsquelle in eine reale Stromquelle um.

¢) Berechnen Sie den Stromwert der umgewandelten Stromquelle.

A.6 Knotenpotentialverfahren 2

Im folgenden Netzwerk werden zwei parallel verschaltete Ersatzschaltbilder von Batteriezellen dar-
gestellt. Sie bestehen aus den Spannungsquellen U; und Us sowie den Innenwiderstdnden R;; und
R;>. Fiithren Sie die Analyse mit dem Knotenpotentialverfahren durch.

a) Formen Sie das Netzwerk um, sodass das Knotenpotentialverfahren anwendbar wird.
b) Stellen Sie die Kontenadmittanzmatrix (KAM) auf.
c) Stellen Sie den Vektor der Knoteneinstromungen (I) auf.

d) Losen Sie das Gleichungssystem und berechnen Sie die Spannung Uy zwischen den Klemmen A
und B.

A.7 Maschenstromverfahren 1

Gegeben ist das Netzwerk einer realen Stromgquelle I = 6 A mit einem Leitwert vo G; = % S.

4 O

I,

Wandeln Sie die angegebene reale Stromquelle in eine reale Spannungsquelle um. Befolgen Sie hierzu
die folgenden Schritte:
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a) Bestimmen Sie den Widerstandswert des Leitwertes.
b) Wandeln Sie die reale Stromquelle in eine reale Spannungsquelle um.

¢) Berechnen Sie die Spannung der umgewandelten Spannungsquelle.

A.8 Maschenstromverfahren 2

Im folgenden Netzwerk wird ein Netzwerk bestehend aus drei Widerstinden und zwei Spannungs-
quellen dargestellt. Fiihren Sie die Analyse des Netzwerkes mit dem Maschenstromverfahren durch.

Werte:
R =47k Ry =33k} R3=22kQ) U; =24V U; =12V

Ry

IRy Ir3

(D

a) Vorbereitung des Netzwerkes

b) Maschen und Maschenstréome definieren
¢) Widerstandsmatrix bestimmen

d) Quellspannungen zuordnen

e) Gleichungssystem aufstellen

B Lésungen zu den Ubungsaufgaben

B.1 Knoten- und Maschenanalyse 1

a) Maschengleichungen:

M, :U; —Uri —Urt —Ur2 —Ur3 =0

b) Knotengleichungen:

K0:+11+IQ—I3+I4—15:O

B.2 Knoten- und Maschenanalyse 2

a) Das Netzwerk verfiigt iiber:

— Knoten: k=6
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— Zweige: k-1=5
— Maschen: 4
b) Vollstandiger Baum:
B.3 Knoten- und Maschenanalyse 3
a) Netzwerk mit Strémen und Spannungen:
K3
Al
)iUz My ) Uns|| |Rs
Ig

b) Knotengleichungen:

Ky :
K
K> :
Ks:
Ky

c) Maschengleichungen:

—I1+1I3—1I5=0

2+11—I3+I4:0

—Iy+Ig+1y=0
41l —Ig—1I9g=0
Iy —I;+1Ig=0

2+I5*I6*I7:0

Ky

My :Uy —Uri —Ur1 —Ur2 —Ur3 =0
My : Urz +Ura +Urs +Ure =0
Ms: —Ure +Ur7 — Uz +Urg =0

My :U; —Urg =0
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B.4 Superposition 1

a) Anteil von Uy:

UrL Ry,

Ry,
UrL(Ug) = ——— - U,
RL( g) Ri 4 RL g
b) Anteil von I
T4
R Uri
UrL Ry,
I,
R; - R;
Ury(ly) = 1,
RL( g) Ri 4 RL g
c) Uberlagerungssatz:
R R; - R;
Unt = Ure.(Ug) + Unels) = 7 +LRL Vst R R, e
B.5 Knotenpotentialverfahren 1
a) Leitwert:
1 1
GI_H_O,QQ_5S

b) Stromquelle:
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L 4 O

¢) Stromwert:

I,=Uy-Gi=36V-58S=T2A

B.6 Knotenpotentialverfahren 2

a) Umwandlung:

U, 08V U, 15V
I = 2L — — 166 mA I, — =2 — —1.875 A
'Ry 489 m 2T Rp 080
1 1 1 1
i1 = = = 2 Q 2 = = = 172 Q
Gi=q “isq 2B8m Giz= % =080 g

b) Kontenadmittanzmatrix:

KAM = (Gi1 + Gi2) = 208 m§2 + 1,25 Q

c) Vektor der Knoteneinstromungen:

I=(I+1) =166 mA+ 1875 A

d) Gleichungssystem lsen:

KAM - -U=1
(Gir + Gi2) - Uy = (11 + I)
(208 mQ + 1,25 Q) - Up = (166 mA + 1,875 A)
L+, 166 mA+1875 A

07 G+ G 208 mQ+1,25Q ’
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B.7 Maschenstromverfahren 1

a) Widerstandswert:

1 1
R=—=-—-=150Q
Gi 25
b) Spannungsquelle:
R
O
i,
Uri
D
¢) Spannungswert

Ug=Ri-I,=15Q-6 A=9V
B.8 Maschenstromverfahren 2

a) Vorbereitung des Netzwerkes:
Das Netzwerk besteht aus:

— Zwei Spannungsquellen: U; und Us,
— Drei Widerstanden: R;, Rs, Rs,

— Drei mogliche Maschen.

Es sind Spannungsquellen und Widerstandswerte vorhanden.
b) Maschen und Maschenstrome definieren:

— M7i: Maschenstrom in der linken Masche,
— Ms5: Maschenstrom in der rechten Masche,

— Der Strom Irs durch Ry ergibt sich zu:

_ |{mn
Ir2 = |:IM2
¢) Widerstandsmatrix bestimmen:

Ry — [31 + Ry

—Ry
Einsetzen der Werte:

R,
Ry + Rs
Ry — [4,7 0+330

-33Q ] [80Q -330Q
330 330+220| [-33Q 550
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d) Quellspannungen zuordnen:

U] |24V
o= 5] - |2
e) Gleichungssystem aufstellen:
Rm - In = Un,

wobei:
18,00

R = -330

-330] [ _ [hn Unr — [ 24V
550 |7 ™MT Lyl TMT |—12V]”

Das Losen des Gleichungssystems liefert:

Iy =2,

Daraus ergeben sich:

79mA und Ip;o = —0,507 mA

IRl = IMI = 2,79 mA
Iro = Iy + (—Iy2) = 2,79 mA + 0,507 mA = 3,297 mA
IRg = 7[1\/[2 = 0,507 mA

und

Uri = Ry -
URQZRQ'
Urz = R3 -

Uberpriifung der Maschen:

Ing = 4,7 kQ 2,79 mA = 13,12V
Ini = 3,3 kQ - 3,297 mA = 10,88 V
Ini =22 kQ 0,507 mA=1,12V

Uy=Ur1+Ur2=24V
Uy =Ura+Ur3=12V
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