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KAPITEL 1: 1

1 Einleitung

In den vorangegangenen Modulen wurden die grundsétzlichen physikalischen Gegebenheiten und die
Grundbauteile besprochen. Aufierdem wurden die grundlegenden technischen Verhaltensweisen in
Gleichstromnetzwerken geklirt. Bei den Gleichstromnetzwerken werden die elektrischen Netzwerke
mit einem DC-Strom (Direct Current) versorgt, Wechselstromnetzwerke mit einem AC-Strom (Al-
ternating Current). Der DC-Strom flieBt dauerhaft in eine Richtung. Beim AC-Strom wechselt die
Stromrichtung regelméfig seine Richtung. Die Regelméfigkeit des Wechsels der Stromrichtung des
Wechslestromes erfolgt periodisch nach einer bestimmten Frequenz. Beispielsweise ist der ideale elek-
trische Widerstand als Bauteil nicht frequenzabhéngig. Zusétzlich Bauteile, wie der Kondensator
oder eine Spule, weisen bei unterschiedlichen Frequenzen verschiedene komplexe Widerstinde auf.
Um diese periodischen Gréflen zu bestimmen werden die folgenden Themengebiete besprochen:

e Zeigerdiagramm

Komplexe Wechselstromrechnung

Effektivwert

Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung

Drehstrom

Mitsystem, Gegensystem und Nullsystem

Im

|
o

P2

P1

- R
I, U,

Abbildung 1.1: Zeigerdiagramm. Die Groflien Spannung und Strom in der Darstellung als Zeiger.
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2 Grundlagen Komplexe Zahlen

Die in der Wechselstromtechnik genutzen Zeigerdiagramme geben einen schnellen Uberblich iiber
die Grofe und die Ausrichtung der Spannung und des Stromes. Die zugrunde liegenden Begriffe der
komplexen Zahlenebene und der Aufbau von Zeigerdiagrammen wird folgend weiter Erldutert und
an einem Beispiel erklért.

Lernziele: Komplexe Zahlen N

Die Studierenden konnen

e mit Zahlen in der komplexen Ebene umgehen.
e Zeigerdiagramme von komplexen Zahlen darstellen.

e komplexe Zahlen berechnen.

2.1 Komplexe Zahlenebene

Um den Aufbau von Zeigerdiagrammen zu Uberblicken ist ein grundlegendes Verstindnis iiber die
komplexe Zahlenebene notig. Fiir die elementaren Rechenoperationen reichen die natiirlichen Zahlen
mit Null und die rationalen Zahlen aus. Die rationalen Zahlen kénnen als endliche oder periodische
Dezimalzahlen dargestellt werden. Die irrationalen Zahlen lassen sich hingegen als Dezimalzahlen
darstellen, welche unendliche viele Stellen aufweisen und dabei nicht periodisch sind. Die reellen
Zahlen setzen sich aus den rationalen Zahlen und den irrationalen Zahlen zusammen. Allerdings ist
beispielsweise das Wurzelziehen aus einer negativen Zahl in der reellen Zahlenebene nicht moglich.
Hierfiir wird die komplexe Zahlenebene eingefiihrt. in der komplexen Zahlenebene wird der Raum
der reellen Zahlen um die imaginére Einheit j erweitert. So ergibt in der komplexen Zahlenebene das
Wurzelziehen aus -1 die imaginére Einheit j.

j=v-1 (2.1)

Das Quadrieren der imaginéren Einheit ergibt wiederum -1.

P?=-1 (2.2)

Eine komplexe Zahl Z beschreibt einen Ort in der komplexen Ebene. Um in einem zweidimensionalen
Koordinatensystem einen Ort eindeutig festzulegen werden zwei Koordinaten benétigt. Die beiden
Koordinaten zur Beschreibung einer komplexen Zahl Z werden in der komplexen Ebene als Real-
teil und Imaginérteil beschrieben (vgl. Gleichung 2.3). Komplexe Zahlen werden meist durch einen
Unterstrich gekennzeichnet, wobei der Realteil und der Imaginérteil reelle Zahlen darstellen.

Z = Realteil + j - Imagindrteil (2.3)

Z=Re(Z)+j-Im(2) (2.4)

In der Komplexene Ebene wird der Realteil auf die Abzisse und der Imaginérteil auf die Ordinate
aufgetragen. Es werden die Abkiirzungen Re = Realteil und Im = Imaginérteil verwendet. Das Ko-
ordinatensystem einer komplexen Ebene wird in der Abbildung 2.1 erliutert. Der Ort der komplexen
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Zahl kann durch Richtungspfeile, welche auch als Vektoren oder Zeiger bezeichnet werden, dargestellt
werden. Die Darstellung der komplexen Zahl in kartesischen Koordinaten erfolgt durch die Zerlegung
in Realteil der komplexen Zahl Re(Z) und Imaginérteil der komplexen Zahl Im(Z) kombiniert mit
der imagindren Einheit j. Komplexe Zahlen kénnen auch in Polar-Koordinaten dargestellt werden.
Dies erfolgt durch den Betrag |Z| der komplexen Zahl Z und durch den Winkel ¢, den der Zeiger der
komplexen Zahl mit der reellen Achse einschlief3t.

Im

-

7| | ERY
T

¥
\’Z Re

Re(Z)

e

Abbildung 2.1: Zeigerdiagramm einer komplexen Zahl. Eine komplexe Zahl Z, welche sich durch
Re(Z) und Im(Z) in kartesischen Koordinaten und durch den Betrag der komplexen Zahl |Z| sowie
den zugehorigen Winkel ¢ in Polar-Kooradinaten darstellen lésst.

Die beiden Darstellungsformen lassen sich ineinander transformieren. Behilflich ist hier die Euler’sche
Formel. Die Euler’sche Formel zeigt, dass sich der Ordinatenwert und der Abzissenwert des Einheits-
kreises durch die trigonometrischen Funktionen Kosinus und Sinus berechnen lassen. Die Euler’sche
Formel wird in der Gleichung 2.5 dargestellt.

e = cos(x) +j - sin(x) (2.5)

Unter Verwendung der Euler’schen Formel kénnen durch die Hinzunahme des Betrages der komplexen
Zahl die Polar-Koordinaten in kartesische Koordinaten transformiert werden. Dies wird durch die
Gleichung 2.6 erlautert.

Z = |Z]-cos(p) +]-|Z] - sin(p) = Re(Z) +j - Im(2) (2.6)

Uber den Satz des Pythagoras lisst sich aus den bekannten Realteil und Imaginirteil der Betrag der
komplexen Zahl fiir die Polar-Koordianten bestimmen. Der dazugehorige Winkel ergibt sich aus dem
arctan mit dem Verhiltnis aus Imaginérteil zu Realteil im Argument. Mit diesen Informationen kann
eine komplexe Zahl wie in der Gleichung 2.7 in Polar-Koordinaten transformiert werden.

Im(Z)

Z=+/(Re(2))? + (Im(2))2 - 5@ = | 2] . &% (2.7)
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Merke: Darstellungsformen komplexer Zahlen

Kartesische Darstellung:

Z=Re(Z) +j-Im(Z)

Polarform: '
Z=12]-%

Trigonometrische Darstellung:

Z = |Z|(cos(p) + j - sin(p))

Zu den Operationen bei komplexen Zahlen z#&hlt die Konjugation. Beim Konjugieren einer komplexen
Zahl wird der j durch -j ersetzt (Negation des Imaginérteils). Die Konjugation wird wie in Gleichung
2.8 dargestellt mit einem Stern gekennzeichnet.

Z" = (Re(Z) +j-Im(Z))" = Re(Z) —j-Im(2) (2.8)

Der Betrag einer komplexen Zahl lasst sich durch die Multiplikation der komplexen Zahl mit ihrer
Konjugierten bestimmen (vgl. Gleichung 2.9). Statt des Betrages, welcher eine Wurzel enthélt, wird
auch das Betragsquadrat verwendet. Es stellt ebenfalls ein Mafl fiir den Abstand der Zahl zum
Ursprung dar, ist aber einfacher zu berechnen.

Z|=VZ2- 2"~ |Z*=2-2* (2.9)

Bei der Addition und der Subtraktion von komplexen Zahlen empfiehlt es sich, diese zunichst in
kartesiche Koordianten umzuwandeln. Auf diese Weise lassen sich der Realteil und der Imaginérteil
der komplexen Zahl separat miteinander verrechnen.

Zy + Zy = Re(Z;) + Re(Zy) + j - (Im(
Z, — Zy, =Re(Z;) — Re(Z,) — j - (Im(

) +1Im(Zy)) (2.10)
1) —Im(Z,)) (2.11

NN
|

Die Darstellung in Polar-Koordinaten empfiehlt sich fiir die Verrechnungen von komplexen Zahlen
durch Multiplikation und Division. Die Multiplikation von komplexen Zahlen setzt sich auf dem
Produkt der Betriige und der Summe der jeweiligen Winkel zusammen (vgl. Gleichung 2.12). Bei der
Division werden die Betréige dividiert und die Winkel voneinander subtrahiert (vgl. Gleichung 2.13).

Zy - Zy = 12,112, el (prte2) (2.12)
Z, 24| 7 (p1—p2)
— =1, °¢€ (2.13)
Zy |2,

Merke: Grundrechenarten komplexer Zahlen

Fiir die Addition und Subtraktion wird in der Regel die kartesische Darstellungsform
fiir komplexen Zahlen verwendet. Bei der Multiplikation und Division von komplexen
Zahlen wird die Polarform gewihlt.
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Da die Division zunéchst nur fiir reelle Zahlen aufler Null definiert ist, wird die komplexe Zahl im
Nenner so erweitert, dass dieser reell wird.

Zl_Zl Q_ZIZ;

Zy Zy Z | Z,*

(2.14)

Durch die Addition einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen hebt sich ihr Imaginérteil
auf (vgl. Gleichung 2.15). Entsprechend verschwindet durch die Subtraktion der Realteil (vgl. Glei-
chung 2.16).

Re(z) = Z zZ* (2.15)
Im(Z) = 4 ;jz* (2.16)

2.2 Graphische Darstellung und Rechnungen mit komplexen Zahlen

Mithilfe von Zeigerdiagrammen lassen sich komplexe Zahlen auch zeichnerisch 16sen. Werden die
komplexen Zahlen wie empfohlen in der kartesischen Form dargestellt, konnen die Bestandteile der
Realteile und der Imaginérteile direkt abgelesen werden und in ein Koordinatensystem eingestragen
werden. Die komplexen Zahlen werden beispielsweise in der Abbildung X eingetragenen. Bei der Ad-
dition von komplexen Zahlen wird entweder Z; an Z5 gesetzt oder umgekehrt. Denn bei der Addition
gilt weiterhin das Kommutativgesetz. Hier werden durch die gestrichelten Pfeile die Parallelverschie-
bungen von Z; und Z, angegeben. Die Verschiebungen enden beide an der selben Koordinate. Hier
konnen separat der Realteil und der Imaginérteil aus der Summe der beiden komplexen Zahlen ab-
gelesen werden.

Im
N i
- 2
- s 28
\N/‘ _,——” ]
II
II
4o, 1
X N
Y /!
1
/
/
> Re
Re(Z, + Z,)

Abbildung 2.2: Addition von komplexen Zahlen. Zeichnerische Losung einer Addition von zwei
komplexen Zahlen im Zeigerdiagramm

Die zeichnerische Losung der Subtraktion von komplexen Zahlen erfolgt vergleichbar mit der Ad-
dition. Zu beachten ist dabei, dass wie in anderen Zahlensystemen bei der Subtraktion von zwei
komplexen Zahlen das Kommutativgesetz nicht gilt. Wird von der komplexen Zahl Z; Z; subtra-
hiert, &ndert sich die Richtung von Z;. Hier erfolgt dann wieder die Parallelverschiebung, allerdings
lediglich von Z;. An dem sich ergebenen neuen Vektor konnen dann wieder der Realteil und der
Imaginérteil abgelesenw erden.
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Im

7
I (Z,)— Zl)
\

— > Re
Re(Zy — Z) Z,

Abbildung 2.3: Subtraktion von komplexen Zahlen. Zeichnerische Losung einer Subtraktion von
zwei komplexen Zahlen im Zeigerdiagramm

Die in der Abbildung 2.4 dargestellten komplexen Zahlen Z; und Z, werden zur Multiplikation in
Polar-Koordinaten abgebildet. Durch die zuvor beschriebenen Rechnenregeln der Multiplikation fiir
komplexe Zahlen kénnen die Werte fiir die fiir das Ergebnis Z; bestimmt werden. Die Multiplikation
aus den Zeigerldngen gibt die Lange des Produktes an. Die Summe aus den beiden komplexen Zahlen
den Winkel der neuen komplexen Zahl an.

22 . Zl Im

N
[\

/X

Y1+ P2 /1 ©1

Abbildung 2.4: Multiplikation von komplexen Zahlen. Zeichnerische Losung einer Multiplikation
von zwei komplexen Zahlen in Polar-Koordinaten im Zeigerdiagramm.

N

> Re
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3 Zeigerdiagramme in der Wechselstromtechnik

In der Wechselstromtechnik finden die komplexen Zahlen unter Anderem als Zeiger Verwendung,.
In linearen Netzwerken haben sinusférmige und monofrequente Quellengréfen nur sinusférmige und
monorfequente Spannungen und Strome zur Folge. Im Stationéiren Zustand unterscheiden sich die
Spannungen und Strome nur in ihrer Amplitude und der zugehorigen Phase. Alle Signale haben
dabei eine identische Frequenz. Die Stationéren und harmonischen Schwingungen kénnen durch ihren
Zeitverlauf im Liniendiagramm oder durch komplexe Zahlen durch Zeiger dargestellt werden. Die
Beschreibung von Schwingungen durch komplexe Zahlen ermoglicht die Darstellung durch ruhende
Zeiger, wobei nur die relative Lage zueinander ausgedriickt wird.

Lernziele: Zeigerdiagramme

Die Studierenden

e verstehen die Kenngroflen von periodischen Wechselspannungen.

e konnen mit den komplexen Drehzeigern der Amplituden umgehen.

3.1 Periodische Wechselspannung

In der Abbildung 3.1 wird ein Wechselspannungssignal mit dem Scheitelwert (Amplitudenwert) U
dargestellt. Der Versatz des Wechselspannungssignals auf der Abszisse wird durch den Zeitpunkt g
ausgedriickt. Der Punkt in dem das Wechselspannungssignal die Ordinate kreuzt gibt den Wechsel-
spannungswert U zum Zeitpunkt t=0 an.

Das Wechselspannungssignal ist periodisch in T. Eine Periode wird bei dem angegebenen Wechsel-
spannungsignal durch einen kompletten Durchlauf einer positiven und negativen Halbwelle definiert.
So wird ab ty nach einer Periode der Zeitpunkt tg 4+ 7 und nach zwei Perioden der Zeitpunkt tgyor
erreicht.

Mit der Ubertragung der angegebenen Werte auf ein Kreisdiagramm lisst sich der Zusammenhang
der Wechselspannung mit der komplexen Darstellung erkléaren. Auf diese Weise kann die Wechsel-
spannungsgrofe U(t = 0) zum Zeitpunkt 0 durch die Lange und Ausrichtung des Zeigers beschrieben
werden. Der Scheitelwert enspricht der Liange des Zeigers im Kreisdiagramm. Der Winkel ¢, be-
schreibt den Phasenwinkel zum Zeitpunkt ¢ = 0.

u(t)
u(t =0) 7\7 )

A / toor \

N >

0 ms 10 ms 20 ms 30 ms 40 ms

/N

Abbildung 3.1: Periodische Wechselspannung iiber der Zeit mit zwei Perioden. Anhand der
Wechselspannung lassen sich z.B. der Amplitudenwert und die Periodedauer ermitteln.
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Die Kreisfrequenz w kann mithilfe der Periodendauer T oder der Frequenz f angegeben werden.
Weiter wird die Kreisfrequenz auch als Winkelgeschwindigkeit beschrieben. Uber den Zusammenhang
zwischen der Periodendauer und der Frequenz kénnen die Groéflen ineinander umgerechnet werden.
Die erlduterten Zusammenhinge werden in den Gleichungen 3.1 beschrieben.

2 1
w:% mit  f=— wid w=2rf (3.1)

Angenommen der Durchlauf einer kompletten Periode bei einer Frequenz von 50 Hz dauert 20 ms
(vgl. Abbildung 3.2). Ubertragen auf das GradmaB und das Radmaf ergeben sich so Winkelangaben
fiir den Durchlauf einer Periode. Der Winkel nach der kompletten Periode T entspricht dem Umlauf
eines vollen Kreises. Der Umlauf eines vollen Kreises entspricht dazu Die Phasenverschieben tq lédsst
sich auch in der Winkeldarstellung als Phasenwinkel ¢n beschreiben.

to
- tims
0 > . b 20
O P
.0 90 180 270 360
B O O B B
en 0 /2 7T 3/2m 2m

Abbildung 3.2: Verschiedene Maflangaben. Vegleich zwischen Gradmafl und Radmaf, der Umlauf
eines Kreises entspricht 360° oder 27.

Merke: Wechselgréf3en

Eine Wechselspannung erklért einen regelméfiigen Polaritétswechsel mit dem Amplituden-
wert U und der Periodendauer 7.

Der zeitabhingige Spannungswert u(t) einer Wechselspannung ist von mehreren Einflussgréien abhingig.
Dazu gehoren der Scheitelwert und die Frequenz der Wechselspannung sowie der dazugehérige Pha-
senwinkel. Uber das Verhéltnis vom Zeitpunkt t zur Periodendauer lésst sich u(¢) bestimmen.

N N N t
u(t) =U -sin(wt + pn) =U -sin(2rft + on) =U - sin(27rf + ©nN) (3.2)

3.2 Komplexer Drehzeiger der Amplitude

Der komplexe Spannungswert sowie der komplexe Stromwert kénnen als Zeiger dargestellt werden.
Hier wird auf die Darstellungsart der Polar-Koordinaten zuriickgegriffen.
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Im Im

YU P1
Re Re

Abbildung 3.3: Spannungs- und Stromzeiger. Ein Spannungszeiger mit dazugehorigen Phasen-
winkel und &quivalent dazu ein Stromzeiger mit Phasenwinkel

Eine harmonische Wechselgrofie kann als mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotierender Zeiger
dargestellt werden. Die Zeitfunktion ist die Projektion des Zeigers auf die reelle Achse. Der rotieren-
de Zeiger wird durch eine zeitabhéngige komplexe Zahl beschrieben. Wie bei den komplexen Zahlen
erklirt, konnen der Imaginirteil und der Realteil jeweils sparat bestimmt werden. Uber die Winkel-
funktionen kann der Realteil und der Imaginérteil der komplexen Spannung berechnet werden.

Im(U)

U-sin(wt+¢,) |----------- U="0U-elvv

U - cos(wt + py)

Abbildung 3.4: Zeigerdarstellung einer komplexen Wechselspannung. Wechselspannungszei-
ger mit der Aufteilung in Realteil und Imaginérteil.

Merke: Komplexe Drehzeiger von Spannung und Strom

Die WechselgroBen Spannung und Strom werden als komplexe Drehzeiger dargestellt. Die
Drehzeiger beschreiben dabei Augenblickswerte u(t), welche sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w verdndern.

Die Beschreibung von periodischen Groflen an elektrischen Komponenten erfolgt durch feste Span-
nungszeiger und Stromzeiger. Das Verhalten der verschiedenen Komponenten ist dabei jeweils un-
terschiedlich. In der Abbildung 3.5 werden ein Widerstand, ein Kondensator als Kapazitit und eine
Spule als Induktivitdt mit ihren zugehorigen Spannungs- und Stromzeigern dargestellt. Das genaue
Verhalten der drei Komponenten wird im folgenden Kapitel néher betrachtet.
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IIIR Iy I -L I
e ——
U — U
R QC ~L
Im ﬁR Im UC Im ij
; Ic 1c
R PUR puc PUL
/ PIR
Re Re Re
©LIL i

Abbildung 3.5: Verschiedene Bauteile und die Wechselspannungszeiger. Die Bauteile Wider-
stand, Kondensator und Spule mit zugehorigen Spannungs- und Stromzeigern.
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4 Komplexe Wechselstromrechnung

In Gleichstromnetzwerken wird mit konstanten Spannungsquellen und Stromquellen gearbeitet. Im
Gegensatz dazu kommen bei der komplexen Wechselstromrechnung Quellen mit sinusférmigen Wech-
selgroflen zum Einsatz. Die elektrische Analyse von Komponenten in einem Wechselspannungsnetz-
werk erfolgt komplex. Die komplexen Spannungen U und Strome I erzeugen zeitabhingige Span-
nungswerte u(t) und Stromwerte i(t). Die Gleichung 4.1 beschreibt den angegebenen Zusammenhang
zwischen komplexen und zeitabhingigen Strom- und Spannungswerten fiir einen ohmschen Wider-
stand.

U=2Zz-I — ult)=R-it) (4.1)

Abgesehen von der komplexitiat der Wechselstromrechnungen, gelten weiterhin die Regeln zur Be-
rechnung elektrischer Netzwerke, wie Maschen- und Knotenregeln, das Verhalten von Reihen- und
Paralellschaltungen und die Knotenpotentialanalyse sowie die Maschenstromanalyse. Bei all diesen
Beispielen ist darauf zu achten, mit den komplexen Wechselgréflen zu rechnen. Fiir die Erlauterung
von elektrische Netzwerken mit komplexen Wechselgroflen werden im Folgenden diese Tehmengebiete
néher betrachtet:

Lernziele: Wechselstromrechnung

Die Studierenden

e kennen die komplexe Impedanz und die komplexe Attmitanz.

e verstehen das Verhalten eines Widerstandes, eines Kondensators und einer Spule an
einer Wechselspannung.

e kennen Wechselquellen und die dazugehorigen Umwandlungsvorschriften.

4.1 Impedanz und Attmitanz in der komplexen Ebene

Durch eine Phasenverschiebung zwischen der Spannung und dem Strom kommt es zu einer Erzeugung
eines Blindanteils der Impedanz. Der Blindanteil lasst sich jedoch auf der reellen Achse nicht darstel-
len, weshalb die reelle Achse um eine imaginéire Achse erweitert wird, welche gemeinsam die komplexe
Ebene bilden. Die Abbildung 4.1 zeigt den Zeiger der komplexen Impedanz in der komplexen Ebene
mit Imagindranteil und Realanteil.

Im(Z2)

joX 4o Ty

Yz

. Re(2)
R

Abbildung 4.1: Zeiger der komplexen Impedanz. Die Impedanz in der komplexen Ebene mit der
Aufteilung in Realanteil R und Imagindranteil X.
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So besteht auch die komplexe Impedanz Z nach Gleichung 4.2 aus einem Realteil und aus einem
Imaginérteil. Der Realteil besteht aus dem ohmschen Anteil, welcher den Wirkwiderstand einer Im-
pedanz darstellt. Der Wirkwiderstand wird auch als Resistanz R bezeichnet. Zweiter Bestandteil der
Impedanz ist der Imaginérteil, welcher auch als Reaktanz X bezeichnet wird. Die Reaktanz eines
elektrischen Netzwerkes setzt sich beisplielsweise aus den kapazitiven und induktiven Auswirkungen
zusammen und wird mit der imagindren Einheit j versehen. Die Einheit der komplexen Impedanz ist
wie in der Gleichstromtechnik Ohm 2.

Impedanz = Resistanz + j - Reaktanz — Z=R+j-X (4.2)

[Z]=10hm=1Q

Wie in der Gleichstromtechnik existiert ein Leitwert des elektrischen Widerstandes in der komplexen
Wechselstromtechnik. Dieser Kehrwert der komplexen Impedanz wird als Admittanz Y bezeichnet
(vlg. Gleichung 4.3). Die Einheit des komplexen Leitwertes bleibt wie in der Gleichstromtechnik
Siemens S.

R=+ — Z=

e (4.3)

<=

Auch die Admittanz liasst sich in einen Wirkleitwert und einen Blindleitwert differenzieren. Der
Wirkleitwert G der Admittanz wird als Konduktanz und der Blindleitwert B der Admittanz wird als
Suszeptanz bezeichnet (vgl. Gleichung 4.4 ).

Admittanz = Konduktanz + j - Suszeptanz — Y =G+ j-B (4.4)

Y] =1 Siemens=1 5

Merke: Komplexe Impedanz und komplexe Admittanz

Der Gleichstromwiderstand wird bei einer Wechselspannung zur komplexen Impedanz
Z. Der Kehrwert des Widerstandes, der Leitwert, wird bei einer Wechselspannung zur kom-
plexen Admittanz Y.

4.2 Komplexer Widerstand

Der komplexe Widerstand eines ohmschen Verbrauchers besteht aus dem Wirkannteil R und dem
Blindanteil des des ohmschen Widerstandes. Der ohmsche Widerstand R verkorpert die Eigenschaft
leitfdhiger Materialien elektrische Leistung in thermische Leistung umzuwandeln. Der Blindanteil
des Widerstands wandelt die Leistung der Wechselstrome nicht in Wéarme um. Der Blindanteil des
elektrischen Widerstands wird als Xy beziechnet. Da der ideale elektrische Widerstand allerdings
rein ohmsch und damit rein Real wirkt, wird in der Regel oft einfach das Formelzeichen R verwendet.
Die Gleichung 4.5 erklart diese Zusammenhénge.

ZR:R"_J.'XR — XRfideal :]()Q — ZR:R (45)

An den zeitabhéingigen Werten fiir die Spannung und den Strom ergeben sich die Zusammenhinge
des idealen ohmschen Widerstandes nach Gleichung 4.6.
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U=Zg-I — ult)=R-it) (4.6)

Ein idealer elektrischer Widerstand ist ein reiner Wirkwiderstand und weist keinerlei Blindwider-
standanteile auf. Der reale elektrische Widerstand ist mit parasitdren Effekten behaftet. Die Schalt-
bilder eines idealen und eines realen elektrischen Widerstandes werden in der Abbildung 4.2 ge-
geniibergestellt. Diese parasitiren Effekte wirken sich induktiv, verdeutlicht durch die Spule, und
kapazitiv, verdeutlicht durch die Kapazitét, auf die Schaltung aus. Neben der Frequenzabhéngikeit
der parasitiren Effekte, werden auch die Spannung und der Strom so aufgeteilt, dass nicht mehr die
gesamte Leistung am Widerstand abféllt. die Impedanz des idealen elektrischenWiderstands ist nicht
frequenzabhéngig.

Lparas.

Rideal —— Rreal :: Cparas.

O L

Abbildung 4.2: Gegeniiberstellung eines idealen und eines realen elektrischen Widerstan-
des. Der reale Widerstand weist im Gegensatz zum idealen Widerstand seriell induktive und parallel
kapazitive Effekte auf.

Zwischen der Spannung und dem Strom existiert beim idealen elektrischen Widerstand keine Phasen-
verschiebung. In der Abbildung 4.3 werden die Sinuswellen fiir die Spannung und den Strom an einem
idealen Widerstand aufgetragen. Sie liegen ohne Phasenverschiebung iibereinander, somit befinden
sie sich in Phase.

Amplitude

~—
A Y
7
’

UR(t
ZR(t) l, \‘

Zeit t

Apr = pu — 1 =0

Abbildung 4.3: Sinuschwingungen an einem Widerstand. Wechselspannung (blau) und Wechsel-
strom (rot) an einem idealen Widerstand. Es resultiert an dem Widerstand keine Phasenverschiebung
zwischen der Wechselspannung und dem Wechselstrom.

Merke: Sinusschwingung an einem Widerstand

Der elektrische Widerstand weist zwischen der Wechselspannung und dem zugehorigen
Wechselstrom keine Phasenverschiebung auf.
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4.3 Kapazitit

Der Kondesnator als Bauteil in der Elektrotechnik weist die Fahigkeit auf Energie zwischen den zwei
Platten in dem elektrischen Feld zu speichern. Die Groflie eines Kondensators wird in der Kapazitét
C angegeben. Die Einheit der Kapazitit ist das Farad F. Die komplexe Impedanz eines Konden-
sators lidsst sich nach Gleichung 4.7 berechnen. Im Gegensatz zum idealen Widerstand wirkt der
ideale Kondensator im Wechselstromkreis nicht lediglich als Wirkwiderstand. Der reale Kondensator
wirkt sowohl durch einen Wirkwanteil, als auch durch einen Blindanteil. Die Kreisfrequenz w ist fre-
quenzabhiingig. So ergeben sich bei hohen Frequenzen niedrige Impedanzwerte fiir den Kondensator.
Andersherum ergeben sich hohe Impedanzwerte bei niedrigen Frequenzen. Der Blindanteil des Kon-
densators wirkt sich als kapazitive Reaktanz aus. Es kann beim Kondensator auch mit der komplexen
Admittanz gerechnet werden. Die komplexe Admittanz ergibt sich aus dem kehrwert der komplexen
Impedanz des Kondensators.

1 )

Der ideale Kondensator wirkt rein im Blindanteil, so wird nach Gleichung 4.8 aus der komplexen
Notation Z¢ der Blindanteil des Kondensators X¢ mit zeitabhéngiger Spannung und Strom.

U=2Zc-1 u(t) = X - ilt) (48)

Es Wird davon ausgegangen, dass die Wechselspannung an einem Kondensator mit der Phasen-
verschiebung von 0° anliegt. Mit dieser Feststellung kann die verursachte Phasenverschiebung des
Stromes am Kondensator nach Gleichung 4.9 festgelegt werden. Durch die Phasenverschiebung des
Stromes gleicht der Verlauf einer Cosinusfunktion im Gegensatz zur Sinusfunktion der Spannung.
Sollen sowohl die Spannung als auch der Strom durch die Sinusfunktion beschrieben werden, wird
die Phasenverschiebung Ay von 7/2 ins Argument mit aufgenommen.

u(t) = U - sin(wt) i(t) = I - cos(wt) = I -sin(wt + 7/2) (4.9)

Bei Induktivitdten und Kapazitdten kommt es zu einer Phasenverschiebung zwischen der Wechsel-
spannung und dem Wechselstrom. Beim Kondensator bedeutet dies, dass der Strom der Spannung
um 90° (Gradmaf}) voreilt. Der beschriebene Sachverhalt der Phasenverschiebung wird in der Abbil-
dung 4.4 verdeutlicht. Der in rot dargestellte Strom an einem Kondensator erreicht den Maximalwert
um 27 (Bogenma$) frither als der blau gefiirbte Maximalwert der Spannung.

Amplitude

Apc = py — o1 = —7/2

Abbildung 4.4: Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung an einem Kondensa-
tor. Der Strom eilt der Spannung am Kondensator um 90° vor.
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Merke: Sinusschwingung an einem Kondensator

An der idealen Kapazitét eilt der Wechselstrom der Wechselspannung um 90° vor.

In der Regel wird mit idealen Bauteilen und deren Eigenschaften gerechnet. Jedoch weist der rea-
le Kondensator, wie auch der zuvor beschriebene reale Widerstand, induktive und ohmsche para-
sitdre Effekte auf. Der ideale Kondensator wird in der Abbildung 4.5 dem realen Kondensator ge-
geniibergestellt. Die Zu- und Ableitungen weisen induktive (Lparas.) und ohmsche (Rparas.2) Anteile
auf. Aulerdem ist der Kondensator einer standigen Selbstentladung ausgesetzt. Diese Selbstentladung
erfolgt symbolisch tiber den Paralellwiderstand Rparas.1-

Lparas.

ideal I real Rparas.l

|

Rparas.2

Abbildung 4.5: Gegeniiberstellung eines idealen und eines realen Kondensators. Der reale
Kondensator weist im Gegensatz zum idealen Widerstand seriell induktive und parallel kapazitive
Effekte auf.

4.4 Induktivitat

Die Spule stellt ebenso einen Energiespeicher dar, wie der Kondensator. Nur wird bei der Spule die
Energie nicht in einem elektrischen Feld gespiechert, sondern in einem magnetischen Feld nach den
Gegebenheiten der Induktionsgesetze. Die Grofle einer Spule wird in der Induktivitédt L angegeben.
Die Einheit der Induktivitéit ist Henry H. Die komplexe Impedanz einer Spule ergibt sich aus der
Imaginiiren Einheit j, der Kreisfrequenz w und der Induktivitét L (vgl. Gleichung 4.10). die komplexe
Admittanz wird durch den Kehrwert der Spulenimpedanz berechnet. Das fithrt zu Zusammenh#ngen,
welche sich entgegen der Impedanzberechnungen bei Kapazitéiten entwickeln. Bei hohen frequenzen
werden die Impedanzen bei Spulen entsprechend ihrer Induktivitdt ebenfalls grof und bei niedrigen
Frequenzen entsprechend gering.

1
Zy =jwlL — Y, =— 4.10
4y, = Jw Ly Jol ( )
Ebenso wie beim Kondensator wirkt die ideale Spule rein als Blindanteil der Impedanz. In der
Gleichung 4.11 wird auf der linken Seite die komplexe Notation der Spulenimpedanz Zj verwendet.
Auf der rechten Seite wird die Zeitfunktion lediglich mit der Schreibweise des Blindanteils der Spule
X dargestellt.

U=2, 1 u(t) = X, -i(t) (4.11)

Prinzipiell verhalten sich die Zeitfunktionen von Induktivitéiten fiir die Spannung und den Strom ver-
gleichbar, mit denen Zeitfunktionen von Kapazitidten. Lediglich die Phasenverschiebung des Stromes
an Spulen ist der Phasenverschiebung der Kapazitéten entgegengesetzt. Die Phasenverschiebung Ay
zwischen der Spannung und dem Strom betrégt an einer Induktivitidt /2.
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u(t) = U - cos(wt) = U - sin(wt + 7/2) i(t) = I - sin(wt) (4.12)

Aquivalent zu der Phasenverschiebung an einem Kondensator existiert an der Induktivitit ebenfalls
eine Phasenverschiebung. Jedoch ist diese Phasenverschiebung des Stromes an der Induktivitéit der
Phasenverschiebung der Kapazitit entgegengerichtet. Im konkreten Fall in der Abbildung 4.6 wird
gezeigt, dass der der Strom (rot) an einer Induktivitéit der Spannung (blau) nacheilt.

Amplitude

w2

’
b

Apr, = pu — o1 = +7/2

Abbildung 4.6: Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung an einer Spule. Der
Strom folgt der Spannung an der Spule um 90° nach.

Merke: Sinusschwingung an einer Spule

Bei einer idealen Induktivitét folgt der Wechselstrom der Wechselspannung um 90° nach.

Wie auch der ohmsche Widerstand und der Kondensator weist die reale Spule parasitiare Effekte auf.
Uber den Spulendraht wirkt ein ohmscher Anteil (Rparas.) auf die komplexe Impedanz der Spule ein.
Zusétzlich erzeugt die Wicklung der Spule kapazitive Effekte (Cparas.). In der Abbildung 4.7 wird das
Ersatzschaltbild einer idealen Spule und einer realen Spule dargestellt.

Rparas.

Lideal I Lreal :: Cparas.

O L 2

Abbildung 4.7: Gegeniiberstellung einer idealen und einer realen Spule. Die reale Spule weist
serielle ohmsche und parallele kapazitive parasitire Effekte auf.

4.5 Quellen von Wechselgrofien

Wie bei Quellen von Gleichstromen und Gleichspannungen existieren Wechselquellen mit vergleich-
baren Merkmalen. Bei der idealen Wechselspannungsquelle ist die Spannung eingepréigt. Die Wechsel-
spannung dndert sich nicht mit der Abhingigkeit des Stromes, welcher durch sie hindurchflieft. Die
ideale Wechselstromquelle stellt einen eingespriagten Strom zur Verfiigung. Dieser wird nicht durch
die angeschlossene Last beeinflusst. Die Schaltungssymbole einer idealen Wechselspannungsquelle
und einer idealen Wechselstromquelle werden in der Abbildung 4.8 dargestellt.
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1=

Abbildung 4.8: Quellen von Wechselgrof3en. Ideale Wechselspannungsquelle und ideale Wechsel-
stromquelle.

Bei den beiden vorgestellten Wechselquellen werden ideale Quellen abgebildet. Reale Wechselquel-
len weisen wie auch die Quellen von Gleichspannungen und Gleichstrémen Innenwiderstdnde auf.
Diese Innenwiderstéinde préigen sich bei Quellen von Wechselgrofien als komplexe Impedanzen aus.
Die reale Wechselspannungsquelle hat also eine komplexe Innenimpedanz Z;, welche mit einer idealen
Wechselspannungsquelle in Serie geschaltet ist. Bei realen Wechselspannungsquellen ist die Ausgangs-
spannung U von der angeschlossenen Last abhéngig. Die Gegeniiberstellung einer idealen und einer
realen Wechselspannungsquelle ist in der Abbildung 4.9 dargestellt.

|

Abbildung 4.9: Gegeniiberstellung einer idealen und einer realen Wechselspannungsquelle.
Die reale Wechselspannungsquelle weist eine Serienimpedanz Z; auf.

Die Ausgangsspannung einer realen Wechselspannungsquelle ldsst sich nach Gleichung 4.13 bestim-
men. Hier liegt die Wechselspannung der Wechselspannungsquelle nicht direkt an den Klemmen an.
Sie wird durch die Spannung iiber die Innenimpedanz Z; reduziert.

Z, I (4.13)

Reale Wechselspannungsquellen weisen gewisse Charakteristika ohne Last beim Leerlauf und bei
einem Kurzschluss auf. Beim Leerlauf liegt zwischen den Klemmen eine unendlich grofie Impedanz.
Es wird kein geschlossener Stromkreis gebildet und es stellt sich kein Stromfluss ein (Gleichung 4.14).
Die gesamte Spannung der Wechselspannungsquelle liegt an den offenen Klemmen an, siehe Gleichung
4.15.

I~
1
1

Uy—U,-U=0 — U=U, (4.15)

Beim Kurzschluss geht die Impedanz zwischen den Klemmen gegen null und es fillt dort keine
Spannung ab. So stellt sich ein gréfiter moglicher Kurzschlussstrom ein, welcher lediglich durch die
Innenimpedanz begrenzt wird (Gleichung 4.16). Die Spannungs der Wechselspannungsquelle wirkt so
in Génze iiber die Innenimpedanz (Gleichung 4.17). Der Kurzschlussstrom lisst sich nach Gleichung
4.18 aus dem Verhiltnis aus der Spannung iiber die Innenimpedanz U; und der Innenimpedanz Z;
bestimmen.

I
I
o
1
[~
I
I~

(4.16)
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Uy-U-U=0 — U=U, (4.17)

I = % (4.18)

Beispiel 4.1: Reale Spannungsquelle \

Eine Reale Spannungsquelle (230 V, 50 Hz) verfiigt nach der unten stehenden Abbil-
dung iiber eine Innenimpedanz Z;, welche sich aus einer Spule L = 20 mH und einem
ohmschen Widerstand R = 10 mf) zusammensetzt.

L R I

U i

O

Abbildung 4.10: Beispiel. Wechselspannungsquelle mit einer Innenimpedanz aus einer Spule
und einem Widerstand.

Bestimmen Sie die Leerlaufspannung und den Kurzschlussstrom der Wechselspan-

nungsquelle.
Uy=230 V-
Z;=R+jXL
Z;=0,01 Q+j-27-50 Hz - 20 mH
Z; =0,01 Q+ 356,28 Q
Leerlaufspannung;:
Q = Qo
U=230V- e
Kurzschlussstrom:
U
. = =0
-~z
230 V - &l

T 0019276280
I, = (0,058 — j36,6) A =36,6 A- o 189,9°

Die reale Wechselstromquelle in der Abbildung 4.11 verfiigt wie die Wechselspannungsquelle iiber
eine Innenimpedanz Z;, wobei diese Innenimpedanz nicht wie bei der Wechselspannungsquelle in
serie geschlatet ist, sondern parallel zu einer idealen Wechselstromquelle liegt. Der sich ergebende
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Ausgangsstrom I der Quelle ist von der angeschlossenen Last, bzw. von der Ausgangsspannung U
abhéngig.

I()

|

Abbildung 4.11: Quellen von Wechselgriflen. Ideale Wechselstromquelle und ideale Wechsel-
stromquelle.

Der Wechselstrom der idealen Wechselstromquelle wird durch einen Anteil durch die Innenimpe-
danz reduziert. Der Ausgangsstrom der realen Wechselstromquelle ldsst sich iiber die Gleichung 4.19
bestimmen. Hier wird ausgehend vom Quellstrom I, der ausgangsspannungsabhéngige (U) Wechsel-
stromanteil I; durch die Innenimpedanz Z; abgezogen.

U
l:lo_l':lo_? (4.19)

Wechselquellenumwandlung

Wechselstrom- und Wechselspannungsquellen kénnen ineinander umgewandelt werden, wenn beide
Wechselquellen den identischen Kurzschlussstrom und die gleiche Leerlaufspannung aufweisen.

Abbildung 4.12: Gegeniiberstellung einer realen Wechselspannungsquelle und einer realen
Wechselstromquelle. Die reale Wechselspannungsquelle und die reale Wechselstromquelle sind in-
einander umwandelbar.

Beide Wechselquellen sind dquivalent, wenn nach Gleichung 4.20 und Gleichung 4.21 das ohmsche
Gesetz mit identischen Innenimpedanzen fiir die Wechselspannungsquelle und die Wechselstromquelle
gilt.

Ug=2y- 1 (4.20)

Z;= Zo (4~21)

1

Hierbei soll der Kurzschlussstrom Iy gleich dem Quellstrom I, der Wechselstromquelle sein, welcher
identisch zu dem Ausgangsstrom [ ist. Die Ausgangswechselspannung U der Wechselquellen enspricht
der Leerlaufspannung Uy .

I=1,=1, und U=U;=U, (4.22)
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Beispiel 4.2: Wechselquellenumwandlung ~

Gegeben ist eine reale Wechselspannungsquelle mit U, = 20 kV - 39’ und
Zy = (0,01 + 7 - 2) Q. Wandeln Sie die Wechselspannungsquelle in eine #quivalente
Wechselstromquelle um, berechnen Sie hierzu den Kurzschlussstrom.

Kurzschlussstrom:

U 20 kV - ¢i30”
[ ==0=_""" ~  — (50447 -8,64) kA
20 ZO (0701_1_]2)9 (, +.7 9 )

4.6 Komplexer Spannungsteiler und komplexer Stromteiler

Wie bei der Betrachtung von Gleichstromnetzwerken gelten die Grundgesetze zur Analyse von Wech-
selstromnetzen. Die Knotenregel und die Maschenregel sind hier dquivalent anzuwenden. Der bereits
vorgestellte Beispielknoten und die Beispielmasche werden in der Abbildung 4.13 mit komplexen

Wechselgrofien noch einmal dargestellt. Hieraus resultiert die Ausformulierung der folgenden Glei-
chung 4.23 als Beispiel der komplexen Knotenregel:

N
SNoLo=0=IL+1,-I,—1,—1I (4.23)
Sowie die Gleichung 4.24 als Beispiel der komplexen Maschenregel:

N
ng =Uyy—-Uz =0 (4.24)
k=1

Hier ist im Gegensatz zur Gleichstrombetrachtung, wo ausschliefllich mit reellen Werten gerechnet
wird, lediglich darauf zu achten, dass mit komplexen Wechselgréfien gearbeitet wird.

l; 1 l;‘z

Abbildung 4.13: Knotenregel und Maschenregel mit komplexen Wechselgréflen. Die Kno-
tenregel und die Maschenregel verhalten sich mit komplexen Wechselgrofien identisch wie bei Gleich-
stromnetzwerken.

Der komplexe Spannungsteiler dient der Reduzierung einer Gesamtspannung z.B. der Anpassung
eines Signalpegels an dem Eingangsspannungsbereich einer Messschaltung. In der Abbildung 4.14
wird ein komplexer Spannungsteiler aus zwei komplexen Impedanzen dargestellt. Die komplexe Ge-
samtspannung U, wird iiber die beiden Impedanzen Z; und Z, in die Teilspannungen U; und U,
aufgeteilt.
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I
o > L O
Z, U,
Y
B
Z, U,

4 Y
O O

Abbildung 4.14: Ein komplexer Spannungsteiler bestehend aus zwei Impedanzen in Serie.
Die komplexe Gesamtspannung U, wird in die Teilspannungen U, und U, aufgeteilt.

Die Gesamtspannung teilt sich im Verhéltnis der komplexen Impedanzen auf (vgl. Gleichung 4.25).
Basierend auf dem komplexen Strom I, welcher die gesamte Serienschaltung durchstréomt, lassen sich
die komplexen Teilspannungen U; und U, und ihre komplexen Impedanzen Z; und Z, im Verhiltnis
zu der komplexen Gesamtspannung U, und der gesamten komplexen Impedanz Z,; + Z, bestimmen.

U, u, U,
=0 _ =1 _ = 4.25
Z\+Zy Z, Z, (4.25)

I=
Durch das Umstellen der Gleichung 4.25 kann das komplexe Teilverhéltnis T fiir die Gleichung 4.26
aufgestellt werden:

U Z
T==2=_-=2_ 4.26
- Uy 4,+4, (4.26)

Hier entspricht das Verhéltnis aus der komplexen Teilspannung U, und der komplexen Gesamtspan-
nung U, dem Verhiltnis aus der komplexen Impedanz Z, und der gesamten komplexen Impedanz
der Serienschaltung Z; + Z,. Das Aufstellen des komplexen Teilverhdltnises funktioniert in gleicher
Weise fiir die komplexe Teilspannung U ;.

Der komplexe Spannungsteiler findet beispielsweise im ohmsch-kapazitiven Teiler in der Hochspan-
nungstechnik Anwendung. In der Abbildung 4.15 werden vier verschiedene Teiler dargestellt, welche
beispielsweise in der Hochspannungstechnik verwendet werden.

L

L.
Teiler

Ohmscher Teiler Ohmsch-kapazitiver Teiler Kapazitiver

Gedémpft kapazitiver Teiler

Abbildung 4.15: Gegeniiberstellung von verschiedenen Teilern der Hochspannungstechnik.
Ohmscher Teiler zur Verwendung mit Gleichspannung und der kapazitive Teiler und der geddmpft
kapazitive Teiler zur Verwendung mit Wechselspannung. Der ohmsch-kapazitive Teiler ist fiir beide
Spannungsarten verwendbar.
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Neben dem ohmsch-kapazitiven Teiler werden noch der ohmsche Teiler, der kapazitive Teiler und der
gedampft kapazitive Teiler vorgestellt. Der ohmsche Teiler besteht rein aus ohmschen Widersténden,
welche seriell verschaltet sind und der kapazitive Teiler besteht rein aus Kondensatoren. Der geddmpft
kapazitive Teiler besteht aus mehreren Modulen mit einer vorgeschalteten Spule. Die Module setzten
sich aus Reihenschaltungen aus einem ohmschen Widerstand und einem Kondensator zusammensetz-
ten.

Das Einfache Beispiel eines solchen ohmsch-kapazitiven Teilers wird in der Abbildung 4.16 gezeigt.
Der ohmsch-kapazitive Teiler setzt sich aus mindestens zwei in serie geschlateten Parallelschaltungen
aus einem ohmschen Widerstand und einem Kondensator, einem sogennanten RC-Glied zusammen.
In der Abbildung 4.16 besteht das erste RC-Glied aus dem Widerstand R; und dem Kondensator
C4. Das zweite RC-Glied besteht aus dem Widerstand Rs und Kondensator Cs. Die komplexe Ge-
samtspannung U, liegt tiber beide RC-Glieder an. Die komplexe Teilspannung U, liegt {iber dem
zweiten RC-Glied an. Das Teilverhéltnis hat somit ohmsche und kapazitive Anteile. So liegt durch
die Kapazitdt des Kondensators ein frequenzabhéngiges Teilverhéltnis vor.

Ry G
U, | S—
Ry G |U,

Abbildung 4.16: Ein ohmsch-kapazitiver Spannungsteiler aus zwei RC-Gliedern. Die RC-
Glieder bestehen jeweils aus einer Parallelschaltung eines Widerstandes und eines Kondensators.

Ein besonderer Zustand liegt vor, wenn der komplexe Spannungsteiler abgeglichen ist. Dieser Zustand
beschreibt das identische Verhéltnis der Bauteile zueinander. Dieser Zustand wird durch die Gleichung
4.27 beschrieben. Hier muss das Produkt aus dem Widerstand R; und dem Kondensator C identisch
mit dem Produkt aus dem Widerstand Ry und dem Kondensator Cs sein. Diese Abgleichbedingung
lasst sich in der Praxis durch verdnderliche Bauteile, wie Trimmkondensatoren, realisieren.

Ry - 01 =R, - 02 (4.27)

Ein weiteres Anwedungsbeispiel fiir einen ohmsch-kapazitiven Teiler ist der Tastkopf eines Oszillo-
skops. Solch ein Teiler wird in der Abbildung 4.17 vorgestellt. Im Prinzip unterscheid sich das Bild
nicht erheblich vom ohmsch-kapazitiven Teiler. Jedoch sind hier das erste und das zweite RC-Glied
von einander rdumlich getrennt und mit einem Geh#use umgeben. So steht das erste RC-Glied fiir
den Tastkopf und das zweite RC-Glied fiir die beschaltung im Oszilloskop. Mit dem ohmsches Teil-
verhéltnis:

UA R2

= 4.28

Ug Ri+Rs ( )
und dem kapazitiven Teilverhéltnis:

U Co

== 4.29

Ug Ci1+0Co (4.29)

kann zum Abgleichen des Tastkopfes das ohmsche und das kapazitive Teilerverhéltnis gleichgesetzt
werden, da die Teilerverhéltniss identisch sein miissen:
Ry (G
Ri+Ry C1+0Ch

(4.30)
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Die Abgleichbedingung nach Gleichung 4.27 gilt weiterhin. Uber die verstellbare Kapazitit C; wird
der Abgleich des Teilers vorgenommen.

Tastkopf

[ |

Abbildung 4.17: Ein ohmsch-kapazitiver Spannungsteiler als Tastkopf eines Oszilloskops.
Uber den Kondensator Cy wird der komplexe Spannungsteiler abgeglichen.

Der komplexe Stromteiler, wie er in der Abbildung 4.18 vorgestellt wird, teilt den komplexen Ge-
samtstrom [ auf in die Teilstrome I; und I, auf. Die beiden Teilstrome I, und I, durchfliefen die
Admittanzen Y, und Y,.

Abbildung 4.18: Ein komplexer Stromteiler bestehend aus zwei Admittanzen. Der komplexe
Strom [ teilt sich auf in die Strome I; und I,.

Die komplexe Spannung U lésst sich nach Gleichung 4.31 iiber das Verhéltnis aus dem Gesamtstrom
I und der Gesamtadmittanz Y, + Y, oder aus den Verhéltnissen der einzelnen Stromzweige:

I 1 I
U= =0 =1 _ =2 4.31
oY, +Y, Y, Y, (4.31)
Das Teilerverhéltnis ldsst sich nach Gleichung 4.32 fiir die beiden Stromzweige definieren:
I Y
T,==3=-="— 4.32
=il lo Xl +X2 ( )
I Y
T, =2 2 (4.33)

I, Y, +Y,
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5 Effektivwert

Durch die periodischen Spannungsverldufe weist jeder Zeitschritt einen anderen Spannungswert auf.
Hierbei kann direkt lediglich der Spitzenwert angegeben werden, mit welchem jedoch nicht immer
gearbeitet werden kann. Um eine niitzliche Vergleichbarkeit von Spannungswerten zu gewéhrleisten
wird der Effektivwert herangezogen. Der Effektivwert beschreibt beispielsweise die identische Leis-
tung, welche an einem Widerstand anfallen wiirde, wiirde dieser an einer Gleichstromquelle ange-
schlossen sein. Zur weiteren Erklarung des Effektivwertes und der dafiir erforderlichen Grundlagen
werden in diesem Kapitel die folgenden Inhalte besprochen:

Lernziele: Effektivwert

Die Studierenden
e verstehen die Funktion des Effektivwertes.
e kennen die Einfliisse von Amplitude und Kurvenform auf den Effektivwert.

e konnen den Effektivwert einer Wechselspannung bzw. eines Wechselstromes berechnen.

5.1 Grundlagen: Quadratischer Mittelwert und Additionstheorem

Neben dem arithmetischen Mittelwert, welcher in der Wechselstromrechnung zur Bestimmung des
Mittelwerts genutzt wird, dient der quadratische Mittelwert der Bestimmung des Effektivwerts. Der
quadratische Mittelwert (RMS - Root Mean Square) wird herangezogen, um die Vergleichbarkeit
von Wechselspannungsgréfien zu ermoglichen. Hierbei wird eine Funktion f(t) zunichst quadriert.
Darauffolgend wird der Mittelwert der quadrierten Funktion berechnet. Im letzten Schritt folgt das
Radizieren des berechneten Mittelwertes. Der mathematische Zusammenhang des RMS wird in der
Gleichung 5.1.

T

RMS = %/f(t)th (5.1)

0

Bei der Bildung des Quadratischen Mittelwerts wird auch die Sinusfunktion quadriert. Als Hilfestel-
lung wird ein Additionstheorem vorgestellt, mit welchem diese Berechnung vereinfacht werden soll.
Additionstheoreme beziehen sich auf die Zusammenhéinge der Trigonometzrie um eine Funktionen
umzuformen. Die Umformung der quadratischen Sinusfunktion anhand des Additionstheorems wird
in der Gleichung 5.2 dargestellt. Hier wird aus der quadratischen Sinusfunktion eine Funktion, welche
lediglich von einer einfachen Cosinusfunktion abhéngig ist.

sin?(z) = %(1 — cos(2z)) (5.2)

5.2 Amplitude

Die Ampltude einer Funktion beschreibt den maximalen Ausschalg wihrend einer Periode. Bei einer
Wechselspannung gibt der Amplitudenwert den héchsten momentanen Spannungswert der Spannung
an. In der Abbildung 5.1 werden Spannungssignale mit einer Frequenz von 50 Hz und somit mit
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einer identischen Periodendauer von T = 20 ms dargestellt. Sie unterscheiden sich dabei beim Am-
plitudenwerten. Die Scheitelwerte der Amplituden der dargestellten Spannungen betrgen U =1V,
Uy =2V und U3 = 4V. Die Amplitude ist eine Art Faktor fiir die Berechnung des Effektivwertes.
So héngt die Hohe des Effektivwertes direkt von dem Amplitudenwert ab.

u(t)

us

4v
2
U1
oV—F— — —t
—4V
0 5 10 15 20

Abbildung 5.1: Sinusspannungen mit unterschiedlichen Amplitudenwerten. Gewichtung von
den Amplitudenwerten Uy =1V, Us =2V und U3 =4V.

5.3 Kurvenform

Neben der Amplitude eines Signals ist die Kurvenform des Signals ausschlaggebend fiir den Effektiv-
wert. Bei der Berechung des Effektivwerts wird der Scheitelfaktor C' (engl. fiir crest factor) bestimmt,
welcher mit dem Ampltudenwert verrechnet wird. In der Gleichung 5.3 wird die Beziehung zwischen
dem Amplitudenwert und den Effektivwert iiber den Scheitelfaktor angegeben.

U=C-Ugg (5.3)

Dieser Scheitelfaktor betréigt fiir Sinussignale Cg = \/5, fiir Dreiecksignale Cp = v/3 und fiir Recht-
ecksignale C'r = 1. Somit betréigt der Effektivwert einer Sinusspannung etwa 70,7 Prozent des Schei-
telwerts der Amplitude. Neben dem Scheitelfaktor als Zusammenhang zwischen Scheitelwert und
Effektivwert findet noch der Formfaktor F' Anwendung. Der Formfaktor wird als Quotient aus dem
Effektivwert und dem Gleichrichtwert definiert.

Tabelle 5.1: Kurvenformen und Scheitelfaktoren. Die Scheitelfaktoren fiir sinusférmige, Dreieck-
und Rechtecksignale.

Kurvenform: Sinus Dreieck Rechteck

Scheitelfaktor (C): V2 V3 1

Merke: Einfliisse auf den Effektivwert

Der Effektivwert ist linear proportional zum Scheitelwert. Der Umrechnungfaktor vom Ef-
fektivwert zum Scheitelwert heifit Scheitelfaktor und hiangt von der Kurvenform des Singals
ab.
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5.4 Effektivwert

Der Effektivwert, beispielsweise einer Sinusspannung, soll fiir die Leistungsaufnahme als ein Momen-
tanwert verwendet werden, welcher die gleiche Leistungsaufnahme bewirkt, die dem Leistungswert
einer Gleichspannung unter vergleichbaren Gegebenheiten entsprechen wiirde. Der Effektivwert ist
auch beim Ohm’schen Gesetz und bei den Kirchhoffschen Gesetzen anwendbar und somit fiir alle
grundlegenden Gesetze geeignet.

Anhand eines Wechselstromsignales i(¢) soll die Berechnung des Effektivwertes erldutert werden.
Wird die Definition des Stromsignales in die Gleichung 5.4 eingesetzt, so ergibt sich:

T
f@t)=i(t) =1 sin(wt) — Igg= % / 12 - sin®(wt)dt (5.4)
0

Die Quadratur des Scheitelwerts ist nicht zeitabhéngig und kann vor das Integralzeichen gezogen
werden. Auflerdem kann der Faktor aus dem Additionstheorem aus dem Integral gezogen werden,
sodass die nochfolgende Gleichung 5.5 entsteht:

T
I
Igg = ﬁ/ — cos(2wt)d (5.5)
0

Nach der Differenzregel konnen Differenzen in einem Integranden gesondert bestimmt werden. Auf
diese Weise werden in der nachfolgenden Gleichung 5.6 die Integrale fiir die beiden Operanden der
Differenz seperat bestimmt.

T T
mit /1dt =T und /cos (2wt)dt =0 (5.6)
0 0

Durch das Auflésen des Integrals entsteht:

12
Ipn =\ 5+ (T = 0) (5.7)

Hier ldsst sich die Periodendauer T aus dem Zahler und dem Nenner kiirzen, sodass folgender Zu-

sammenhang entsteht:
[ ]2
Igg = B} (5.8)

Nun wird noch aus dem Zahler und dem Nenner getrennt die Wurzel gezogen. Der selbe Zusammen-
hang lasst sich so auch fiir die Spannung definieren:

(5.9)

Sl

und Urg =

i
I = —
NG
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Merke: Effektivwert einer Sinusschwingung

Fiir rein sinusformige Spannungen und Strome gilt der Scheitelfaktor /2:

und UEﬁ‘ =

Sl

I
IEH:%

In der Abbildung 5.2 wird eine Sinusspnnung mit einem Amplitudenwert von 4V dargestellt. Da-
zu wird der zu der Sinusspannung zugehérige Effektivwert bei 4 V/ V2 eingezeichnet. Vergleichbar
verhélt es sich mit den Spannungen im Haushalt. So wiirde bei einer Spannungsmessung im Haus-
halt ein Effektivwert von 230V angezeigt werden. Der Amplitudenwert der eigentlich anliegenden
Wechselspannung betriigt dabei allerdings 230V - /2 also 325 V.

u(t)

U-
" 2
—————————— N Upa(Us)
ov t
4V
0 5 10 15 20

Abbildung 5.2: Formverlauf einer Sinusspannung. Sinusspannung mit einem Amplitudenwert
von 4V und zugehérigem Effektivwert von 4 V/+/2.

Beispiel 5.1: Effektivwert

Wird die Spannung beispielsweise an einer Haushaltssteckdose gemessen, so wird der Effek-
tivwert von 230V angegeben.

Die folgenden Aufgaben sollen zum besseren Verstindnis des Effektivwertes bearbeitet
werde:
a) Berechnung des Amplitudenwertes der Spannung an einer Haushaltssteckdose.

b) Berechneng des Effektivwertes davon ausgehend, dass es sich um ein Rechtsecksi-
gnal handeln wiirde.

a) Der Amplitudenwert an einer Steckdose mit einem Effektivwert von 230V betrigt:

U = Igg - V2 =230V - V2
U = 325,269V

b) Der Effektivwert einer Rechteckspannung mit einem Scheitelwert von 325V betrégt:

A

U _ U 3V
Rechteck \/g \/g
URechteCk = 187,639V
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6 Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung

In der Gleichstrombetrachtung elektrischer Netzwerke ergab sich lediglich eine Wirkleistung an den
Komponenten. In der Wechselstrombetrachtung elektrischer Netzwerke werden durch die resultieren-
den Blindstréome auch Blindleistungen erzeugt. Die sich daraus ergebende Scheinleistung teilt sich auf
die Wirkleistung und die Blindleistung auf. Die folgenden Grundlagen und Leistungsarten, welche
durch eine Wechselspannung hervorgerufen werden, werden folgend besprochen:

Lernziele: Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung N

Die Studierenden

e kennen den Unterschied zwischen der Augenblicksleistung, der Wirkleistung und der
Blindleistung.

e konnen die Scheinleistung bestimmen und kategorisieren.

6.1 Grundlagen: Additionstheorem und Arithmetischer Mittelwert

Fiir die Berechnung des Effektivwertes wurde bereits ein Additionstheorem vorgestellt. Ein weiteres
Additionstheorem wird in der Gleichung 6.1 vorgestellt. Hier wird aus dem Produkt zweier Sinus-
funktionen mit unterschiedlichen Argumenten ein Zusammenhang mit Summen und Differenzen in
Cosinusfunktionen. Hierdurch wird das Produkt eliminiert und eine Summe zweier Cosinusfunkti-
on erstellt. Das Integrieren der Summe lésst sich durch das Aufteilen der Summe in zwei separate
Integrationvorgéinge vereinfachen.

sin(z) - sin(y) = %(cos(x —y) +cos(z+y)) (6.1)

Mit dem arithmetische Mittelwert einer Funktion soll ein konstanter Wert errechnet werden, welcher
nicht mehr zeitabhéngig ist. In der Elektrotechnik soll dieser Wert in bestimmten Féllen, dhnlich wie
der Effektivwert bei sinusformigen Strom- und Spannungsverldufen, zur besseren Veranschaulichung
herangezogen werden. Berechnet wird der arithmetische Mittelwert iiber folgende Integralformel:

t+T

@:% / u(t)dt (6.2)

In der Formel steht T fiir die Periodenlénge. Hier ist ¢ dabei ein beliebig wahlbarer Zeitpunkt, ab
welchem die Betrachtung starten soll (meistens t = 0). Vereinfacht ausgedriickt steht im Integral die
Fliche zwischen der Funktionskurve und der Abszisse und im Nenner des Bruches die Periodenléinge.
Als Beispiel soll eine sogenannte Sdgezahnspannung herangezogen werden, welche in der Abbildung
6.1 dargestellt wird.
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T 2T

Abbildung 6.1: Verlauf einer Sigezahnspannung. Uber die Sigezahnspannung wird die Ermitt-
lung des rot gekennzeichneten Mittelwertes erlautert.

Soll der arythmetische Mittelwert errechnet werden, muss zuerst eine Funktion iiber eine Periode
aufgestellt werden. In diesem Fall kann eine Periode folgendermafien ausgedriickt werden:

u(t) = —— -t (6.3)

Diesen Zusammenhang eingefiigt in die Gleichung 6.2 und fiir die Integrationsgrenzen ¢t = 0 bis T
ergibt sich die Gleichung:

T
@:%/%%dt (6.4)
0

Wird das Integral aufgelost erhélt man den arythmetischen Mittelwert fiir die Ségezahnspannung:

W)= | 5| =510V (6.5)

— 1 [10 1% tQ} T
0
Somit betrdgt der arythmetische Mittelwert die Hélfte der maximalen Spannung. Liegt eine ideale
Sinusschwingung vor, ist der arythmetische Mittelwert immer null. Relevant wird der arythmetische
Mittelwert, wenn die Leistung von sinusférmigen Strémen und Spannungen errechnet werden soll.

6.2 Wirkleistung und Blindleistung

Wirkleistung bei Gleichstrom: In elektrischen Gleichstromnetzwerken wird die Leistung nach der
bekannten Gleichung P = U - I bestimmt. Bei bekanntem elektrischen Widerstand kann die Gleichung
dahingehend umgestellt werden, dass nach dem ohmschen Gesetz entweder die Spannung oder der
Stromeliminiert werden.

U2
P=U-TI=I*"R=— (6.6)
R
In einem System mit Wechselgréfien ist die Leistung, wie auch die Gréflen Strom und Spannung,
zeitabhéngig. In der Gleichung 6.7 wird dies dadurch ausgedriickt, dass die Formelzeichen klein
geschrieben sind und abhéngig von der Zeit ¢ sind:



30 GET it digital Modul 7: Periodische Grofien

P=U-T < p(t)=u(t)- it (6.7)

Weil die Groflen der Spannung und des Stromes zeitabhingig sind, ist auch diese Funktion der
Leistung zeitabhéngig. Aufgrund der Zeitabhéngigkeit wird auch von der Augenblicksleistung fiir
einen Zeitpunkt t gesprochen. Die Mafleinheit der elektrischen Augenblicksleistung ist weiterhin das
Watt.

u(t) = U - sin(wt + ¢v) i(t) = I -sin(wt + ¢r) (6.8)

Werden die Augenblickswerte der Spannung und des Stromes in die Gleichung 6.7 der Augenblicksleis-
tung eingesetzt, so ergibt sich in der folgenden Gleichung 6.10 die Augenblicksleistung. Hier lésst sich
die Gleichung in einen Vorfaktor, einen konstanten Anteil und einen zeitabhéngigen Anteil aufteilen.
Der Vorfaktor besteht aus der Hiilfte des Produktes der Amplitudenwerte von Spannung und Strom.
Der konstante Anteil besteht aus dem ersten Cosinussummanden, hier sind lediglich die Phasenwinkel
von Spannung und Strom ausschlaggebend. Der zeitabhéngige Anteil wird durch den zweiten Cosinus
dargestellt. Hier werden neben den Phasenwinkeln auch die Kreisfrequenz und der Zeitpunkt wichtig.

allgemein: p(t) = u(t) - i(t) (6.9)
e
2

-

(cos(pu — 1) + cos(2wt + pu + 1)) (6.10)

konstanter Anteil zeitabhingiger Anteil

sinusformig:  p(t) =

Merke: Augenblicksleistung

Die Augenblicksleistung ist das Produkt aus den Aufgeblickswerten der Spannung und des
Stromes.

Wird die gesamte Leistung eines Systems iiber einen idealen ohmschen Widerstand aufgenommen,
bedeutet dies, dass die Spannung in der Strom keine Phasenverschiebung aufweisen. Der Konstante
Anteil der Augenblicksleistung ist positiv. Die Augenblicksleistung pulsiert mit doppelter Frequenz
im Vergleich zur Frequenz von Spannung und Strom. Dabei hat die Leistung stets ein positives
Vorzeichen.

H#ufig ist es nicht erheblich, wie der genaue zeitliche Verlauf der Augenblicksleistung ist. Vielmehr
ist bei Anwendungen lediglich die im Mittel umgesetzte Leistung, beispielsweise Wirmeanwenungen,
von Interesse. Die Mittlere Leistung der zeitverdnderlichen Augenblicksleistung ist nach Gleichung
6.2 definiert. Fiir rein sinusférmige Spannungen und Stréme ldsst sich eine mittlere Leistung nach
Gleichung 6.11 bestimmen. Die Angaben der Spannung U und des Stromes I bilden die Effektivwerte.
Der Winkel ¢ ergibt sich aus der Phasenverschiebung zwischen der Spannung und dem Strom. Der
gesamte Ausdruck cos(y) wird auch als Leistungsfaktor bezeichnet.

Dgin =P =U-T-cos(p) (6.11)

Ohne die Phasenverschiebung zwischen der Spannung und dem Strom an einem ideale Widerstand ist
der Term des Leistungsfaktors Vernachlissigbar. So lédsst sich die mittlere Leistung in der Wechsel-
stromtechnik bei sinusférmigen Spannungs- und Stromverldufen analog zur Gleichstromtechnik auf
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zwei zeitunabhéngige Grofien zuriickfithren. Der Effektivwert der Spannung und des Stromes werden
fiir rein sinusformige Grolen zur Ermittlung der mittelren Leistung herangezogen.

v 1 U-I
Porm = ——=—==——=U-1T 6.12
Pohm \/5 \/i ) ( )

Ahnlich verhilt es sich mit der Augenblicksleistung an Spulen und Kondensatoren. An einer Indukti-
vitéit eilt der Strom der Spannung um 90° nach (4 /2). Der Verlauf der Spannung und des Stromes an
einer Induktivitat wird in der Abbildung 6.2 dargestellt. Dazu wird in griin die Augenblicksleistung
an der Induktivitit dargestellt. Der Konstante Anteil der Augenblicksleistung an einer Induktivitét
betrdgt Null. An dem Verlauf lisst sich das Pulsieren der Augenblicksspannung mit der doppelten
Frequenz der Spannung bzw. des Stromes feststellen. Die positiven und negativen Halbwellen der Au-
genblicksleistung heben sich gegenseitig im Mittel auf. Das heifit, dass die aufgenommene Leistung
wieder vollstindig abgegeben wird und so von der Induktivitit keine Leistung aufgenommen wird.

N /N

& Y Y

0 ™ 27 3 A7

Abbildung 6.2: Verlauf des Stromes, der Spannung und der zeitabhingigen Leistung an
einer induktive Last. Die Augenblicksleistung weist die doppelte Frequenz gegeniiber der Span-
nung bzw. des Stromes auf. Die positiven und negativen Halbwellen heben sich gegenseitig auf, die
aufgenommene Leistung wird vollstdndig wieder abgegeben.

Beim Kondensator verhélt es sich dem Prinzip nach dquivalent zur Induktivitdt. Hier eilt der Strom
der Spannung um 90° (—7/2). Der konstante Anteil der Augenblicksleistung betrdgt Null und die
Leistung pulsiert mit doppelter Frequenz um die Nulllinie. Wie auch bei der Induktivitdt wird von
einer Kapazitit die aufgenommene Leistung wieder vollstindig abgegeben, sodass im Mittel keine
Leistung aufgenommen wird. Das Verhalten der zeitabhéngigen Leistung an einer kapazitiven Last
wird in der Abbildung 6.3 vorgestellt.
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1 N N

0 ™ 2 3 4

Abbildung 6.3: Verlauf des Stromes, der Spannung und der zeitabhiingigen Leistung an
einer kapazitiven Last. Die Augenblicksleistung weist die doppelte Frequenz gegeniiber der Span-
nung bzw. des Stromes auf. Die positiven und negativen Halbwellen heben sich gegenseitig auf, die
aufgenommene Leistung wird vollsténdig wieder abgegeben.

Ist die Augenblicksleistung grofier Null, wird Leistung aufgenommen. Entgegengesetzt wird Leistung
abgegeben, wenn die Augenblicksleistung kleiner Null ist. Durch die nicht vorhandene Phasenverschie-
bung zwischen dem Strom und der Spannung am ohmschen Widerstand ist die mittlere Leistung stets
gréfer null. Der ohmsche Widerstand nimmt also stets Leistung auf. Die Leistung wird hier als Wirk-
leistung P bezeichnet, welche fiir Anwendungen genutzt werden kann. Sie wird anhand der bereits
vorgestellten Gleichung 6.11 fiir sinusférmige Spannungen und Stréme berechnet. Die beschriebenen
Leistungen erklaren Wirkleistungsanteile und Blindleistungsanteile. Die Blindleistung beschreibt da-
bei denjenigen Anteil der Leistung, welcher fiir die Erzeugung von elektrischen und magnetischen
Feldern notwenig ist. Ist die elektrische Impedanz rein induktiv oder kapazitiv, liegt eine Phasen-
verschiebung von +90° vor. Der rein induktive oder rein kapazitive Zweipol nimmt Leistung auf,
welche anschlieffend wieder vollstdndig abgegeben wird. Das dadurch resultierende Mittel der Leis-
tung betrdgt immer null. Diese Leistung wird als Blindleistung @ Bezeichnet. Es wird dabei zwischen
induktiver und kapazitiver Blindleistung unterschieden. Fiir die induktive Blindleistung ergibt sich ei-
ne positive Phasenverschiebung fiir die Leistung, was genau dem Verlauf des Sinusfunktion entspricht.
Die kapazitive Blindleistung wird entgegengesetzt verschoben, sodass sich ebenfall eine Sinusfunk-
tion, jedoch mit negativem Vorzeichen definieren lésst. In den Gleichungen 6.13 und 6.14 werden
die Gleichungen fiir die Berechnungen der induktiven und kapazitiven Blindleistung vorgestellt. Die
MafBeinheit fiir die induktive und kapazitive Blindleistung ist das var (Volt-Ampere-reaktiv).

Qmd =U - Icos(p+90°) =U -I-sin(yp) (6.13)

Qkap = U - Tcos(p —90°) = =U - I - sin(p) (6.14)

[Q] =1 Volt — Ampere — reaktiv =1 var

Bei idealen kapazitiven oder induktiven Widerstdnden wird keine Energie in Form von Warme umge-
setzt. Es dndert sich lediglich das magnetische oder elektrische Feld, so wird also Energie gespeichert
oder abgegeben.
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Merke: Wirkleistung und Blindleistung

In der komplexen Ebene wird die Leistung durch die Wirkleistung und die Blindleistung
erklart. Die Wirkleistung beschreibt den Realteil und die Blindleistung den Imaginérteil der
komplexen Scheinleistung. Die Wirkleistung und die Blindleistung werden wie folgt definiert:

P=U-1I-cos(p) Q=U-1I-sin(p)

6.3 Scheinleistung

Bisher wurden die Grundlagen der Leistungsbetrachtung von idealen ohmschen und induktiven/-
kapazitiven Impedanzen betrachtet. Jedoch treten in den meisten Netzwerken sowohl ohmsche als
auch induktive oder kapazitive Impedanzen auf. In solchen Netzen wird dann unterschieden zwischen
Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung. Die Scheinleistung steht dabei fiir die Gesamtleistung
des Systems. Um die Scheinleistung zu berechnen, wird mit dem Maximalwert gerechnet, also wenn
keine Phasenverschiebung vorliegen wiirde. Damit ist dieser Wert gleich der Leistung eines idealen
ohmschen Widerstands:

S=U-I=Py (6.15)

Wird die Scheinleistung in der komplexen Ebene betrachtet, kommen die Festzeiger zum Einsatz.
Wird die kompexe Spannung mit dem komplexen Strom multipliziert, wiirden nach den Regeln des
kompexen rechnens die Phasenwinkel addiert werden. Um eine korrekte Leistungsberechnung durch-
zufithren, muss jedoch eine Differenz zwischen den Phasenwinkeln vorliegen. Um diesem Problem
abhilfe zu schaffen, wird mit dem konjugierten komplex Wert des Stroms gerechnet:

S=U-I"
mit U=U-¢e*¥"
und I*=1-e77% (6.16)
folgt S=U- elPu . emI%i
—U.J-eilpu—wi) (6.17)
—U.T-9)

Uber den komplexen Wert der Spannung und den konjugiert komplexen Wert des Stromes lisst sich
separat die Wirkleistung und die Blindleistung oder direkt die komplexe Scheinleistung bestimmen:

U-T1-¢/?=U-T (cosp+jsing)=P+jQ=3S (6.18)

AuBlerdem lésst sich iiber den Leistungsfaktor auch direkt ein Zusammenhang zwischen der Wirk-
leistung bzw. der Blindleistung und der Scheinleistung nach Gleichung 6.19 festlegen.

P =cos(p)-S Q =S -sin(p) (6.19)
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Merke: Komplexe Scheinleistung

Die komplexe Scheinleistung setzt sich aus der Wirkleistung und der Blindleistung zusammen.
Sie kann auf verschiedene Weisen bestimmt werden:

§:Q_l*:U.I.ej(‘Pu—¢i):P+jQ

Die Grolen Wirkleistung und Blindleistung sind in der komplexen Zahlenebene zu finden. Dabei
ist die Wirkleistung ein rein reeler Wert und die Blindleistung stellt einen rein imaginidren Wert
dar. Die Scheinleistung, welche auch eine komplexe Grofe ist, kann als Betrag des Weges von Wirk-
und Blindleistung dargestellt werden (vgl. Abbildung 6.4). Die hier dargestellte Scheinleistung S mit
zugehorigen Phasenwinkel ¢ ist im . Quadranten verortet. Dies wird durch einen positiven Wirkleis-
tungsanteil und einen positiven Blindleistungsanteil verursacht. Die positive Wirkleistung deutet an,
dass von etwas elektrische Leistung aufgenommen wird, also eine elektrische Last darstellt. Deswegen
wird hier vom Lastbetrieb gesprochen. Die positive Blindleistung spricht fiir die vorherschenden Ef-
fekte einer Spule und wirkt somit induktiv. Die Scheinleistung im I. Quadranten wird im induktiven
Lastbetrieb betrieben. Wirkt eine negative Wirkleistung in die Scheinleistung, wird Wirkleistung
abgegeben, wie bei einem Generator, welcher Leistung abgibt. Bei einer positiven Blindleistung liegt
hier ein induktiver Generatorbetrieb vor (I1. Quadrant). Ist die Blindleistung negativ, iiberwiegen
kapazitive Effekte. Bei negativer Wirkleistung wird diese Betriebsform kapazitiver Generatorbetrieb
genannt (I71. Quadrant). Als letztes wird im I'V. Quadranten ein kapazitiver Lastbetrieb beschrieben.
Hier wirkt eine positive Wirkleistung und eine negative Blindleistung in die Scheinleistung ein.

Im(S)

I1. I.

Untererregt Induktiv

P Re(S)

Ubererregt Kapazitiv

111 Iv.

Generatorbetrieb Lastbetrieb

Abbildung 6.4: Zeigerdiagramm der Leistung. Zusammensetzung von Blind-, Wirk- und Schein-
leistung in Abhéngigkeit der Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung. Hier eine induktive
Last im positiven Imaginérteil.

Die Blindleistung wird unter anderem benétigt, um Magnetfelder in elektrischen Maschinen zu er-
zeugen. Der Blindleistungsbedarf entsteht durch Komponenten im System, welche entweder induktiv
oder kapazitiv wirken. Wenn der Strom zur Erzeugung des Magnetfeldes (Erregerstrom) héher ist,
als es fiir die nominale Leistung des Generators erforderlich wiére, ist ein Generator iibererregt. In
diesem Fall ist der Generator in der Lage, Blindleistung in das Netz abzugeben. Die hierdurch erhdhte
Blindleistung im Netz fiihrt zu einer Spannungsanhebung. Steigt der Energiebedarf im Netz, kann
diese Gegebenheit dafiir genutzt werden, einem Absinken der Netzspannung entgegenzuwirken. An-
dersherum arbeitet ein Generator mit einem geringeren Erregerstrom als bendtigt im untererregten
Zustand. Der Generator nimmt hier Blindleistung aus dem Netz auf, um das erforderliche Magnetfeld
aufrecht zu halten. Der Bezug von Blindleistung fithrt dann wiederum zu einer Spannungsabsenkung
im Netz. Bei einer starken untererregung eines Generators kann es zum Ausfall der elektrischen
Maschine kommen.

Die Einheiten der drei Leistungsarten sind theoretisch alle vergleichbar. Um zwischen den Leistungs-
arten zu unterscheiden, wurden fiir die Scheinleistung und die Blindleistung neue Einheiten gewé&hlt,
welche physikalisch jedoch dasselbe aussagen. Fiir die Scheinleistung wurde die Einheit Volt-Ampere
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[VA] festgelegt und fiir die Blindleistung Volt-Ampere-reaktiv [var]. Die Wirkleistung wird in der
bekannten Einheit Watt [W] angegeben.

Tabelle 6.1: Zusammenfassung der Leistungsarten. Wirkleistung, Blindleistung und Schein-
leistung welche durch Wechselgréflen hervorgerufen werden, aufgelistet mit den Formelzeichen und
Einheiten.

Leistungsart Einheit
Wirkleistung P W (Watt)
Blindleistung Q var (Volt-Ampere-reaktiv)
Scheinleistung S VA (Volt-Ampere)

6.4 Leistung und elektrische Energie

Neben der elektrischen Leistung ist auch die elektrische Energie eine genutzte Grofle, um beispiels-
weise Verbrduche von Haushalten zu erfassen. Hier wird die elektrische Leistung pro Zeiteinheit
gemessen. Nach der Definition aus der Thermodynamik ist die Energie die iiber einen bestimmten
Zeitraum aufgebrachte Leistung. Es wird also geméfl Gleichung 6.20 die elektrische Leistung wihrend
einer Zeit zwischen ¢; und ¢y aufintegriert um die elektrische Energei zu bestimmen.

to

Eel = /pel(t) dt (620)

t1

Vergleichbar mit der Wirkleistung und der Blindleistung lésst sich auch die Energie in eine Wirkarbeit
und eine Blindarbeit unterteilen. Die Blindarbeit beschreibt dabei denjenigen Anteil der elektrischen
Energie, welcher nicht in Nutzenergie, bzw. Wirkarbeit. umgewandelt wird.

to

2]
WN = /p(t) dt WQ = /Q dt (621)
t1

t1

Im stationédren Zustand werden lediglich die Effektivwerte von Spannung und Strom und somit auch
von der Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung betrachtet und sind somit zeitlich konstant.

Wy =P (ty — t1) Wq=Q-(tr—1) (6.22)

Beispiel 6.1: Leistungsberechnung <

An einer Wechselstromlast werden die folgenden Werte fiir die Wechselspannung und den
Wechselstrom gemessen:

Gegeben sind:

A

U=12V 1=2A4 © =60
Die folgenden Aufgaben sollen bearbeitet werden:

a) Berechnung von Wirkleistung und Blindleistung.

b) Berechnung der Scheinleistung mit dem konjugierten komplexen Strom.
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a) Die Wirkleistung betrigt:
U
P=U- I cos(p)=—"
V2
P=6W

Die Blindleistung betragt:

Q = 10,392 var

b) Die Scheinleistung betriigt:

Q:U~I-sin(<p):%-

U I
S=U.1"=—.—=—
T T V2 V2 V2
S=12VA-e'5 =6 W + 510,392 var
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7 Drehstrom

Um einen moglichst effizienten Energietransport zu gewéhrleisten wird in vielen Netzsystemen Dreh-
strom eingesetzt. Grundlage des Drehstrom ist der Wechselstrom, welcher nicht als einzelne Phase,
sondern als Zusammenschluss von mehreren Phasen genommen wird. Erzeugt wird Wechselstrom
mit Generatoren, die nicht nur eine einzelne Wicklung im Rotor verbaut haben, sondern mehrere.
Werden diese Wicklungen mit einem symmetrischen Abstand zu einander verbaut, werden je nach
Anzahl der Wicklungen Phasen erzeugt. Es wird dann von einem Mehrphasensysteme gesprochen.
Wenn genau drei Phasen vorliegen, wird das System Drehstrom genannt. Fiir das Versténdniss von
Drehstrom sind besonders die Grundlagen zum Wechselstrom und dem komplexen Rechnen relevant.

Lernziele: Drehstrom

Die Studierenden

e verstehen die grundsitzlichen Gegebenheiten des Drehstroms und der dazugehorigen
Operatoren.

e konnen Drehstromsysteme mit gleicher Belastung (Symmetrische Komponenten) analy-
sieren.

e kennen die Gegebenheiten von Drehstromsystemen mit unterschiedlicher Phasenbelas-
tung (Unsymmetrische Komponenten).

7.1 Symmetrische Komponenten

Im Bereich der Energieerzeugung, -iibertragung und -verteilung wird hautpséchlich mit Drehstrom
gearbeitet. Der Begriff ,,Drehstrom“kommt aus der technischen Gegebenheit, dass die Systeme mit
dem réumlich rotierenden Magnetfeld des Generators verbunden sind: Dem Drehfeld. Alle Phasen in
einem Mehrphasensystem werden mit der gleichen Frequenz erzeugt, die bekanntermafien in Europa
bei 50 Hz liegt. Die erzeugten Phasen werden am Ort der Erzeugung, also dem Generator, und
hinter den Verbrauchern verschaltet. Im Drehstromsystem, also einem Drei-Phasen-System, stehen
dafiir die Sternschaltung oder die Dreiecksschaltung zur Verfiigung. Im symmetrischen Fall erzeugt
der Generator so viele Phasen, wie Wicklungen im Rotor verbaut sind. Die Wicklungen sind dabei
mit immer im gleichen Winkel verbaut. Dieser Winkel bekommt den griechischen Buchstaben «
zugeordnet:

o=— (7.1)

Das m steht in der Formel fiir die Anzahl an Phasen, die in dem System erzeugt werden. Bei einem
Drehstromsystem sind drei Phasen vorhanden. Daraus ergibt sich ein a von 120°.
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0 7r 2w 3 4

Abbildung 7.1: Drei Phasen des Drehstroms. Die drei Phasen des Drehstromsystems sind alle
zueinander um 120° phasenverschoben. Hieraus ergibt sich der Winkel o von 120°.

Im néchsten Schritt soll ein Drehoperator aus dem Winkel o abgeleitet werden. Dieser Drehoperator
dient der Umrechnung der Spannungen und Stréme zur Bezugsspannung/zum Bezugsstrom.

a=e*=¢n (7.2)
Firm = 3:

. 1 V3
— el = -V
a=c 2 T3

an 1 V3
2 _ i 2 VY
a € D) .72 a
0 = 2™ — 1
ity L VB
a =e 2+]2 a
gszeijﬂ:—l—j\/—g:Q2

2 2

Merke: Drehoperator

Der Winkel a gibt die Phasenverschiebung zwischen den Phasen an. Mithilfe des Drehopera-
tors ¢ konnen Spannungen und Stréome umgerechnet werden.

Die komplexen Spannungen der jeweiligen AuBlenleiter gegeniiber einem Neutralleiter konnen mit der
folgenden Gleichung formuliert werden:

Upp = Upy - e77m=1e (7.3)

Die Spannung U, ist dabei eine reele Bezugsgrofie fiir das Mehrphasensystem.
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Nun werden die Gleichungen fiir den Drehoperator mit der fiir die Spannung zusammengebracht und
ergeben folgenden Zusammenhang:

Mit einer Anzahl von drei Phasen, also m = 3, ergibt sich folgender Zusammenhang der drei Span-
nungen und dem Drehoperator:

Upy + Uy +Ups =Ui(1+a* + a) (7.4)

Anmerkung:

In der Literatur sind die Indizes fiir die Spannungen nicht immer einheitlich gew&hlt. Die haufigste
Alternative sind die Buchshtaben u,v,w fiir die Phasen 1,2,3. Es werden noch weitere Indizes ver-
wendet, die hier jedoch nicht weiter erwédhnt werden sollen.

In Abb. 7.2 soll nochmals deutlich gemacht werden, wie sich die Drehoperatoren im Komplexen
zusammensetzen.

o

+J

S

Abbildung 7.2: Zeigerdiagramm des Drehoperators im Drehstromsystem. Werden die Dre-
hoperatoren aufsummiert, ergibt sich als Ergebniss Null.

Wird dem Weg iiber die drei Drehoperatoren gefolgt, gelangt man zuriick zum Ursprung und erhélt
Null.

l+a+ad®=0
Uy +Up, +Up3=0
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7.1.1 Verkettete Systeme im Stern

In den folgenden Kapiteln soll darauf eingegangen werden, welche Formen der Verschaltung in einem
Drehstromsystem vorkommen kénnen. Zuerst soll auf die sogenannte Sternschaltung eingegangen wer-
den. Sternschaltung bedeutet, dass die Strénge so zusammengefiihrt werden, dass sich ein sogenannter
Sternpunkt bildet. Ein System kann sowohl auf Generator-, als auch auf Verbraucherseite verschaltet
werden. In Abb. 7.3 sind die die typischen Komponenten einer Sternschaltung in einem dreiphasigen
Ersatzschaltbild eingetragen. Fiir jede Phase, die der Generator erzeugt wird eine Spannungsquelle
eingetragen. Wenn der Generator eine Sternschaltung aufweist, werden in dem ESB auf die einzelnen
Spannung in einem Knotenpunkt zusammengefiihrt. Dieser Knotenpunkt soll den Buchstaben Ng
erhalten. Von jeder Spannungsquelle geht ein Strang aus, welcher die jeweilige Phase wiederspiegeln
soll. Auf Grund der physikalischen Gegebenheiten weisen die Komponenten, die nach dem Generator
angeschlossen sind, also vor allem die Leitung und der Verbraucher, sowohl Wirk- wie auch Blind-
widersténde auf. Diese werden in dem ESB zu jeweils einer Impedanz pro Strang zusammengefasst.
Die Impedanzen der Stringe werden in der Sternschaltung wie auch die Spannungsquellen zu dem
Knotenpunkt Ny zusammengefiihrt. In einem System, in dem sowohl die Generator- als auch die Ver-
braucherseite im Stern verschaltet sind, kann es zu den Strangen der Phasen noch einen Neutralleiter
oder Riickleiter geben, welcher die beiden Knotenpunkte miteinander verbindet.

QI, =U,
«— In=1,
—>

S
m;

Up,=U, Upins
«— Iy o=1Iy Zyy
Yo t(2) — e
Upa=U, Upors Urari
« Iy s=Iy Zyg

QL;; QLZ QL 1

Iy
—

g

Abbildung 7.3: ESB fiir ein Drehstromsystem. Erzeugern und Verbraucher im Stern und ein
Neutralleiter zwischen den Knotenpunkten.

Spannungen
Grundsétzlich gibt es in einem Drehstromsystem drei Spannungen, welche spezifisch genannt werden
sollten:

e AuBlenleiter-Neutralleiter-Spannung (Sternspannung) Uy : Spannung des Leiters gegeniiber dem

Neutralleiter (Uy1, Urs, ULs)

e Auflenleiter-Spannung (verkettete Spannung) U: Spannung zwischen zwei Leitern (Up112, Urars,
Ursr1) — diese Spannung wird auch als Dreieckspannung bezeichnet

e Strangspannung Ug,: Spannung iiber die Impedanz des Leiters gegeniiber dem Neutralleiter.
Je nach Verschaltung ist die Strangspannung entweder gleich der Sternspannung oder der Drei-
eckspannung

Strome

Fiir Strome in einem Sternsystem ist es hilfreich das 1. Kirchhoffsche Gesetz anzuwenden. Die Summe
der Strome der Strange muss gleich dem Strom im Neutralleiter sein:
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In=1I+ 115+ 113 (7.5)

Im Bezug zu den Spannungen und Impedanz ergibt sich nach dem Ohmschen Gesetz:

U, U U
Iy=2M 22 28 oy Ly, Y, 4+ U, Y (7.6)
NT oz Uz, Zy S e e

Wenn von einem symmetrischen System gesprochen wird, gilt das nicht nur fiir den Generator,
sondern auch fiir die Impedanzen. Demnach sind die Impedanzen der drei Strénge alle gleich grof3:

Ziy =21y =213=2 (7.7)

Wird dieser Zusammenhang fiir ein symmetrisches System fiir die Gleichung 7.7 beriicksichtigt, kann
die Impedanz herausgezogen werden. Nun ist bereits bekannt, dass die Summe der Spannungen in
einem symmetrischen System null ergibt. Somit ldsst sich beweisen, dass die Summe der Stréme auch
null ergeben muss.

,—§120° Ui

DNV

Upz=U, - etil20° Urors Upsr
I

(l
mN mN mN

(ot
i

Abbildung 7.4: Dreiphasiges Ersatzschaltbild Stern-Stern. ESB mit symmetrischen Verbrau-
chern im Stern

Um nicht immer das vollstdndige dreiphasige ESB zeichnen zu miissen, wie in Abb 7.4, gibt es
die Moglichkeit, ein vereinfachtest einphasiges ESB zu zeichnen. Wichtig bei der Aufstellung des
einphasigen ESB (natiirlich auch bei jedem anderen ESB) ist, dass die korrekten Bezeichnungen fiir
die Stréme, Spannungen und Impedanzen iiber die Indizes gewdhlt wird. Fiir die Sternschaltung ist
das einphasige ESB in Abb. 7.5 abgebildet.
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1
—

Qxi Zy

Abbildung 7.5: Einphasiges Ersatzschaltbild Stern-Stern. ESB mit symmetrischen Verbrau-
chern im Stern

Merke: Symmetrische Komponenten

Symmetrischen Komponenten beschreiben eine gleiche Belastung der Phasen, bei-
spielsweise in einem Dreiphasensystem. Hier werden alle drei Phasen durch identische Ver-
braucher belastet.

7.1.2 Verkettete Systeme im Dreieck

Alternativ zu der Verschaltung im Stern koénnen die Quellen und Verbraucher im Dreieck verschaltet
werden. Fiir die Generatorseite gilt jedoch, dass diese in den meisten Fillen im Stern verschaltet ist.
Hintergrund ist, dass bei kleinsten unsymmetrien Ausgleichstrome flieen, die den Betrieb des Gene-
rators beienflussen wiirden. Das soll moglichst vermieden werden, wodurch eine Sternschaltung eine
bessere Betriebsweise darstellt. Deswegen wird angenommen, dass die Generatorseite grundlegend im
Stern verschaltet ist. Wenn also von einer Dreieckschaltung die Rede ist, wird, aufler es wird explizit
erwahnt, nur die Verbraucherseite gemeint.

Es wurde bereits definiert, dass die Auflenleiter-Spannung auch Dreiecksspannung genannt wird. Nach
dem Maschen-Gesetz ergibt sich die Dreieckspannung zweier Leiter aus der Differenz der jeweiligen
Sternspannung:

QL1L2 = QLl - QL2 (7~9)

Wenn nun der Wert der jeweiligen Auflenleiterspannung errechnet werden soll, miisste nach der
Gleichung 7.9 komplex gerechnet werden. Es kann jedoch mit Hilfe einer trigonometrischen Herleitung
ein Verhiltnis zwischen Sternspannung und Dreiecksspannung beschrieben werden.

2m

sin (%) = sin (g) = sin (%) - % (7.10)

QLILQ
(T =g
sin | - ) =
5) =7,
2. @ = Uiz (7.11)
2 Uy
UL _ QLlLQ

~L1 \/g
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Merke: Stern-Dreieck-Umrechnungsfaktor

Die Sternspannung und die Dreieckspannung kénnen iiber den Umrechnungsfaktor v/3 inein-
ander umgewandelt werden:

Up =

SIS

In Abb. 7.6 soll mit Hilfe des Zeigerdiagramm der komplexen Drehspannungen das Verhéltinis zwi-
schen Stern- und Dreieckspannung aufgezeigt werden. Dafiir werden die trigonometrischen Grund-
lagen genommen, um die Linge der Auflenleiterspannung (also der Dreieckspannung) anders dar-
zustellen. In Gleichung 7.10 ist zuerst allgemein beschrieben, wie in einem Mehrphasensystem der
Sinus verwendet werden kann. Diese Gleichung gilt allgemein, unabhéngig wie viele Phasen das Sys-
tem aufweist. In Gleichung 7.11 wird fiir m 3 eingesetzt. Der Winkel wird dadurch immer halb so
grof3, wie der eigentliche Winkel zwischen den Phasen wére. Dadurch ist die Gegenkathete des Sinus
die halbe Dreieckspannung. Mit Umstellung und Umwandlung des Wertes sin(%) in V3 erhilt man

3 2
schlieBlich den Faktor, um Stern- und Dreieckspannung umrechnen zu kénnen.

In der Praxis wird die Sternspannung immer gekennzeichnet mit einem Sternsymbol als Index, bei
der Dreieckspannung wird meistens auf ein Index verzichtet.

(7.12)

Abbildung 7.6: Zeigerdiagramm zur Darstellung der Herleitung des Faktors zwischen
Stern- und Dreieckschaltung. Die verkettete Spannung zwischen zwei Auflenleitern Uy 1o 1dsst
sich iiber den Umrechnungsfaktor /3 in die AuBenleiterspannung U ; umwandeln.

Wie in der Abbildung 7.7 zu sehen, sind die Impedanzen der Verbraucher nun so geschaltet, dass
es keinen Sternpunkt mehr gibt. In dieser Schaltung entsprechen die Strangspannungen nun den
Auflenleiter- oder Dreieckspannung,.
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Up,=U
— Iy=I,
(D
Ui I3
U,=U, =U
<« Lo=1,
—>
Nq "—@ L1311
Uiors Uisia
Ups=Uy, =U =U
4@ I 3=1,

Abbildung 7.7: Dreiphasiges Ersatzschaltbild Stern-Dreieck. ESB mit Erzeugern im Stern und
Verbrauchern im Dreieck.

Die Strome zwischen den Striangen konnen aus der Knotenregel folgendermaflen ermittelt werden:

lLl = 1L1L2 - 1L3L1 (7-13)
Lo =Iions — Ipane (7~14)
ng = lL3L1 - lL2L3 (7'15)

Wie auch bei der Sternschaltung kann im symmetrischen Fall gesagt werden, dass alle Impedanzen
den gleichen Wert haben. Daraus ergibt sich fiir die Strome im Strang:

U -U U,
llelL1L2_lL3L1:wzf'(l_QQ_Q“‘l): Y (7.16)

U -U U, U
1L2:lL2L3_lL1L2:w:?'(GQ—G—I—FQQ):?) a2-7)\ (7.17)

U -U U U
1L3:lL3L1*lL2L3:wzf)\'@*lfer@:?f@'% (7.18)

Aus diesen Umformungen geht hervor, dass die Strome sich nur durch den Drehoperator a unterschei-
den. Aquivalent zu der Umrechnung von der Stern- zur Dreiecksspannung kann auch ein Verhiltniss
zwischen Strang- und Dreiecksstrom aufgestellt werden. Nach gleicher Herleitung, wie in Abb. 7.6 zu
sehen, nur die Spannung durch die passenden Stromwerte ersetzt, ergibt sich folgendes Verhéltnis:

Istr = \/g . ]A (719)

Mit den vorhandenen Angaben kann nun auch ein einphasiges ESB fiir die Dreieckschaltung aufge-
stellt werden (siehe Abb. 7.8).
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I

Uxi Z

Abbildung 7.8: Einphasiges Ersatzschaltbild Stern-Dreieck. ESB einer Dreieckschaltung mit
symmetrischen Verbrauchern

7.1.3 Leistung im symmetrischen Drehstromnetz

Die Berechnung von Leistung basiert, wie in allen elektrischen System, auf der Gleichung P =
U - I. Fiir das Drehstromsystem gilt die Besonderheit, dass die Leistung pro Phase berechnet werden
muss. Liegt ein symmetrisches System vor, sind die Stréme und Spannungen pro Phase gleich und
dementsprechend muss kann das Ergebnis aus einer Phase mit 3 multipliziert werden.

Ua
S=3 Iy U =3 Iy —
st A t 3
ISI'
=3.-I,-Uy=3- \/%-UA
=V3-Up Ly (7.20)

Aus der Formel 7.20 geht hervor, dass es fiir die Leistungsberechnung keinen Unterschied macht, in
welcher Schaltung gerechnet wird. Es muss nur darauf geachtet werden, mit welchen Spannungen
und Stromen gerechnet wird (Dreieck oder Stern).

Anmerkung:

Die Notation der Indizes zu Dreiecks- oder Stern-Werten ist in der Literatur nicht eindeutig. Meistens
wird fiir die Dreieckspannung (Aufenleiterspannung) und dem Strangstrom kein Index angegeben
Upr = U und I4, = I, sondern nur fiir die Sternspannung und dem Dreieckstrom.

Vergleicht man direkt die Leistung einer Dreieckschaltung und einer Sternschaltung, erh&lt man
unterschiedliche Ergebnisse.

Fiir die Sternschaltung erhélt man folgenden Wert:

U, U?
S=V3-U-I1=V3-U.--2 =" (7.21)
Z Z
Fiir die Dreieckschaltung erhélt man wiederum:
U U?
S:\/§~U~I:\/§~U~\/§~E:3~7 (7.22)

Demnach ist der Leistungsumsatz bei gleichen Impedanzen in einer Dreieckschaltung um den Faktor
3 grofler als in einer Sternschaltung.

7.2 Unsymmetrische Komponenten

Die Grundlagen eines Drehstromsystems wurden im vorangegangenen Kapitel erldutert. Es wurde
jedoch stets vorausgesetzt, dass sowohl die Erzeugung als auch die Verbraucher symmetrisch sind.
Nun soll betrachtet werden, wie sich das System verhélt, wenn Unsymmetrien vorliegen. Es bleibt
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jedoch erstmal dabei, dass die Generatorseite symmetrisch und im Stern verschaltet ist. Bleibt die
Erzeugung star, kénnen drei unterschiedliche Schaltungsarten vorliegen:

e Vierleiternetz in Sternschaltung

e Dreileiternetz in Sternschaltung

e Dreileiternetz in Dreieckschaltung

Merke: Unsymmetrische Komponenten

Unsymmetrischen Komponenten beschreiben im Gegensatz zu symmetrischen Kompo-
nenten die ungleiche Belastung der Phasen durch unterschiedliche Verbraucher.

7.2.1 Vierleiternetz in Sternschaltung

Der Aufbau eines Vierleiternetz in Sternschaltung wurde als ESB in Abb. 7.3 dargestellt. Der
Riickleiter wird dabei an die beiden Sternpunkte angeschlossen und verbindet damit Generator-
und Verbraucherseite. Dadurch, dass die Sternspannung symmetrisch sind (aus der Vorgabe, dass die
Generatorseite symmetrisch ist), sind auch die Verbraucherspannungen spannungssymmetrisch. Die
Strome hingegen weichen durch die unterschiedlichen Impedanzen von einander ab. So ist der Strom
im Riickleiter in der Regel ungleich Null.

In=1Ii1+I1s+ 13 (7.23)

Logischerweise kann dann auch nicht mehr die Leistung so berechnet werden, wie in Formel 7.20
dargestellt. Es muss nun jeder Leiter einzeln berechnet und schliefllich addiert werden.

S=1I1, Uy +1is U+ 115 Urs (7.24)

7.2.2 Dreileiternetz in Sternschaltung

Prinzipiell gelten die gleichen Voraussetzungen im Dreileiternetz in Sternschaltung wie im Vierlei-
ternetz. Der Unterschied liegt darin, dass der Strom nicht im Riickleiter abfliefen kann und somit
Auswirkung auf die anderen Leiter hat (s. Abb. 7.9). Aquivalent gilt das auch fiir die Spannung.
Da kein Spannungsabfall im Riickleiter stattfindet, wirkt sich das auf die Spannung iiber den Ver-
brauchern aus. Es entstehet eine Spannungsdifferenz zwischen den beiden Sternpunkten, die mit den
Spannungen iiber den Verbrauchern erst berechnet werden muss. Bei der Ermittlung der gesuchten
Werte, konnen zwei Methoden angewendet werden. Fiir die erste Methode werden die Impedanzen
rechnerisch in eine Dreieckschaltung umgewandelt, damit einfach und mit bekannten Methoden ge-
rechnet werden kann. Denn in der Dreieckschaltung sind die Spannungen iiber die Impedanzen gleich
den Leiterspannungen. Auch die Auflenleiterstrome lassen sich relativ einfach bestimmen.
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Abbildung 7.9: Vereinfachtes ESB. Dreileiternetz in Sternschaltung mit unsymmetrischen Ver-
brauchern

Bei dem alternativen Losungsweg konnen mit den bekannten Gesetzen nach Ohm und Kirchhoff
Gleichungen aufgestellt werden mit den bekannten Werten des Systems. Fiir die Differenzspannung
zwischen den beiden Sternpunkten kann folgende Gleichung aufgestellt werden:

U U U
Ue — ZL11+ZL22+ZL;:QLl'Z2'Zs+QL2'Z3‘Z1+QL3‘Z1'Zz (7.25)
Ve Lyl Zy-Zy+ZyZy+Zs- 2, ‘
< Zo Z3

Die Leistung berechnet sich wie bekannt aus der Summer der Leistungen der einzelnen Phasen. Wich-
tig ist jedoch, dass nicht mit den Auflenleiterspannung gerechnet wird, sondern mit den Spannungen
iiber die Impedanzen:

S=1I1y Uz + 11y Upy+ 113 Uy (7.26)

Theoretisch kénnte mit dieser Formel die Berechnung erfolgen. Jedoch werden mit Messungen nicht
die Werte gemessen, die fiir diese Formel benotigt werden. (Wie Messungen in einem Drehstromsystem
durchgefiihrt werden, wird noch in einem folgenden Kapitel erklért.) Wird die Formel fiir die Leistung
wie folgt umgestellt, erkannt man, dass die Summe der Leiterstrome Null ergeben miissen und somit
der letzte Term wegfillt.

S=1I1 Uy + 1o U+ I3 - Ups — Uyq - (Iig + Iio + I73)
=11, Uy + 15 U+ 113 Ups (7.27)

Hier sieht man, dass diese Formel fiir die Leistung die gleiche ist, wie im Vierleiternetz in Stern-
schaltung. Es kann jedoch hier eine Vereinfachung vorgenommen werden, da mit der Knotenregel ein
Strom durch die beiden anderen Strome ausgedriickt werden kann:

S=1Ii,-Upy + 1o Uy + (=11 —ITs) - Ups
= U —Up2) Ifq + (Upe — Ups) - Ijo
=Upsta Lig +Upors - L1 (7.28)
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7.2.3 Dreileiternetz in Dreieckschaltung

Bei einer Dreieckschaltung steht kein Sternpunkt zur Verfiigung, weshalb die Dreickschaltung nur in
einem Dreileiternetz ausgefiihrt werden kann. In der Dreieckschaltung sind auf Grund der symmetri-
schen Einspeisung die Auflenleiterspannungen ebenfalls symmetrisch. Die Strome stellen sich je nach
den Impedanzen ein und lassen sich wie bereits bekannt errechnen:

Iy = Iiqe — Ligia (729)
Iy = lL2L3 — I (7~30)
lL3 = lL3L1 - 1L2L3 (7~31)

Die Summe der Auflenleiterstrome muss natiirlich auch bei unsymmetrischen Stromen stets Null sein.
Somit ergibt sich fiir die Leistungsberechnung die gleiche Rechnung wie bei der Sternschaltung im
Dreileiternetz und somit auch die gleichen Umformungen.

S=1Ii112 Upire + Lions - Urors + Iisrs - Urses
=11y U+ 115 Uy + 113 Us (7.32)

S=11, Uy + 1o U+ (=11 — L) - Ups
= U —Upa) " Iiq + (Ups — Upg) - Iis
=Upsry L1y + Upors - Iio (7.33)
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8 Mehrphasensysteme - Mitsystem, Gegensystem und Null-
system

Im Kapitel Drehstrom wurde erldutert, wie sich die Spannungen, die Strome und die Leistungen
in verschiedenen dreiphésigen Systemen zusammensetzen. In dem besonderen Fall von symmetri-
schen Verbrauchern konnte gezeigt werden, dass relativ einfach eine Netzberechnung druchgefiihrt
werden kann. Vor allem die vereinfachte Darstellung durch die einphasigen Ersatzschaltbilder hilft
bei der Berechnung. Durch unsymmetrische Verbraucher kénnen diese Vereinfachungen nicht an-
genommen werden und fithren dazu, dass umfassendere Netzberechnungen auch schon bei kleinen
Netzen uniibersichtlich und aufwéndig werden. Unsymmetrien treten z.B. durch Netzfehler wie ein
einpoliger Kurzschluss, durch Schalthandlungen, oder unsymmetrische Belastung der einzelnen Pha-
sen auf. Die Zusammenhénge von auslosenden Ereignissen und den Ergebnissen sind allein anhand
von Zahlenwerten schwer nachvollziehbar. Um auch umfassende und unsymmetrische Netze berech-
nen zu kénnen, kann mit einer Transformation des bekannten Systems in drei neue Systeme abhilfe
geschaffen werden. Dafiir werden die drei folgenden Systeme niher betrachtet:

Lernziele: Mehrphasensysteme

Die Studierenden

e verstehen die Funktionen von Mit-, Gegen- und Nullsystem.
e konnen die Drehstromleistung der verschiedenen Systeme berechnen.

e konnen Ersatzschaltbilder fiir symmetrische Quellen, Lasten und Leitungen erstellen.

8.1 Mit-, Gegen- und Nullsystem

Grundlegend ist das Ziel der Transformation, ein unsymmetrisches System von n Zeigern in n Systeme
mit symmetrischer Zeigeranordnung zu iiberfithren. Fiir ein Drehstromsystem bedeutet das, dass drei
Systeme geschaffen werden sollen. Jeder Leiter, also Ly, Ly und L3 soll ersetzt werden durch ein
System was eine symmetrische Zeigeranordnung hat. Grundlage der Transformationsvorschrift ist
der bereits bekannte Drehoperator a und a? (vgl. Gleichung 7.2). Fiir den Strom in den jeweiligen
Leitern lassen sich so die Symmetriebedingungen aufstellen (Hier ist anzumerken, dass alles was fiir
den Strom gilt an Zusammenhéngen auch fiir die Spannung gilt!):

Iy, =Ly + 1, + 1,
Ly=Iy+d I, +a-I (8.1)
lL3 :lo+Q'11 +92'12

Die Indizes den rechten Seiten der Gleichungen stehen fiir die drei Systeme: Mitsystem (1), Ge-
gensystem (2) und Nullsystem (0). Schaut man sich die Werte des Mitsystems an, dann ergeben
sich durch die Drehoperatoren rechtsdrehende Phasenstréme. Bei dem Gegensystem sind die trans-
formierten Phasenstrome linksdrehend angeordnet und bei dem Nullsystem sind alle Komponenten
gleichgerichtet. Grundsétzlich tritt das Nullsystem nur dann auf, wenn die Summe aller Stréme des
Ausgangssystems ungleich Null sind.

Im néichsten Schritt werden die sogenannten Zerlegungsgleichungen (Gleichungen 8.1) so umgestellt,
dass das Verhéltnisse vom Strom des Mit- Gegen- Nullsystemes zu den Leiterstrémen des Ursprungs-
sytem aufzeigt wird.
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Fiir den Strom im Nullsystem gilt durch Addition:

Iy +ILo+13=3 I+ -(1+a”+a)+1,-(1+a+d®
=3.1, (8.2)

S ly=5 (L + 1o+ 13) (8.3)

W =

Fiir die Ermittlung des Stroms des Mitsystems werden zuerst die Gleichungen so multipliziert, dass die
Vorfaktoren vor dem Mitstrom 1 ergeben. Danach werden die Zerlegungsgleichungen wieder addiert.

@=1l;a'=a;a’=a"; ..

lLl 210‘1'[1 +l2
'lLQZQ'lO—’_QS'll +Q2'l2
‘1L3:Q2'10+Q3'11 +Q'l2

2

S}

Iyta-Ips+a® Lis=1-(1+a+ad®)+3-I) +I,- (1+d° +a) (8.7)
=31,

1
<:>l1 = § . (lLl +Q'1L2 +QQ 'ng)
Zum Schluss wird noch der Strom fiir das Gegensystem berechnet. Dabei wird das gleiche Prinzip

angewendet, wie beim Mitsystem: Erst wird der Vorfaktor angepasst, dann alle Zerlegungsgleichungen
addiert:

Iy =1+ 1, +1, (8.8)
Q2'lL2 :Q2'l0+g4'l1 +Q3'l2
Q'1L3:Q'lo+22‘ll+ﬂ3'lg (8.10)
Iy +ad> Iyta Iis=0+d*+a)l,+(1+a+a?) I, +3-1, (8.11)
=31,

1
@lgzg'(lLl +QQ'lL2 +Q'1L3)

So ergeben sich fiir die Strome aller System folgende Gleichungen:

1

Iy= 3 (Lpy + Lpp + Ips) (8.12)
1

I, = 3 Iy +a - Ipp+d®-Ipy) (8.13)
1

I, = 3" Iy +a® Ipp+a - Ipg) (8.14)

Schaut man sich diese drei Gleichungen genau an, sieht man, dass der Leiter L1 in keiner der drei
Gleichungen einen Drehoperator als Vorfaktor hat. Deshalb soll der L1 Leiter als Bezugsleiter gewéhlt
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werden. Das bedeutet, dass das der Leiter ist, durch den eine Unsymmetrie im Originalsystem auftritt
(z.B. durch einen einpoligen Erdkurzschluss). Die vorhanden Restsymmetrien im Originalsystem
konnen dann einfacher iiber die anderen Leiter betrachtet werden Es kann natiirlich jeder Leiter
als Bezugsleiter genommen werden, da grundsétzlich jeder Leiter einem Index (L1, L2, L3) frei
zugeordnet werden kann. So kann jedoch die anfinglich festgelegte Vorderung erfiillt werden: Die
Symmetrien der realen Netze und Betriebsmittel miissen vorteilhaft genutzt werden!

Beispielhaft kann ein unsymmetrischer Strom im Dreiphasensytem und die Transformation folgen-
dermaflen aussehen:

Originalsystem

o
L™

Y

’ s
— j180° L7
1L3_2 . [Ll el l() /

¥

I =11

’
-
-

Ipo=1,5 Iy -9

Nullsystem Mitsystem Gegensystem

1,2
5a° Lo 4 a1y
/

2
a® -1,
<2

1
= _ sl

\
0 ; | sa-Ips

Abbildung 8.1: Zeigerdiagramme eines unsymmetrischen Systems. Transformationen aus ei-
nem Originalsystem in Mit-, Gegen- und Nullsystem.

Abb. 8.1 zeigt das Zeigerdiagramm einer unsymmetrischen Belastung. Im Originalsystem ist an den
Zeigern zu erkennen, dass sowohl die Winkel, wie auch die Amplituden vom symmetrischen Zustand
abweichen. Durch die Transformation in die drei Systeme erhélt man wiederum symmetrische Zeiger,
mit denen dann einfacher gerechnet werden kann. An den Drehoperatoren und dem Vorfaktor von %
ist mit den Zeigern gut zu erkennen, wie sich die transformierten Stréome verhalten.

Um die Transformationsgleichungen nicht immer vollstdndig hinschreiben zu miissen, konnen die
Gleichungen auch in Matrixschreibweise geschrieben werden:

L, LR Iy,
Ll=s |1 a @] |L (8.15)
I, 1 a®> a I3

Die Schreibweise kann noch weiter vereinfacht werden, wenn der Term mit den Drehoperatoren und

der Term mit Vorfaktor in einer Matrix zusammengfasst wird. Diese Matrix wird auch Symmetrie-
rungsmatrix genannt:

(8.16)

—

e}

I

I
[
IRle =
e 19, —
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In der Kompaktschreibweise erhélt man so folgende Form:

[Lo1o] = [T] - [Li1pors] (8.17)

Geméfl den Rechenregeln fiir Matrizen kann mit der Inversen von [I] die Riicktransformation erfol-
gen:

Irq 1 1 1 1 I,
Lol =5-|1 @& al-|L (8.18)
Il 2 1 e @] |L
[lLlLQLs] = [Z]_l : [lom] (8.19)

Merke: Mit-, Gegen- und Nullsystem N

Ein System wird zur Analyse in die drei Systeme: Mitsystem, Gegensystem und Nullsystem

transformiert.

Das Mitsystem wird mit dem Index 1 versehen: I,

Das Gegensystemsystem wird mit dem Index 2 versehen: I,
Das Nullsystem wird mit dem Index 0 versehen: Iy

8.2 Drehstromleistung

Wie die Leistung berechnet wird, wurde bereits im Kapitel Drehstrom erldutert. Auch hier kann die
Gleichung zur Leistungsberechnung zur Vereinfachung in Matrizenschreibweise ausgedriickt werden:

Starers =Upy L1 +Ups  Iis + Uz - It (8.20)
%1 .
= [QLl Upy QL3] N | = [QL1L2L3] ’ [lLleLs]t
Ijs

Mit den gegebenen Drehoperatoren kénnen die Stréome und Spannungen in einem symmetrische
System auf jeweils eine Phase bezogen werden (U, = a? Uy, U3 =a-Uy;)

Daraus ergibt sich fiir die Leistung die bekannte Vereinfachung;:

Stirers = Upy - Iiqg +Upy - Ify + Uy - 17y (8.21)
=3-Up, '51 (822)
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Nun kann mit der Matrixschreibweise die Transformation in die neuen Systeme berechnet werden:

[QL1L2L3] = ([2]71 ’ [Qou]) = [sz] ’ [2]71 (8-23)
Liarars] = ([T o)) = (2] [Loa) (8.24)
StioLs = [Qom]t : [I]_l : [I]_l* : [1012}* (8.25)
11 1 17 11 o1 1
= U], |1 & a 1 a® a [Lora]”
1 a @ | [1 a & |
1 1 1 7 1 1 1 7]
= [QODL 1 Q2 a 1 a QQ : [l()lz]*
1 a o | |1 & a |
300
= [Upia] - [0 3 0| - [Lopo]”
0 0 3
=3 (QO'lZJFQl 'I{JFQQ l;) :3'§012

8.3 Ersatzschaltbilder

ESB dienen grundlegend immmer der einfacheren Betrachtung und einem erleichterten Verstindniss
der Komponenten. Es sollen sich nun verschiedene Betriebsmittel angeschaut werden und wie sich
die Transformationen in verschiedenen Netzsituationen verhalten.

8.3.1 Symmetrische Spannungsquelle

Symmetrische Spannungsquellen findet man z.B. bei der Netzeinspeisung und auch bei Synchronma-
schienen. Im ersten Schritt wird sich das Ausgangssystems angeschaut. Die Zusammenhénge zwischen
der Sternspannung und den einzelnen Phasen ist bereits aus dem Kapitel 7?? bekannt. Mit der Formel
fiir die Transformation (vgl. 8.15) ldsst sich nun rechnerisch zeigen, dass in einem solchen symmetri-
schen Fall die Spannungen des Gegen- und Nullsystems 0 ergeben.

Lediglich im Mitsystem tritt eine treibende Spannung, in Hohe der Sternspannung auf:

U] 11t U,
Ul=35]1 ¢ a’ Uy, (8.26)
U, 1 a® a Urs
U,
[Qou] = [I] - | a? 'UQA (8.27)
a-u,

Lost man die Gleichungen fiir die transformierten Systeme auf erhélt man die Spannungsergebnisse:

1

Up=3-Un (1+d*+a)= (8.28)
1

U1:§‘U2\'(1+Q'QQ+Q2'Q>:U)\ (8.29)
1

2:§'U)\'(1+QQ'Q2+Q'Q):O (830)

Mit den Ergebnissen des Gegen- und Nullsystems kann bildlich gesagt werden, dass diese kurzge-
schlossen sind. So kénnen fiir die drei transformierten Systeme die jeweiligen ESB erstellt werden:
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O
Uy i@ Mitsystem U,
O
O
Gegensystem U,
O
O
Nullsystem U,

O

Abbildung 8.2: Ersatzschaltbilder der transformierten Spannungsquelle. Bei der symmetri-
schen Spannungsquelle verfiigt nur das ESB des Mitsystems iiber die Spannungsquelle.

In der Abbildung 8.2 soll nochmal deutlich hervorgehoben werden, dass einerseits drei einzelne System
gebildet werden und weiter, dass in dem spezial Fall der symmetrischen Quellen nur in einem der
Systeme eine Spannung auftaucht.

8.3.2 Symmetrische Last

Fiir die Betrachtung der Lasten soll eine Sternschaltung mit Riickleiter gew#hlt werden. Es wird
in jedem Leiter, auch im Riickleiter, eine Impedanz Z angenommen. Fiir den symmetrischen Fall
werden die Impedanzen als gleich grof3 angenommen, lediglich die Impedanz im Riickleiter kann von
den anderen abweichen und bekommt einen eigenen Index.

Fiir das Originalsystem werden die Gleichung fiir die Spannung folgendermaflen aufgestellt:

Uw=2Z I+ Zg Iy + Iy + 1) (8.31)
Uppy=2Z-I1y+Zg Iy + LIy + 1) (8.32)
Us=2 I3+ Zg Ly + Ly +I3) (8.33)

Auch hier kann mittels Matrixschreibweise vereinfacht werden:

Uy Z+ Zy Zy A I
Up|=| Zsg Z+Zy Zg |- |l (8.34)
Ups Zy Zg Z+ Zy I
Mit...
Z+2Zy  Zp Zy
Ziwows) = | Ze  Z+Zy  Zg (8.35)
ZE ZE Z + ZE
...ergibt sich
[Urirors] = [Zrirers] - [Liivovs) (8.36)

Wird mit den Transformationsgleichungen umgeformt folgt:

[ﬂfl [Uni2] = [Z1ar21s] [ﬂil [Lorz) (8.37)
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Bei den symmetrischen Spannungsquellen konnte aus der Transformation die Spannung abhéngig
vom Originalsystem errechnet werden. Das gleiche soll auf fiir die Impedanzen fiir die Verbraucher
geschafft werden. Dafiir miissen die aufgestellten Gleichunge noch so umgeformt werden, dass sich ein
Verhéltnis von transformierten Impedanzen und Impedanzen des Originalsystem ergibt. Um das zu
erreichen werden beide Seiten erst mit [I] erweitert und dann auf Grundlage des Ohmschen-Gesetzes
umgestellt.

[I] ‘ [ITI ) [sz] = [I] ) [ZLlLQLS} L]il : [1012] (8.38)
[QOH] = [I] ’ [ZLlLZLS} [7]71 : [1012] (8.39)
[ng] = [I] : [ZL1L2L3} L]_l (8.40)

Wird die Matrixoperation der letzten Gleichung durchgefiihrt, dann ergibt sich der gewiinschte Zu-
sammenhanhg von Original- und Transformationssystem.

Z+3Z; 0 0
[Zo12] = 0 Z 0 (8.41)
0 0 Z

Nun koénnen auch fiir die symmetrischen Lasten die jeweiligen ESB der transformierten Systeme
aufgestellt werden:

O I l
L
U, Z
O
O I l
L
U, Z
O
O I l
L
U, Z
O I l
|

Abbildung 8.3: Ersatzschaltbilder der transformierten Last. Bei der symmetrischen Last weisen
die drei Systeme alle eine symmetrische Impedanz auf, jedoch verfiigt das Nullsystem zusétzlich noch
iiber die dreifache Impedanz fiir einen Riickleiter.

In Abb. 8.3 treten im Mit- und Gegensystem die gleichen Impedanzen auf. Sollten die Verbraucher im
Dreieck verschaltet sein, miissten die Impedanzen mit den bekannten Verhéltnissen in Sterngréfien
umgerechnet werden. Fiir die Nullimpedanzen gilt, dass Strome nur fliefen, wenn auch in der Realitét
eine Verbindung zu einem Stern besteht. Dann treten die Impedanzen im Riickleiter mit dreifachem
Wert, auf.

8.3.3 Symmetrische Leitungen

Die Leitung ist die Verbindung zwischen der Spannungsquelle und den Verbrauchern. Bisher wurden
in den Betrachtungen zum Drehstrom nur unterschieden zwischen Erzeugung und Verbrauchern. Mit
den Leitungen kommt nun eine zuséitzliche Komponente hinzu, die separat betrachtet werden soll.
Leitungen weisen grundsétzlich Eigenimpedanzen, Koppelimpedanzen und Leiter-Erde-Impedanzen
auf. Die Leiter-Erde-Impedanzen koénnen jedoch vernachléssigt werden. So hat jeder Leiter eine Ei-
genimpedanzen und zwei Koppelimpedanzen, also zu den jeweils anderen Leitern. Die Spannung fiir
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diese Berechnung wird definiert als Differenz der Spannungen am Anfang und am Ende der Leitung.
So ldsst sich die Matrix-Gleichung fiir ein Leitungssystem aufstellen:

Upia —Upis Zs Zx Zx| |l
Uion = Urop | = |4k Zs Zx| - |1li2 (8'42)
Upsa —Urss Zyx Zyx Zg I

Daraus kann wieder eine Kompaktschreibweise abgeleitet werden (Mit Upia — Urig = UL, ...):
[QL1L2L3] = [ZL1L2L3] : [1L1L2L3] (8-43)

Es liegt nun eine sehr dhnliche Gleichung vor, wie die bei den symmetrischen Verbrauchern. Auch
hier soll die Gleichung so umgeformt werden, dass eine direkte Abhéngigkeit von Originalsystem
und Transformationssystem vorliegt. Da die Gleichung grundlegend gleich aufgebaut ist, konnen die
gleichen Erweiterungen und Umformungen durchgefiihrt werden, wie bereits bei den symmetrischen
Verbrauchern:

Zs+2- Zx 0 0
[Zo12] = 0 Zs — Zxk 0 (8.44)
0 0 Zs — Zk

Wichtig ist bei der Umformung immer, dass die umgeformte Impedanzmatrix nur aus Werten auf
der Hauptdiagonale besteht, damit es nur direkte Zusammenhénge zwischen den einzenlen Leitern
und den Transformationssytemen gibt.

Ly g,
Loe—"T He+}—T v Fh
Uria Iis 7 3 Zx 3 Zx Urip
4g !
Lo—A  J{ o }H{ o b
Uion :.ZK | Ursp
2 lﬂ Zs : ! 2
Lo} ol
UL3A ULSB
NQ} ************************************ NV

Abbildung 8.4: Ersatzschaltbilder der transformierten Leitung. ESB einer symmetrischen Lei-
tung mit den drei Phasen Ly, Lo und L3 sowie gestrichelt die angedeutete Leitung der Sternpunkt-
behandlung.

Abb. 8.4 zeigt das ESB der drei Systeme fiir symmetrische Leitungen. Die gestrichelte Leitung soll
die Sternpunktbehandlung auf Erzeugungs- und Verbraucherseite widerspiegeln zur Referenz der
Sternspannungen.
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A Ubungsaufgaben

A.1 Komplexe Zahlen 1

Es gelte fiir folgende komplexe Zahlen:

Zy=3+j4
Zy=2—j
Zs = j7

Berechnet werden sollen folgende Aufgabenteile:

a) Zy+ 7

b) Z, — Zs

¢) Polarform von Z, Z; und Z3
d) Z, - Z

e) g—;

f) Zeigerdiagramm von Z; + Zs und Z; - Zs

A.2 Komplexe Zahlen 2

Es gelte fiir folgende komplexe Zahlen:

Ky =10+ j40
Ky =50 - ¢34
K3 =250-¢/%

Berechnet werden sollen folgende Aufgabenteile:

a) K; — Ko, Ergebnis in Polarkoordinaten

b) K5+ Ko, Ergebnis in kartesischen Koordinaten
¢) K - K3, Ergebnis in Polarkoordinaten

d) K, + K3, zeichnerisch im Zeigerdiagramm

e) (Ki - K»)*

£) VEi T K

A.3 Zeigerdiagramme 1
Gegeben sei die Spannung U=2325V.e30°,

a) Zeichnen Sie das Zeigerdiagramm fiir die Spannung U im komplexen Zahlenraum.

b) Berechnen Sie die Real- und Imaginérteile der komplexen Spannung U.

c) Erkliren Sie die Bedeutung des Phasenwinkels in Bezug auf die Wechselspannung.
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A.4 Komplexe Wechselstromrechnung 1

Gegeben sind die spezifischen Werte fiir den Widerstand R, die Spule L und den Kondensator C'.
R=109Q, L=10 mH, C =10 pF

Berechnet werden sollen die Impedanzen der drei Bauteile bei den Frequenzen:

1uHz1mHz1 Hz1 kHz1 MH=z

Tragen Sie die Ergebnisse in eine Tabelle ein.

A.5 Komplexe Wechselstromrechnung 2

Eine Impedanz weist bei der Frequenz f = 1 kHz den Wert Z = (300 + j400) Q auf.

a) Bestimmen Sie den Scheinwiderstand (Betrag) der Impedanz.

b) Ermitteln Sie die Admittanz Y = % sowie den Scheinleitwert.

c) Geben Sie zur Realisierung der Impedanz Z eine Schaltung aus zwei in Reihe geschalteten
Bauelementen an und dimensionieren Sie diese Schaltung.

d) Geben Sie zur Realisierung der Impedanz Z eine Schaltung aus zwei parallel geschalteten Bau-

elementen an und dimensionieren Sie diese Schaltung.

AuBerdem wird an die Impedanz Z = (300 + j400)  eine Spannung u(t) = U - cos(27 ft + ¢r) mit

U=5V,py=n/4und f =1 kHz gelegt.

e) Ermitteln Sie die komplexe Amplitude U der anliegenden Spannung.
f) Berechnen Sie die komplexe Amplitude I des Stromes durch die Impedanz.
g) Geben Sie den zeitlichen Verlauf des Stromes i(t) an.

h) Stellen Sie die Impedanz in Polarform dar und geben Sie den Winkel ¢ = arg{Z} an. Verglei-
chen Sie den Winkel der Impedanz mit der Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom.
Was stellen Sie fest?

A.6 Komplexe Wechselstromrechnung 3

Das nachfolgende elektrische Netzwerk soll als Beispiel eines Ersatzschaltbildes einer Lithium-Ionen
Zelle auf seine komplexen Gréfien analysiert werden. Das Ersatzschaltbild besteht aus einer Serien-
schaltung aus einer Spule L, dem Serienwiderstand Rg und der Paralellschaltung der Paralellwider-
standes Rp und dem paralell verschalteten Kondensator Cp. Die Berechnung der komplex Strome
und Spannungen aller Komponenten soll in der folgenden Reihenfolge stattfinden:

a) GroBe der komplexen Impedanzen aller Komponenten und der gesamten komplexen Impedanz
b) Komplexe Strome durch die Komponenten

c) Komplexe Spannungen an den Komponenten
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RP =15 m@R
—_—

L=900nH, — Rs=20mQ Uryp

R O B R —
—_— —_— Cp =200 mF
UL Urs ’ Iy
—_—>
Ucp

A.7 Effektivwert 1

Gegeben sei eine sinusférmige Spannung

u(t) = 150 V - sin(1007¢)
wobei ¢ in Sekunden und die Spannung u(t) in Volt angegeben sind.
Berechnen Sie fiir diese Spannung:

a) Den arithmetischen Mittelwert @ der Spannung iiber eine Periode.

b) Den Effektivwert Ugs; der Spannung.

A.8 Leistungsberechnung 1

Text

/ t in ms
i(t) ><

0 25 50 75 100

a) Ablesen des Betrages der Phasenwinkel von Spannung und Strom. Bennenung des Verhaltens.
b) Angabe von Periodendauer, Frequenz und Kreisfrequenz.

c) Berechnung der Augenblicksleistung zum Zeitpunkt t = 12,5 ms.

d) Berechnung von Wirkleistung und Blindleistung.

e) Berechnung der Scheinleistung mit dem konjugierten komplexen Strom.
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A.9 Drehstrom 1

Ein Drehstrommotor hat die folgenden Nennwerte:

e Nennspannung Uy =400 V

e Nennstrom Iy =10 A

a) Berechnen Sie die Spannung iiber jede Wicklung des Motors im Sternbetrieb Uy.
b) Berechnen Sie die Spannung iiber jede Wicklung des Motors im Dreieckbetrieb Up.
c) Berechnen Sie den Strom durch jede Wicklung I im Sternbetrieb.

d) Berechnen Sie den Strom durch jede Wicklung I, im Dreieckbetrieb.

A.10 Drehstrom 2

Es ist ein symmetrisches Drehstromsystem mit folgenden Spannungen gegeben:

U, =230V, Uy, =230V -a%,U;=230V-a

Die Impedanzen haben alle den Wert Z = 1082

Fiir alle Aufgabenteile gilt: Losen Sie die Aufgaben mit dem geringstmoglichen Aufwand!

a) Zeichnen Sie die dreiphasigen und einphasigen ESB in Stern- und Dreieckschaltung und be-
schrifften Sie die ESB korrekt!

b) Berechnen Sie den Betrag der Verbraucherspannungen sowohl fiir die Stern- als auch die Drei-
eckschaltung!

¢) Berechnen Sie die komplexen Verbraucherspannungen in der Dreieckschaltung!

d) Zeichnen Sie die Zeigerdiagramme der Verbaucherspannungen fiir die Stern- und Dreieckschal-
tung!

e) Berechnen Sie die komplexen Laststrome fiir die Sternschaltung und den Betrag der Laststrome
fiir die Dreieckschaltung!

f) Berechnen Sie die Scheinleistung fiir die Stern- und Dreieckschaltung!

A.11 Mehrphasensysteme 1

Gegeben ist ein unsymmetrisches System mit folgenden Spannungen:

Uy, =230V, Uy, = 460V - e 745° U, | = 345V - 7120°

a) Zeichen Sie das Zeigerdiagramm des Originalsystems!
b) Stellen Sie die Zerlegungsgleichungen fiir die Spannungen auf!
c) Berechnen Sie die Spannungen der transformierten Systeme!

d) Zeichen Sie die Zeigerdiagramme der transformierten Systeme!
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B Losungen zu den Ubungsaufgaben

B.1 Komplexe Zahlen 1
a) Z1 + ZQ
Zy+Zy = (3+j4) +(2—7)
=543

b) Z, — Zs

Zy— Zz = (3+3j4) — (0+47)
=333

¢) Polarform von Z;, Zs und Z3

Zy =5 el5313°
Zo = 2,236 - e/ 2657°

Zy =179

d) 71 - Z
Zy-Zy = (3+3j4)-(2—1)
— 10+ j5
e) %
7 344
Zs g7

(Erweitern mit dem konjugierten Wert des Nenners, also -j7)

3444 —jT _ (3+54) - (—47)
TS G (=)

Hinweis: j2 = —1

Z 28—j21 28 21 4 3
Zs 49 49 Ja9 " 7777
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f) Zeigerdiagramm von Z; + Zs und Z; - Zs

Im

Ny
It

Im(Z, + Z,)
N

DA ,/
,'/ > Re
/ Re(Z; + Z,)
Zy’
N Im EARYA
N
E Z,

P2
p1 + P2

> Re
o1 Re(Z, - Z,)
Z2

B.2 Komplexe Zahlen 2

a) K;j — Ko, Ergebnis in Polarkoordinaten

104j-40 — 50 - e 1407 =27
K, in kartesische Koordinaten wandeln:
50 - ¢ 73107 = 50 - cos(—40°) + j50 - sin(—40°)
=50-0,766 + j50 - (—0,6427)
= 38,302 — j32,1393

K, — K, in kartesischen Koordinaten subtrahieren:
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K, — K, =(10+]40) — (38,302 — j32,1393)
=10+ - 40 — 38,302 + j32,1393
= —28,3+j72,139

Ergebnis in Polarkoordinaten:
Kl 7K2 _ /Re2 +Im2 . ejarctan({-\f—’e‘)
= 7749 11142
b) K3+ Ko, Ergebnis in kartesischen Koordinaten
K3 =250-¢/% = 176,78 + j176,78
Ky =50-¢ 74" =383 — j32,15

Ks + Ko = (176,78 + j176,78) + (38,3 — j32,15)
K3 + Ko = 215,08 + j144,63

c) K; - K3, Ergebnis in Polarkoordinaten
K, =10+ j40
= 41,23 - 7596

K, -K;=10+j40- 250 - ¢
= 10307,75 - el120:96°

d) Kj + Ko, zeichnerisch im Zeigerdiagramm

Im

LLe)

Im(k, + K
\ '
|
|
|

/ N ()

Re

e) (Kl — K2)2
Ergebnis aus Teil a):
Ky — Zo = 77,49 - 111427

Regel fiir das Quadrat einer komplexen Zahl:
(Kl _ K2)2 _ 777492 . ej2~111,42O
= 6004 - e 157"
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f) VK1 + K3

K1 + K3 = 186,78 + j216,78

Umwandlung in Polarform:

K + K3 = 286,09 - ¢11°3%°

Die Quadratwurzel einer komplexen Zahl in Polarform ergibt:

V. ej‘P — \/;g

286,00 - ¢ 25 = 16,91 - €2466°

B.3 Zeigerdiagramme 1

a) Zeigerdiagramm fiir die Spannung U/

Im

30°

I Re

b) Die Real- und Imaginérteile der Spannung U kénnen mit den folgenden Formeln berechnet
werden:

Ure = U - cos(ip) = 325 - cos(30°) ~ 281,46 V
Utm = U - sin(p) = 325 - sin(30°) = 162,56 V
c) Der Phasenwinkel ¢ beschreibt den zeitlichen Versatz zwischen der Spannung und dem Strom
in einem Wechselstromkreis. Ein positiver Phasenwinkel deutet darauf hin, dass die Spannung

der Strom nachfolgt (induktive Last), wihrend ein negativer Phasenwinkel anzeigt, dass der
Strom der Spannung nachfolgt (kapazitive Last).

B.4 Komplexe Wechselstromrechnung 1

Frequenz Xgr Xc Xy,
1 uHz 10Q —4515,92 MQ  j6,28
1mHz 10 Q  —515,92 kQ k

1 Hz 10 —71592 Q k
1kHz 10 Q  —415,92 mQ)
1 MHz 10 Q  —7515,92 uf2
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B.5 Komplexe Wechselstromrechnung 2
a)

|Z| = V/ Re? 4+ Im?
= /3002 + 4002 Q

=500 ©

b)
1 1

Z ~ (300 + j400) Q
1 (300 — j400) &
(300 + j400) © (300 — j400) &
1
= ———— (300 — j400) S
3007 1 402 " (300 —3400)

= (0.0012 — j0.0016) S
1
1Z]

1

"~ 500

I~
[

¢) Reihenschaltung:
Realteil — Ohmscher Wiederstand
Imaginérteil — Spule oder Kondensator?
Reaktanz Spule: Xy =27f-L >0
Reaktanz Kondensator: X¢o = —ﬁ <0

R L

— -

R =300 Q2
Xy,
L =
21 - f
400 ©Q
- 2r-1kHz
= 63.66 mH

Z=R+iX,=R+j2r f-L

d) Parallelschaltung:
— Addition von Leitwerten:

Y =G +jB = (0.0012 — j0.0016) S (aus b))

B < 0 — Spule, induktiver Blindleitwert
B > 0 — Kondensator, kapazitiver Blindleitwert
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1
R=—
G

1

~0.0012 S
— 833 Q

U=U e =5V.e™*=5V.e%
=5V - (cos(45°) + jsin(45°))
2
=5V- g(l +3)
~ (3,53 +j3,53) V
f)

g)
h)

B.6 Komplexe Wechselstromrechnung 3

a)
Xy, = jw-L=j27-800 Hz-900 nH
Xps = Rg = 20 mQ (B.1)
b)
c)

B.7 Effektivwert 1

a) Der arithmetische Mittelwert einer Funktion u(t) iiber eine Periode T ist gegeben durch:

1 T
W= / u(t)dt
0
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Da u(t) eine Sinusfunktion darstellt und die Sinuswelle iiber eine Periode symmetrisch ist, heben
sich die positiven und negativen Teile der Welle gegenseitig auf. Daher ist der arithmetische

Mittelwert fiir jede Sinuswelle immer null
=0

L'

b) Der Effektivwert einer Sinusspannung u(t) wird durch die folgende Formel berechnet
U =
Eff V2

1 1
BV 10V sy

In diesem Fall ist U = 150 V, die Amplitude der Spannung
1.41

Ugsr = NG

B.8 Leistungsberechnung 1
a) Die Spannung weist einen Phasenwinkel von ¢, = 0 und der Strom weist einen Phasenwinkel

von ; = w/3 auf.

Das Nacheilen des Stromes deutet auf ein induktives Verhalten hin.

1
= =20H
50 ms 0 Hz

b) Die Periodendauer T betréigt 50 ms
Die Frequenz betragt:

Fo 1

T

Die Kreisfrequenz betragt
w=2m-f=2m-20 Hz = 125,66 Hz

3)

c) Die Augenblicksleistung zum Zeitpunkt t = 12,5 ms betriigt
(t) =12V -sin(27-20 Hz-0,0125 s) - 2 A -sin(27 - 20 Hz - 0,0125 s +

p(t) = u(t) -1
p(t) =12 W
d) Die Wirkleistung betrigt
70 12V 24
P=U-T-cos(p) % "7 cos(yp) 7;/ i - cos(60°)
P=6W

Die Blindleistung betrégt
Q=U-1I-sin(yp)

Q = 10,392 var

e) Die Scheinleistung betrégt
j(27r-20 Hz) ﬁ . ej(27r~20 Hz+7%)
V2

L _nv
Vil

=6 W + 510,392 var
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B.9 Drehstrom 1

a) Spannung iiber jede Wicklung des Motors Uy im Sternbetrieb:
b Un 400V
il B
b) Spannung iiber jede Wicklung des Motors Up im Dreieckbetrieb:
Ur=Uyny=400V

~ 23094V

c) Strom durch jede Wicklung I im Sternbetrieb:
L,=Iy=10A

d) Strom durch jede Wicklung I, im Dreieckbetrieb:
In=V3-I,=V3-10 A~ 1732 A

B.10 Drehstrom 2

a) ESBs der Sternschaltung:

243&\/’

Y 10Q
— —
230V - a? ?
P 10Q

?

No b (0 ) e

230V - a ? ?

2 102

> -

A A

230 vi 1002

—() &

ESBs der Dreieckschaltung:

230V

o

230 - a®V

1082

S

Ng

230V - a

o

A A

230 Vi [ =
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Ut

LZL]LZ

Upanr 7“ RUP

Ui

Upy

L[LQLB

'QLa\\‘;\

b) Der Betrag Verbraucherspannungen ist in der Sternschaltung gleich der Quellspannung: 230 V
Der Betrag Verbraucherspannungen ist in der Dreieckschaltung /3 mal gréfer als in der Stern-
schaltung: 230V - V3= 398,37V =~ 400V

¢) Die komplexe Verbaucherspannungen in der Dreieckschaltung errechnet sich aus den Differenzen
der Sternspannungen.

QLlLQ - QLl — QLQ = 230V — 230V - Q2

IVE] 3 .1
=2 1—(—=—j-))=V3-230V (= +j=
V(A ~ (=5 ~-75)) V3 (5 +i3)
=/3.230V . £30°
Upors =Ups —Ups =230V -a* — 230V - a
1 3 1 3
=230V(—§—j§—(—§ +j§))=\/§-230V(—j)
= V3230V - ¢ 99
Uistn = Uz — Up,; = 230V - a — 230V
1 3 3 1
=230V (=5 +jg—1)=\/§-2301/(_§ +J35)

= /32301 . £I150°

d) Zeigerdiagramme der Verbaucherspannungen fiir die Stern- und Dreieckschaltung;:

e) Der Strom wird iiber das Ohmsche Gesetz berechnet. Fiir die Sternschaltung gilt:
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Uy, 230V
ll_j_loﬂ_%A

o QLQ o 230V'Q2 _ 2
L="7 =" ~®4«
Uz 230V-a
L=~ ="qn ~24¢

Bei dem Dreieckstrom wird zwischen dem Strangstrom und dem Dreieckstrom, also dem Strom
durch die Verbraucher unterschieden. Der Strom in den Verbaucherstringen kann mit den
Spannung iiber die Verbraucher in der Dreieckschaltung errechnet werden:

Uun 400V
In="7=Toq =104

Der Strom im Strang ist wiederum um /3 gréfer, als in den Verbaucherstringen:
Iw = V3 - Iy = V3 40A = 69,284

Dieser Wert entspricht dem dreifachen Wert des Stroms in einer Sternschaltung

f) Die allgemein Leistungsgleichung ist folgende:

S:\/g'UA'Istr

Welcher Strom eingesetzt werden muss, héngt von der jeweiligen Schaltung ab. Wie in Aufgabe
5. berechnet ist der Strangstrom in der Dreieckschaltung um den Faktor 3 grofler als in der
Sternschaltung

Fiir die Sternschaltung gilt:

S=+V3-U-T=+3-400V -23A = 15.934V A

Und fiir die Dreieckschaltung gilt:

S=+3-U-1=+3-400V -3 234 = 47.804V A

B.11 Mehrphasensysteme 1

a) Zeigerdiagramm des Originalsystems:
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U, 3=345V - 7120

U,,=230V

Uy ,=460V - e=745°

b)
Uy =230V =Uy+ U, + U,
Upy, =460V - e =Uy+d* U, +a-U,
Ups =345V - &' = Uy +a-U, +d* U,

c) Fiir das Nullsystem:

1
Uy = 3 (Upy + Ups + Ups)
1 - e
3+ (230 + 460V - eI 4 345V - 11207
1
= 3 - (230V 4 325,27V — j325,27V — 172,5V + 298,78V))

= 127,59V — j8,83 = 127,9 - ¢ 73:56"

Fiir das Mitsystem:

(Upy +a Uy +a° - Upy)

1 1
230V + (5 + j?) - (325,27V — j325,7V) + (3 — j?) - (—=172,5V + 298,78V))

Wl W~ Wl

- (230V + 119,42V + j444,54V + 345V))

DO

31,48V + j148,18V = 274,84 - 132,63°

Fiir das Gegensystem:

1
U, = 3" (Up+a* Uy +a-Up)
1 1 3 1 3
= 3 - (230V 4+ (—5 - jg) - (325,27V — j325,7V) + (—5 +]§) - (—=172,5V 4 298,78V))
1
3

= = (230V + (—444,33V — j119,16V) + (—172,5V — 298,78V))
= —128,95V — j139,28V = 1898 - ¢/13279"
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d) Zeigerdiagramme der transformierten Systeme:

Anmerkung: Das Erstellen der Zeigerdiagramme ist ein guter Weg um die errechneten Er-
gebnisse aus 3. zu iiberpriifen. Die Wege der Zeiger, die aus dem Originalsystem genommen
werden, miissen da enden, wo auch der Zeiger des transformierten Systems hinfithrt. Stimmen
die Endpunkte nicht {iberein, wurde in einer der Rechnungen ein Fehler gemacht.
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